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Белгiлеулер

x = (x1, x2, ..., xn) –нүкте, кеңiстiктiк айнымалы;
t –уақыт, уақыттық айнымалы;
u (x, t) –ауытқу;
Ω –кеңiстiктiк айнымалы бойынша облыс;
Rn – n өлшемдi евклидтiк кеңiстiк;
QT ≡ Ω× [0, T ] –цилиндрлiк облыс;
Rn – n өлшемдi евклидтiк кеңiстiк;
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0.1 Алғы сөз

Табиғаттағы көптеген механикалық, физикалық, химия-биологиялық және
т.б. құбылыстарды математикалық тұрғыда зерттеу әдетте дербес туындылы
дифференциалдық теңдеулер үшiн қойылған есептердi шешуге келтiрiледi.
Мұндай есептердi әрi қарай шешу, яғни шешiмiнiң бар болуы, жалғыз болуы
және орнықты болу мәселелерiне жауап беру–осы математикалық физика
теңдеулерi пәнiнiң қарастыратын, үйрететiн негiзгi обьектiлерi болып табылады.

Сондықтан да математикалық физика теңдеулерi пәнi – елiмiздегi ЖОО
математика, механика, математикалық және компьютерлiк моделдеу және
т.б. техникалық мамандықтарының оқу бағдарламаларындағы мiндеттi түрде
оқытылатын пәндердiң бiрi.

Ұсынылып отырған оқу құралы аталған мамандықтардың мемлекеттiк
стандарты шеңберiнде, автордың Абай атындағы ҚазҰПУ, әл-Фараби атындағы
ҚазҰУ оқып келе жатқан дәрiстерi мен жүргiзген семинарлық сабақтарының
материалдары негiзiнде жазылды.

Оқу құралында математикалық физиканың негiзгi теңдеулерi: параболалық
типтi теңдеулерден жылуөткiзгiш, гиперболалық типтен – толқын,
эллиптикалық типтен – Лаплас теңдеулерi және оларға қойылатын негiзгi
есептер: Коши есебi, шеттiк есеп, бастапқы-шеттiк есептерi қарастырылады.
Сонымен қатар Фурьенiң айнымалыларға жiктеу әдiсi, сипаттауыштар,
жалғастыру, интегралдық түрлендiрулер, Грин функциясын құру сынды негiзгi
классикалық әдiстер түсiндiрiлiп, оларды қолданып жоғарыдағы аталған
есептердi шешудiң тиiмдi жолдары көрсетiледi.

"Жүз рет естiгеннен бiр рет көрген артық" деген қазақ халқының мақалында
айтылғандай, қандай да пән болмасын студенттердiң өз бетiнше оқып үйренуiнде
том-том теорияны қанша түсiне оқығаннан (жаттағаннан), оны нақты мысалдар
арқылы тексере оқу, нақты есептердi шығарып, нәтижелердi қолмен ұстап
көру әлдеқайда түсiнiктi әрi ұзақ есте сақталатындығы – автор үшiн сонау
студенттiк күннен келе жатқан тәжiрибе әрi қағида. Осы қағидаға сүйенiп,
оқу құралының құрылымы: әрбiр тақырыптың мазмұны алдымен қажеттi
анықтамалар мен тұжырымдар, негiзгi әдiстер сынды қысқаша теориялық
түсiнiктер берiп, соңынан бiрнеше мысалдар арқылы нақты есептердi шешу
және компьютерлiк бағдарламалар (Maple) көмегiмен шешiмнiң нақты графигiн
көруге дейiн түсiндiру негiзiнде құрастырылды.

Оқырманның алған бiлiмдерiн қалыптастыруы үшiн әрбiр тақырып соңында
жаттығу есептерi мен олардың жауаптары ұсынылды. Оқу құралындағы есептер
мен жаттығуларды құрастыруда бiршама жаңа есептер құрастырылумен қатар
пайдаланылған әдебиеттер тiзiмiнде көрсетiлген көптеген әдебиеттерден есептер
алынып қолданылды.
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Бөлiм 1

Дербес туындылы
дифференциалдық теңдеулер

1.1 Екiншi реттi дербес туындылы
дифференциалдық теңдеулер. Типiн анықтау
және канондық түрге келтiру

1.1.1 Негiзгi ұғымдар мен анықтамалар.

Айталық, Ω −n өлшемдi евклидтiк Rn кеңiстiгiндегi облыс, x = (x1, x2, ..., xn) −
Ω облысында жататын кез келген нүкте, ал u (x1, x2, ..., xn) осы Ω облысында
анықталған функция болсын.

Анықтама 1.1.1 x1, x2, ..., xn тәуелсiз айнымалыларын, iзделiндi

u (x1, x2, ..., xn) функциясын және оның
∂u

∂x1
, ...,

∂u

∂xn
, ...,

∂ku

∂xi11 ...x
in
n

, . . . дербес

туындыларын байланыстыратын теңдеудi дербес туындылы дифференциалдық
теңдеу деп атайды және оны қысқаша

F

(
x1, ...xn, u,

∂u

∂x1
, ...,

∂ku

∂xi11 ...x
in
n

, . . .

)
= 0 (1.1.1)

теңдiгi түрiнде жазады. Мұнда F (x1, ..., u, ux1,...) белгiлi функция және
∂ku

∂xi11 ...x
in
n

бойынша туындыларының ең болмағанда бiреуi нөлге тең емес, i1 +

i2 + ...+ in = k.

Анықтама 1.1.2 Теңдеуге қатысатын u (x1, x2, ..., xn) функциясының дербес
туындыларының ең үлкен ретi сол теңдеудiң ретi деп аталады.

Анықтама 1.1.3 Егер u = ϕ (x1, x2, ..., xn) функциясы (1.1.1)
теңдеудiң Ω – берiлу облысында өзiнiң теңдеуге қатысатын
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барлық дербес туындыларымен бiрге үзiлiссiз болса және
теңдеудi тепе-теңдiкке айналдырса, онда u = ϕ (x1, x2, ..., xn) функциясын
(1.1.1) дербес туындылы дифференциалдық теңдеудiң классикалық
(регулярлық) шешiмi деп атайды.

Анықтама 1.1.4 Егер (1.1.1) теңдеудегi F функциясы
∂ku

∂xi11 ...x
in
n

, 0 ≤ k ≤ m

түрдегi барлық туындыларына сызықты тәуелдi болса, онда (1.1.1) теңдеу
сызықты теңдеу деп аталады.

Мәселен,m реттi дербес туындылы дифференциалдық теңдеудiң жалпы түрi:

F

(
x1, ...xn, u,

∂u

∂x1
, . . . ,

∂mu (x1, ..., xn)

∂xi11 ...x
in
n

)
= 0, i1 + ...+ in = m

немесе

Lu ≡
m∑
k=0

∑
i1,...,in

ai1,...,in (x)
∂ku (x)

∂xi11 ...x
in
n

= f (x) , x ∈ D, i1 + ...+ in = k (1.1.2)

түрде болады.

Анықтама 1.1.5 Егер (1.1.2) теңдеуде f (x) ≡ 0 болса, онда теңдеу бiртектi,
ал керi жағдайда бiртектi емес деп аталады.

Анықтама 1.1.6 Егер (1.1.1) теңдеудегi F функциясы m – ретке дейiнгi, яғни
∂ku

∂xi11 ...x
in
n

, 0 ≤ k < m түрдегi барлық туындыларына сызықты тәуелдi болса,

онда (1.1.1) теңдеу квазисызықты теңдеу деп аталады. Қалған жағдайларда
теңдеу сызықты емес деп аталады.

Мысал 1.1.1 Келесi теңдеулердiң ретiн және түрiн анықтаңыз:

а)
∂

∂x
(3ux − yuy) +

∂

∂y
(yux − u)− uy + 2yu = 0 – теңдеуi екiншi реттi, сызықты

бiртектi теңдеу. Себебi:
3uxx − yuxy + yuyx − uyy − uy + 2yu = 3uxx − uyy − uy + 2yu = 0.

ә)
∂

∂x
(3ux − yuy) +

∂

∂y
(yux − u) − xuy − 4yu + cosx = 0 теңдеуi екiншi реттi,

сызықты бiртектi емес теңдеу.

б)
∂

∂x

(
u2
xx

+ uyy
)
− uy

∂

∂x
(uy − ux) − u (uy + ux) + u = 0 теңдеуi үшiншi реттi

квазисызықты теңдеу.
в) u2

x + u2
y − (uy − ux)2 + 2 (uy + ux) + u = 0 теңдеуi бiрiншi реттi сызықты емес

теңдеу.
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1.1.2 Екiншi реттi көп айнымалылы дербес туындылы сызықты
дифференциалдық теңдеулер. Типiн анықтау және
канондық түрге келтiру

Екiншi реттi дербес туындылы дифференциалдық теңдеудiң жалпы түрi

Lu ≡
n∑

i,j=1

aij (x)
∂2u

∂xixj
+

n∑
i=1

bi (x)
∂u

∂xi
+ c (x)u (x) = f (x) (1.1.3)

түрде болады. Мұнда aij (x) , bi (x) , c (x) және оң жақтағы f (x) функциялары
Ω облысында анықталған жатық, белгiлi функциялар. Сонымен қатар aij (x)
коэффиценттерi Ω облысында бiр уақытта барлығы бiрдей нөлге тең емес әрi
aij (x) = aji (x) , i, j = 1, 2, ..., n.

Екiншi реттi дербес туындылы сызықты
дифференциалдық теңдеулердiң типiн анықтау

Жоғарыдағы (1.1.3) теңдеудiң типiн анықтау үшiн төмендегiдей қадамдар
жасалынады:

1. (1.1.3) теңдеуге сәйкес, ондағы айнымалылардың санына қатысты λi
айнымалылары бойынша

Q (λ1, λ2, ..., λn) =

n∑
i,j=1

aij (x)λiλj (1.1.4)

квадраттық формасын құрамыз.
2. Әрбiр бекiтiлген x0 =

(
x

(0)
1 , ..., x

(0)
n

)
∈ Ω нүктеде (1.1.4) квадраттық

форманы алгебра курсынан белгiлi1 ерекше емес
µ1 = b11λ1 + b12λ2 + ...+ b1nλn
µ2 = b21λ1 + b22λ2 + ...+ b2nλn
........................................
µn = bn1λ1 + bn2λ2 + ...+ bnnλn

немесе матрицалық түрдегi

µ = Bλ, (1.1.5)

аффиндiк түрлендiруi арқылы канондық түрге келтiруге болады, яғни

Q (µ1, µ2, ..., µn) =

n∑
i=1

qiµ
2
i , qi ∈ {−1, 0, 1} . (1.1.6)

Бұл (1.1.6) канондық түрдегi квадраттық форманың коэффициенттерi арқылы
(1.1.3) теңдеудiң типiн анықтайды.

1Cызықты алгебраның элементтерi жайлы теорема
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Анықтама 1.1.7 Егер qi, i = 1, n коэффициентерiнiң барлығы бiрдей нөлге тең
емес және барлығы бiр таңбалы болса, онда (1.1.3) дифференциалдық теңдеуi Ω
облысының x0 нүктесiнде эллиптикалық типтi теңдеу деп аталады.

Егер qi, i = 1, n коэффициентерiнiң барлығы бiрдей нөлге тең емес және
бiреуi немесе бiрнешеуi оң, қалғандары терiс таңбалы болса, онда (1.1.3)
дифференциалдық теңдеуi Ω облысының x0 нүктесiнде гиперболалық типтi
теңдеу деп аталады.

Егер qi, i = 1, n коэффициентерiнiң ең болмағанда бiреуi нөлге тең болса,
онда (1.1.3) дифференциалдық теңдеуi Ω облысының x0 нүктесiнде параболалық
типтi теңдеу деп аталады.

Анықтама 1.1.8 Егер (1.1.3) теңдеу Ω облысының әрбiр нүктесiнде
эллиптикалық немесе гиперболалық, немесе параболалық типтi теңдеу
болса, онда оны Ω облысында сәйкес эллиптикалық, гиперболалық немесе
параболалық типтi теңдеу деп атайды.

Анықтама 1.1.9 Егер (1.1.3) теңдеуi Ω облысының әр түрлi бөлiгiнде әр түрлi
типке жататын болса, онда оны Ω облысында аралас типтi теңдеу деп
атайды.

Мысал 1.1.2 Келесi дербес туындылы дифференциалдық теңдеудiң типiн
анықтаңыз:

uxx + 2uxy + 2uyy + 4uyz + 5uzz + ux + uy = 0.
Шешуi: Бұл теңдеудiң квадраттық формасын құрып, оны канондық түрiне

келтiремiз:

Q (λ1, λ2, λ3) = λ2
1 + 2λ1λ2 + 2λ2

2 + 4λ2λ3 + 5λ2
3 = (λ1 + λ2)2 + (λ2 + 2λ3)2 +λ2

3

Бұған µ1 = λ1+λ2, µ2 = λ2+2λ3, µ3 = λ3 белгiлеулерiн енгiзсек, онда канондық
түрдегi квадраттық форманы аламыз:

Q (µ1, µ2, µ3) = µ2
1 + µ2

2 + µ2
3.

Бұл нормалды түрдегi квадраттық формадағы қосылғыштардың
саны берiлген теңдеудегi айнымалылардың санына тең және олардың
коэффициенттерi q1 = q2 = q3 = 1 бәрi бiр таңбалы. Олай болса анықтама
бойынша берiлген теңдеу эллиптикалық типтi болады.

Бұл мысалдағы түрлендiрушi матрица

B =

 1 1 0
0 1 2
0 0 1

 .

Мысал 1.1.3 Келесi дербес туындылы дифференциалдық теңдеудiң типiн
анықтайық:
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2uxy + 2uyz + 4uxz + uyy − uzz + 3uz + uy + yu = 0.
Шешуi: Бұл теңдеудiң квадраттық формасын құрып, канондық түрге

келтерелiк:

Q (λ1, λ2, λ3) = 2λ1λ2 + 2λ2λ3 + 4λ1λ3 + λ2
2 − λ2

3 =

2λ1λ2 + 2λ2λ3 + 2λ1λ3 + λ2
1 + λ2

2 + λ2
3 + 2λ1λ3 − λ2

1 − 2λ2
3 =

(λ1 + λ2 + λ3)2 − (λ1 − λ3)2 − λ2
3 = µ2

1 − µ2
2 − µ2

3,

мұнда µ1 = λ1 + λ2 + λ3, µ2 = λ1 − λ3, µ3 = λ3. Демек, q1 = 1, q2 = q3 = −1
болғандықтан теңдеу гиперболалық типтi.

Жоғарыдағы (1.1.3) теңдеудiң типiн келесi әдiспен де анықтауға болады. Ол
үшiн

det
(
Q̃− λE

)
= 0 (1.1.7)

теңдеуiнiң түбiрлерiн табамыз. Мұндағы Q̃ = ‖aij‖ – теңдеудiң
коэффициенттерiнен құрылған матрица, ал E бiрлiк матрица.

Егер (1.1.7) теңдеудiң λi, i = 1, . . . n, түбiрлерiнiң барлығы нөлге тең емес
және барлығы бiрдей бiр таңбалы болса, онда (1.1.3) теңдеу эллиптикалық типтi,
егерде түбiрлерiнiң барлығы бiрдей нөлге тең емес және әртүрлi таңбалы болса,
онда теңдеу гиперболалық типтi, ал егер түбiрлерiнiң ең болмағанда бiреуi нөлге
тең болса, онда параболалық типтi болады.

Мысал 1.1.4 Келесi дербес туындылы дифференциалдық теңдеудiң типiн
анықта:

uxx − 4uyy + 2uxz + 4uyz + 2ux + 3uy − u = 0.

Шешуi. Мұнда Q̃ =

 1 0 1
0 −4 2
1 2 0



det
(
Q̃− λE

)
=

∣∣∣∣∣∣
1− λ 0 1

0 −4− λ 2
1 2 −λ

∣∣∣∣∣∣ = λ
(
9− 3λ− λ2

)
= 0.

Бұл теңдеудiң түбiрлерi λ1 = 0, λ2,3 =
−3±

√
49

2
, демек бiр түбiрi нөлге тең

болғандықтан теңдеу параболалық типтi.

Екiншi реттi дербес туындылы сызықты дифференциалдық
теңдеулердi канондық түрге келтiру

Екiншi реттi, сызықты, тұрақты коэффициенттi теңдеулер облыстың барлық
нүктесiнде бiр типке ие болады. Екiншi реттi, сызықты, тұрақты коэффициенттi
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дербес туындылы дифференциалдық теңдеудi канондық түрге келтiруге
байланысты қолданылатын алмастыру сызықты түрлендiру түрiнде болады.
Сондықтан мұндай теңдеулердi канондық түрге келтiру жеңiлiрек.

Айталық B –(1.1.2) квадраттық форманы канондық түрге келтiретiн
сызықты ерекше емес (det |B| 6= 0) түрлендiрушi матрица болсын. Онда (1.1.3)
теңдеу

ξ = BTx (1.1.8)

түрлендiруi арқылы x = x0 нүктеде

n∑
i=1

γi (ξ)
∂2u

∂ξ2
i

+ Φ

(
ξ, u, ...,

∂u

∂ξj
, ...

)
= 0

канондық түрге келтiрiледi, мұндағы BT - B матрицасының транспонирленген
матрицасы.

Мысал 1.1.5 Келесi теңдеудi канондық түрге келтiр: uxx+2uxy−2uxz+2uyy+
2uzz = 0 .

Шешуi. Теңдеуге сәйкес сипаттаушы квадраттық формасын құрып, оны
канондық түрiне келтiрейiк:

Q (λ1, λ2, λ3) = λ2
1 + 2λ1λ2 − 2λ1λ3 + 2λ2

2 + 2λ2
3 =

λ2
1 + λ2

2 + λ2
3 + 2λ1λ2 − 2λ2λ3 − 2λ1λ3 + λ2

2 + λ2
3 + 2λ2λ3 =

(λ1 + λ2 − λ3)2 + (λ2 + λ3)2.

Бұған
µ1 = λ1 + λ2 − λ3,
µ2 = λ2 + λ3,
µ3 = λ3

(1.1.9)

белгiлеуiн енгiзсек, онда квадраттық форма

Q (λ1, λ2, λ3) = q1µ
2
1 + q2µ

2
2 + q3µ

2
3 (1.1.10)

канондық түрге келедi. Мұнда q1 = q2 = 1 , q3 = 0 болғандықтан, теңдеу
параболалық типтi.

Ал, (1.1.9) түрлендiруден λ1, λ2, λ3 тапсақ
λ1 = µ1 − µ2 + 2µ3

λ2 = µ2 − µ3

λ3 = µ3
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болады. Демек, Q (λ1, λ2, λ3) квадраттық формасын (1.1.10) канондық түрге
келтiретiн матрица

B =

 1 −1 2
0 1 −1
0 0 1

 ,

ал теңдеудi канондық түрге келтiретiн транспонирленген матрица

BT =

 1 0 0
−1 1 0
2 −1 1

.


Олай болса, (1.1.8) бойынша, осы транспонирленген матрица арқылы келесi

жаңа ауыстырулар енгiземiз: ξ
η
ς

 =

 1 0 0
−1 1 0
2 −1 1

 x
y
z


немесе ξ = x, η = −x+ y, ς = 2x− y + z. Бұлардың

ξ′x = 1, η′x = −1, ς ′x = 2; ξ′y = 0, η′y = 1, ς ′y = −1; ξ′z = 0, η′z =
0, ς ′z = 1 туындаларын анықтап, теңдеудегi енген барлық туындыларды жаңа
айнымалылар бойынша ауыстырамыз:

0
0
0
1
2
−2

2
2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ux = uξ − uη + 2uς ;
uy = uη − uς ;
uz = uς ;
uxx = uξξ + uηη + 4uςς − 2uξη + 4uξς − 4uςη;
uxy = −uηη − 2uςς + uξη − uξς + 3uης ;
uxz = uξς − uης + 2uςς ;
uyy = uηη + uςς − 2uςη;
uzz = uςς

Бұларды сәйкес коэффициенттерге көбейтiп қоссақ, нәтижеде

uξξ + uηη = 0

канондық түрiн аламыз. Жауабы: uξξ + uηη = 0.

1.1.3 Екi айнымалыдан тәуелдi дербес туындылы
дифференциалдық теңдеулердiң типiн анықтау және
канондық түрге келтiру

Екiншi реттi екi айнымалыдан тәуелдi дербес туындылы дифференциалдық
теңдеулердiң жалпы түрi

a11uxx (x, y) + 2a12uxy + a22uyy + F (x, y, u, ux, uy) = 0 (1.1.11)
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түрде жазылады, мұндағы a11 (x, y) , a12 (x, y) , a22 (x, y)− Ω ⊂ R2 облысында
екi рет үзiлiссiз дифференциалданатын функциялар, ал F – өзiнiң аргументтерi
бойынша анықталған функция,

uxx =
∂2u (x, y)

∂x2
, uxy =

∂2u (x, y)

∂x∂y
, uyy =

∂2u (x, y)

∂y2

.

1. Типiн анықтау. Бұл (1.1.11) теңдеудiң типiн анықтау үшiн жоғарыдағы
жалпы жағдайда айтылғандай, алдымен оның квадраттық формасын құрамыз

Q (λ1, λ2) = a11λ
2
1 + 2a12λ1λ2 + a22λ

2
2.

Бұл квадраттық форманың канондық түрi

∆ = a2
12 − a11a22

шамасына байланысты болады2.
Егер ∆ > 0 болса, (1.1.11) теңдеу гиперболалық типтi, ∆ = 0 болса,

параболалық типтi, ал ∆ < 0 болса, онда эллиптикалық типтi болады.
Бұл ∆ = a2

12−a11a22 айырмасы (1.1.11) теңдеудiң немесе квадраттық форманың
дискриминанты деп аталады.

Мысал 1.1.6 Теңдеудiң типiн анықтаңыз:
uxx + 4uxy + 3uyy + x y + 3u− ux + 2uy = 0.

Шешуi. Мұнда a11 = 1, a12 = 2, a22 = 3 , ал оларға сәйкес дискриминант
∆ = 22 − 1 · 3 = 1 > 0 оң. Демек, теңдеу гиперболалық типтi.

Мысал 1.1.7 Теңдеудiң типiн анықтаңыз: 2uxx−5uxy+10uyy+3ux+ uy−u = 0.

Шешуi. a11 = 2, a12 =
5

2
, a22 = 10, ал ∆ =

25

4
− 20 = −55

4
< 0. Теңдеу

эллиптикалық типтi.

Мысал 1.1.8 Теңдеудiң типiн анықтаңыз: x2uxx − 2xyuxy + y2uyy + u = 0.

Шешуi. Мұнда a11 = x2, a12 = xy, a22 = y2 және кез-келген x және y
айнымалылары үшiн ∆ = (xy)2 − x2y2 = 0. Демек, теңдеу параболалық типтi.

Мысал 1.1.9 Берiлген облыста теңдеудiң типiн анықтаңыз:

xuxx + 2 (x+ y)uxy + yuyy = 0, Ω = {(x, y) : x = 1, 1 ≤ y ≤ 2} .

Шешуi. Алдымен берiлген теңдеудiң дискриминантын табайық:

∆ = (x+ y)2 − xy = x2 + xy + y2.

2 ([] қараңыз)
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Берiлген Ω = {(x, y) : x = 1, 1 ≤ y ≤ 2} облысында ∆ = 1 + y + y2 > 0
болғандықтан, теңдеу гиперболалық типтi.

2. Канондық түрге келтiру. Теңдеудi канондық түрге келтiру үшiн оның
сипаттаушы теңдеуi деп аталатын келесi теңдеудi құрамыз

a11 (dy)2 − 2a12dxdy + a22 (dx)2 = 0.

Бұл теңдеудiң екi жағын (dx)2 бөлсек, онда

a11

(
dy

dx

)2

− 2a12
dy

dx
+ a22 = 0

квадрат теңдеуге келемiз және ол өз кезегiнде келесi екi жәй дифференциалдық
теңдеуге жiктелiнедi:(

dy

dx

)
1,2

=
a12 ±

√
a2

12 − a11a22

a11
. (1.1.12)

Егер ∆ = a2
12 − a11a22 > 0, яғни теңдеу гиперболалық типтi болса, онда

(1.1.12) теңдеулердiң ϕ (x, y) = C1 және ψ (x, y) = C2 екi әртүрлi нақты шешiмi
болады. Бұлар (1.1.11) теңдеудiң екi әртүрлi нақты сипаттауыштар тобын
анықтайды және бұл сипаттауыштар арқылы ξ = ϕ (x, y) , η = ψ (x, y) жаңа
айнымалылар енгiзсек, онда берiлген теңдеу

uξη + Φ (ξ, η, u, uξ, uη) = 0 (1.1.13)

түрiндегi канондық түрге келедi. Егер (1.1.13) теңдеуге әрi қарай ξ1 = ξ+η, η1 =
ξ − η жаңа алмастыруын енгiзсек, онда ол

uξ1ξ1 − uη1η1 + Φ1 (ξ1, η1, u, uξ1 , uη1) = 0 (1.1.14)

түрдегi екiншi канондық түрге келедi.
Егер ∆ = 0, яғни теңдеу параболалық типтi болса, онда (1.1.12) теңдеулердiң

ортақ ϕ (x, y) = C бiр ғана нақты интегралы болады. Егер теңдеуге ξ = ϕ (x, y)

және Якобианы
D (ξ, η)

D (x, y)
=

∣∣∣∣ ϕx ϕy
ψx ψy

∣∣∣∣ 6= 0 болатындай таңдап алынған кез-

келген жатық ψ (x, y) функциясы арқылы η = ψ (x, y) алмастыруын енгiзсек,
онда (1.1.11) теңдеу

uξξ + Φ2 (ξ, η, u, uξ, uη) = 0 (1.1.15)

түрiндегi канондық түрге келедi.
Егер ∆ < 0, яғни теңдеу эллиптикалық типтi болса, онда (1.1.12)

теңдеулерiнiң өзара түйiндес комплекс ϕ (x, y)± iψ (x, y) = C жалпы шешiмдерi
болады. Бұл жағдайда оның нақты бөлiгi ϕ (x, y) және жорамал бөлiгi ψ (x, y)
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функциялары арқылы ξ = ϕ (x, y) , η = ψ (x, y) алмастыруларын енгiзсек, онда
(1.1.11) теңдеу

uξξ + uηη + Φ3 (ξ, η, u, uξ, uη) = 0 (1.1.16)

түрiндегi канондық түрге келедi.
Теңдеудi жаңа айнымалылар арқылы өрнектеу үшiн u (x, y) функциясы мен

оның теңдеуге енген барлық дербес туындыларын

ux = uξξx + uηηx;
uy = uξξy + uηηy;
uxx = uξξξ

2
x + 2uξηξxηx + uηηη

2
x + uξξxx + uηηxx;

uyy = uξξξ
2
y + 2uξηξyηy + uηηη

2
y + uξξyy + uηηyy;

uxy = uξξξxξy + uξη (ξxηy + ξyηx) + uηηηxηy + uξξxy + uηηxy

(1.1.17)

формулалары арқылы есептеуге болады.

Мысал 1.1.10 uxx + 4uxy + ux = 0 теңдеуiн типiн анықтап, канондық түрге
келтiрiңiз.

Шешуi. Бұл теңдеуде a11 = 1, a12 = 2, a22 = 0 болғандықтан ∆ = 4 > 0.
Демек, теңдеу гиперболалық типтi. Теңдеудiң сипаттаушы теңдеуi

(dy)2 − 4dxdy = 0

болады. Бұл теңдеудiң

dy − 4dx = 0, dy = 0 ⇒ y − 4x = C1, y = C2

екi нақты сипаттауыштары бар. Егер оған ξ = y − 4x, η = y ауыстыруларын
енгiзсек, онда

ξx = −4, ηx = 0, ξy = 1, ηy = 1,

ux = −4uξ; uy = uξ + uη; uxx = 16uξξ; uxy = −4uξξ − 4uξη.

Бұларды берiлген uxx + 4uxy + ux = 0 теңдеуге қойсақ,

16uξξ + 4 (−4uξξ − 4uξη)− 4uξ = −16uξη − 4uξ = 0

теңдiгiне келемiз, яғни теңдеудiң канондық түрi −16uξη − 4uξ = 0 немесе uξη +
1

4
uξ = 0.

Жауабы uξη +
1

4
uξ = 0.

Мысал 1.1.11 y2uxx−2xyuxy +x2uyy = 0 теңдеуiн канондық түрге келтiрiңiз.
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Шешуi. Мұнда a11 = y2, a12 = −xy, a22 = x2 және ∆ = (−xy)2 − x2y2 =
0 болғандықтан теңдеу параболалық типтi және (1.1.12) бойынша сипаттаушы
теңдеуiн шешсек:(

dy

dx

)
1,2

=
a12 ±

√
∆

a11
=
−xy
y2

= −x
y

ydy + xdx = 0 ⇒ y2

2
+
x2

2
= C1, x2 + y2 = C̄1

бiр ғана сипаттауышы болады және ξ = x2 + y2. Ал η айнымалысын η = x түрде

енгiзуге болады, себебi
∣∣∣∣ ξx ηx
ξy ηy

∣∣∣∣ = −2y 6= 0, y 6= 0.

Бұдан ξx = 2x, ηx = 1, ξy = 2y, ηy = 0 және (1.1.17) бойынша

ux = 2xuξ + uη;
uy = 2yuξ;
uxx = 2uξ + 2x (2xuξξ + uξη) + 2xuξη + uηη = 2uξ + 4x2uξξ + 4xuξη + uηη;
uxy = 4xyuξξ + 2yuξη;
uyy = 2uξ + 4y2uξξ.

Бұларды берiлген теңдеуге қойсақ

2
(
x2 + y2

)
uξ + y2uηη = 0

теңдiгiне келемiз. Бұған ξ = x2 + y2 және η = x ауыстыруларын қолданып
теңдеудiң канондық түрiн аламыз

uηη +
2ξ

ξ − η2
uξ = 0.

Жауабы uηη +
2ξ

ξ − η2
uξ = 0.

Мысал 1.1.12 uxx − 6uxy + 13uyy = 0 теңдеуiн канондық түрге келтiрiңiз.

Шешуi. Мұнда a11 = 1, a12 = −3, a22 = 13, ∆ = 9 − 13 = −4 < 0
болғандықтан теңдеу эллиптикалық типтi және(

dy

dx

)
1,2

= −3± 2i, ⇒

dy = (−3± 2i) dx ⇒ y + 3x± 2ix = C.

Теңдеудiң комплекс түйiндес сипаттауыштары болады. Сондықтан ξ = y +
3x, η = 2x ауыстыруларын қолданамыз. Бұдан

ξx = 3, ηx = 2, ξy = 1, ηy = 0;
ux = 3uξ + 2uη; uy = uξ;
uxx = 9uξξ + 12uξη + 4uηη;
uxy = 3uξξ + 2uξη;
uyy = uξξ.
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туындыларын тауып, берiлген теңдеуге қойсақ
uξξ + uηη = 0
канондық түрiне келемiз.
Жауабы uξξ + uηη = 0.

Ескерту 1.1.1 Егер (1.1.11) теңдеу сызықты әрi коэффициенттерi тұрақты
болса және оның келтiрiлген (1.1.13) немесе (1.1.14) және (1.1.15), (1.1.16)
канондық түрдегi теңдеулерi бiрден интегралдап шешiмiн табуға мүмкiн
болмайтындай ықшамсыз түрде болса, онда оған

u (ξ, η) = v (ξ, η) eaξ+bη

алмастыруы көмегiмен теңдеудi одан әрi ықшамды түрге келтiруге болады.
Мұндағы a және b нәтижеде алынған теңдеу ықшамды болатындай
таңдап алынатын еркiн тұрақты сандар. Көбiнде оларды, гиперболалық
және эллиптикалық жағдайда бiрiншi реттi дербес туындыларының
алдындағы коэффициенттерi, ал параболалық типтi жағдайда бiрiншi
реттi дербес туындыларының алдындағы коэффициенттерiнiң бiреуi мен
v (ξ, η) функциясының алдындағы коэффициентi нөлге тең болатындай таңдап
алынады.

Мысал 1.1.13 uxx+uxy−2uyy−3ux−15uy + 27x = 0 теңдеуiн канондық түрге
келтiрiп әрi қарай ықшамда.

Шешуi. Мұнда a11 = 1, a12 =
1

2
, a22 = −2 болғандықтан ∆ =

1

4
+ 2 =

9

4
> 0

теңдеу гиперболалық типтi және сипаттаушы теңдеуiнiң(
dy

dx

)
1,2

=
1

2
± 3

2

екi шешiмi болады. Бұдан

dy = −dx, dy = 2dx ⇒ y + x = C1, y − 2x = C2

алғашқы интегралдарын анықтаймыз. Демек, ξ = x + y, η = y − 2x
ауыстыруларын енгiземiз. Бұдан

ξx = 1, ηx = −2, ξy = 1, ηy = 1;
ux = uξ − 2uη; uy = uξ + uη;
uxx = uξξ − 4uξη + 4uηη;
uxy = uξξ − uξη − 2uηη;
uyy = uξξ + 2uξη + uηη

туындыларын тауып, берiлген теңдеуге қойсақ, нәтижеде канондық түрiн
аламыз, яғни

uxx + uxy − 2uyy − 3ux − 15uy + 27x =
uξξ − 4uξη + 4uηη + uξξ − uξη − 2uηη − 2 (uξξ + 2uξη + uηη)
−3 (uξ − 2uη)− 153 (uξ + uη) + 27x = 0
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⇒ uξη + 2uξ + uη − ξ + η = 0.

Бұған әрi қарай u (ξ, η) = v (ξ, η) eaξ+bη ауыстыруын енгiзiп және

uξ = vξe
aξ+bη + aveaξ+bη;

uη = vηe
aξ+bη + bveaξ+bη;

uξη = vξηe
aξ+bη + bvξe

aξ+bη + avηe
aξ+bη + abveaξ+bη;

туындыларын анықтап, орындарына қоямыз:

vξηe
aξ+bη+(b+ 2)uξe

aξ+bη+(a+ 1)uηe
aξ+bη+(ab+ 2a+ b) veaξ+bη−(ξ − η) = 0.

Теңдеу гиперболалық типтi болғандықтан соңғы теңдiктен a = −1, b = −2
деп таңдап аламыз (Ескерту 1.1.1 қараңыз) және екi жағын eaξ+bη қысқартсақ,
нәтижеде ықшамдалған

vξη − 2v − (ξ − η) eξ+2η = 0

түрiн аламыз.

1.2 Жаттығулар

1.2.1 Төмендегi теңдеулердiң қайсысы дербес туындылы дифференциалдық
теңдеу?

1. u2
xx + u2

yy − (uxx − uxx)2 = 0;

2. cos (ux + uy)− cosux cosuy + sinux sinuy + 1 = 0;

3. sin (uxy + ux)− sinuxy cosux − cosuxy sinux + u− 2 = 0;

4. uxx + uyy +
∂

∂x
(uy − ux)− ∂

∂y
(ux + uy) + u = 0;

5. uxy + uyy −
∂

∂x
(uy − ux)− ∂

∂y
(uy + ux) + u = 0.

1.2.2 Төмендегi теңдеулердiң ретiн анықтаңыз.

1. cos2 uxy + sin2 uxy − 2u2
x − 3uy + u3 = 0;

2. uxu2
xy +

(
u2
xx − 2uxy + uy

)2 − 2xy = 0;

3. uxy + 2uxuy + (ux − uy)2 + sin2 uxx + cos2 uyy = 0;

4. uxx − uyy −
∂

∂x
(uyx + ux) +

∂

∂y
(uxy + uy) + u = 0.

1.2.3 Төмендегi теңдеулердiң түрiн (сызықты, сызықты емес,
квазисызықты) анықтаңыз.
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1. uxyuxx − 3uyy − 6xuy + xyu = 0;

2. a(u, ux, uy)uxx + b(x, ux, uxx)uxyy + a(x, y, u)uyy = 0;

3. 2 sin(x+ y)uxx − x cos yuxy + xyux − 3u+ 1 = 0;

4. uxu2
xy + 2xuuyy − 3xyuy − u = 0;

5. 2xuxy − 6
∂

∂x

(
u2
x − xy

)
+ uyy = 0.

1.2.4 Төмендегi теңдеулердiң типiн анықтап, канондық түрге келтiрiңз.

1. 2uxx + 3uxy + 3uyy + 7ux + 4uy − 2u = 0;

2. uxx + 4uxy + 13uyy + 3ux + 24uy − 9u+ 9(x+ y) = 0;

3. y2uxx + 2xyuxy + x2uyy = 0, x 6= 0, y 6= 0;

4. uxx − 6uxy + 9uyy − ux + 2uy = 0 әрi қарай ықшамда;

5. uxy + 2uyy − ux + 4uy + u = 0 әрi қарай ықшамда.

1.2.5 Төмендегi теңдеулердiң типiн анықтап, канондық түрге келтiрiңiз.

1. 4uxx − 4uxy − 2uyz + uy + uz = 0;

2. uxx + 2uxy − 2uxz + 2uyy + 6uzz = 0;

3. uxx + 2uxy − 2uxz + 2uyy + 2uzz = 0;

4. uxy + uxz + uxt + uzt = 0;

5. uxy + uxz + uyz − ux + uy = 0 әрi қарай ықшамда.

1.3 Жауаптары

1.3.1 1. дербес туындылы теңдеу. 2. теңдеу емес. 3. алгебралық теңдеу. 4.
алгебралық теңдеу. 5. дербес туындылы теңдеу.

1.3.2 1. бiрiншi реттi. 2. екiншi реттi. 3. екiншi реттi. 4. үшiншi реттi.

1.3.3 1. сызықты емес. 2. квазисызықты. 3. сызықты. 4. сызықты емес.
5. квазисызықты.

1.3.4 1. гиперболалық, ξ = y − x, η = 2y − x, uξη + 3uξ − uη + 2u = 0. 2.
эллиптикалық, ξ = y − 2x, η = 3x, uξξ + uηη + 2uξ + uη − u + ξ + η = 0. 3.
параболалық, ξ = y2 − x2, η = x2, uηη − ξ

2η(ξ+η)uξ + 1
2ηuη = 0. 4. параболалық,

ξ = x, η = 3x + y, u = ve
ξ
2
− η

4 , vξξ − vη = 0. 5. гиперболалық, ξ = x, η =
−2x+ y, u = ve−6ξ+η, vξη + 7v = 0.
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1.3.5 1. гиперболалық, ξ = x
2 , η = x

2 +y, ζ = −x
2−y+z, uξξ−uηη+uζζ+uη = 0. 2.

эллиптикалық, ξ = x, η = y−x, ζ = x− y
2 + z

2 , uξξ+uηη+uζζ = 0. 3. параболалық,
ξ = x, η = y − x, ζ = 2x − y + z, uξξ + uηη = 0. 4. ультрагиперболалық, ξ =
x+y, η = x−y, ζ = −2y+z+t, τ = z+t, uξξ−uηη+uζζ−uττ = 0. 5. гиперболалық,
ξ = x+ y, η = x− y, ζ = −x− y + z, u = ve−η, vξξ − vηη − vζζ + v = 0.
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Бөлiм 2

Математикалық физиканың негiзгi
есептерi

2.1 Математикалық физиканың негiзгi теңдеулерi

Табиғаттағы көптеген механикалық, физикалық, химия-биологиялық және т.б.
құбылыстарды зерттеу көп жағдайда дербес туындылы дифференциалдық
теңдеулердi шешуге алып келедi. Мұндай құбылыстарды математикалық
тұрғыда зерттеу үшiн алдымен физикалық, химиялық, механикалық т.т.
заңдылықтар негiзiнде олардың математикалық моделi ( дифференциалдық
теңдеуi) құрылады. Әдетте дифференциалдық теңдеулердiң шешiмдерi көп
болады. Солардың iшiнен қажеттi шешiмдi алу үшiн негiзгi заңдылықтарға және
зерттелiнiп отырған құбылыстың табиғатына байланысты қосымша шарттар
(бастапқы, шекарлық, түйiндес, шенелiмдiк, периодты, т.б.) қойылады. Теңдеу
мен қосымша шарттар бiрiгiп есеп деп аталады. Одан кейiн, қойылған есептi
математикалық түрлi аппараттар арқылы зерттеп, қарастырылып отырған
құбылысқа қажеттi сұрақтарға математикалық тiлде (мәселен шешiмнiң бар
болуы, жалғыздығы, орнықты болуы және т.б.) жауап берiледi. Бұл
курста жоғарыдағы айтылған үш типке жататын математикалық физиканың
ең қарапайым үш теңдеуi қарастырылады. Атап айтқанда гиперболалық типтi
теңдеулерге жататын толқын теңдеуi

utt − a2uxx = 0, (бiрөлшемдi толқын теңдеуi)

utt − a2∆u = 0, (көпөлшемдi толқын теңдеуi)

параболалық типтi теңдеулерге жататын жылуөткiзгiш теңдеуi

ut − a2uxx = 0, (бiрөлшемдi жылуөткiзгiш теңдеуi)

ut − a2∆u = 0, (көпөлшемдi жылуөткiзгiш теңдеуi)
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және эллиптикалық типтi теңдеулерге тиiстi Лаплас және Пуассон теңдеулерi

∆u(x, y) := uxx + uyy = 0, (екi өлшемдi Лаплас теңдеуi)

∆u(x, y) := uxx + uyy = f(x, y). (екi өлшемдi Пуассон теңдеуi)

Бұл теңдеулерден өзге бұл курс шеңберiнде қарастырылмайтын, нақты
үдерiстердi сипаттайтын сызықты және сызықты емес дербес туындылы
дифференциалдық теңдеулер мен теңдеулер жүйесiн көптеп келтiруге болады.
Мысалға

utt + but + cu− a2uxx = 0, (Телеграф теңдеуi)

∆u+ λu = f(x, y), (Гельмгольц теңдеуi)

ut +
n∑
i=1

biuxi = 0, (Тасымал теңдеуi)

iut + ∆u = 0, (Шрëдингер теңдеуi)

−∆u = f(u), (Сызықты емес Пуассон теңдеуi)

ρt + div (ρ · ~u) = 0, (сұйық ағысының үзiлiссiздiк теңдеуi)

div
(
|Du|p−2Du

)
= 0, (p− Лаплас теңдеуi)

ut + uux − uxx = 0, (Бюргерс теңдеуi)

ut + uux + uxxx = 0, (Кортевега де Фриз (KdV) теңдеуi)

ut −∆ (uγ) = 0, (Кеуек орта фильтрация теңдеуi)

~ut + (~u · ∇) ~u+∇p = f, div~u = 0, (Эйлер теңдеуi)

~ut + (~u · ∇) ~u− ν∆~u+∇p = ~f(x, t), div~u = 0. (Навье-Стокс теңдеуi)
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2.1.1 Толқын теңдеуi (шектiң көлденең тербелiсiнiң теңдеуi)

Ұзындығы l тең, екi ұшынан бекiтiлiп керiлген шектiң көлденең ауытқуы
аз болатын, яғни ұзындығына қарағанда көлденең ауытқуы өте аз болатын
тербелiсiн қарастырайық. Мұнда шек деп июге қарсы кедергiсi жоқ, көлденең
қимасының ауданы ұзындығымен салыстырғанда өте аз, солқылдақ жiңiшке
жiптi елестетуге болады. Шектiң июге қарсы кедергi күшi жоқ болғандықтан t
уақыт мезеттегi x нүктесiндегi оның T (x, t) керiлу күшi сол x нүктедегi жанама
бағытымен бағыттас болады.

Айталық шек тепе-теңдiк қалпында Oxu жазықтығында Ox өсiнiң бойында
орналассын (сурет 2.1.1-1) және тығыздығы ρ = const тұрақты болсын. Шек
сыртқы F (x, t) күштiң әсерiнен тепе-теңдiк қалпынан көлденең ауытқысын, яғни
шектiң әрбiр нүктесi Ou өсiне параллелль бағытталып қозғалсын.

x

u

T2

T1

α

βQ
P

T2

T1

α

β

P

Q

x x + ∆x l0

cурет 2.1.1-1 cурет 2.1.1-2

Шектiң x нүктелерiнiң t уақыт аралығындағы тыныштық күйден көлденең
ауытқуын u(x, t) деп белгiлейiк. Шектiң көлденең ауытқуы u(x, t) аз тербелiсi
қарастырылғандықтан u(x, t) және ux(x, t)-бiрiншi реттi туындыларының
квадраттары және олардың көбейтiндiлерi бұл шамалардың өздерiмен
салыстырғанда жоғарғы реттi аз шамалар болады. Сондықтан теңдеудi
қорытып шығаруда оларды ескермеуге болады, яғни u2 ≈ u2

x ≈ uux ≈ 0 деп
есептеймiз.

Шектiң кез келген [x, x+ ∆x] бөлiгiндегi тербелiстi қарастырайық (сурет
2.1.1-2). Бұл аралықтағы шек бөлiгiнiң ұзындығы1

lPQ =

x+∆x∫
x

√
1 + u2

xdx ≈ (x+ ∆x)− x = ∆x.

Бұдан көлденең ауытқуы аз тербелiс кезiнде шектiң кез келген бөлiгiнiң
ұзындығы өзгермейтiндiгiн көремiз. Олай болса Гукь заңы бойынша T (x, t)
керiлiс күшi уақыт өзгерiсiнен тәуелсiз болады T (x, t) = T (x).

Екiншiден, шектiң тек көлденең тербелiсi қарастырылғандықтан горизонталь
ауытқуы болмайды. Сонымен қатар инерция және сыртқы күштер Ou өсiне
параллелль болғандықтан олардың горизонталь компоненттерi, яғни Ox өсiндегi
проекциялары нөлге тең болады

|T1| cosα = |T2| cosβ = T0 = const, (2.1.1)
1Мат. анализ курсынан қисық доғаның ұзындығын табуды қараңыз.
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мұндағы T1 = T (x), T2 = T (x+ ∆x).
Шындығында, Даламбер қағидасы бойынша барлық әсер етушi күштердiң

Ox өсiндегi проекцияларының қосындысы нөлге тең болуы тиiстi:

− |T1| cosα+ |T2| cosβ = 0. (2.1.2)

Бұдан

cosx =
1√

1 + tg2x
=

1√
1 + u2

x

≈ 1

екендiгiн ескерсек, онда (2.1.2) теңдiктен

T (x) ≈ T (x+ ∆x)

аламыз. Мұндағы x, ∆x кез келген болғандықтан, T (x) керiлiс күшi x
айнымалыдан да тәуелсiз, яғни T (x) = T0 = const тұрақты болады.

Ендi теңдеудi қорытып алу үшiн Ньютонның екiншi заңын2 Ou өсi үшiн
жазайық

T1Ou + T2Ou + F ·∆x = ρ ·∆x · utt

немесе

− |T1| sinα+ |T2| sinβ + F ·∆x = ρ ·∆x · utt. (2.1.3)

Мұнда utt – үдеудi, ал ρ ·∆x – массаны бередi. Бұл (2.1.3) теңдiктiң екi жағын
(2.1.1) бойынша |T1| cosα = |T2| cosβ = T0 бөлсек

tgβ − tgα+
F

T0
∆x =

ρ

T0
∆x · utt

аламыз. Соңғы теңдiкке

tgα =
∂u

∂x

∣∣∣∣
x

және

tgβ =
∂u

∂x

∣∣∣∣
x+∆x

жанаманың бұрыштық коэффициенттерi екендiгiн ескерiп және оның екi жағын
∆x бөлейiк

ux (x+ ∆x)− ux (x)

∆x
+
F

T0
=

ρ

T0
utt. (2.1.4)

2 ma = F1 + F2 + ...
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(2.1.4) теңдiктен ∆x→ 0 ұмтылдырып шекке көшсек, нәтижеде

utt − a2uxx = f(x, t) (2.1.5)

шектiң көлденең тербелiсiнiң теңдеуiн аламыз, мұндағы a2 =
T0

ρ
, f (x, t) =

1

ρ
F (x, t) , ρ = const.

(2.1.5) теңдеу бiр өлшемдi бiртектi емес толқын теңдеуi деп аталады. Егер
F (x, t) = 0 болса, яғни шек сыртқы күштiң әсерiнсiз тербелетiн болса онда
шектiң еркiн тербелiсiнiң теңдеуiн аламыз

utt − a2uxx = 0. (2.1.6)

Бұл теңдеу бiртектi толқын теңдеуi деп аталады.
Көп өлшемдi жағдайда да (мысалға n = 2 өлшемдi жағдайда жазық

мембрана теңдеуiн) осындай жолдармен толқын теңдеуiн қорытып шығаруға
болады

utt − a2∆u (x, t) = 0, x = (x1, x2, ...xn) ∈ Rn. (2.1.7)

2.1.2 Жылуөткiзгiш теңдеуi

Ұзындығы l тең, бiртектi, бүйiр бетiнен жылу изолирленген жiңiшке стержень
iшiндегi жылудың таралу құбылысын қарастырайық (cурет 2.1.2-3). Айталық
стержень Ox өсiнiң бойында орналассын және көлденең қимасының ауданы
S – изотермиялық (яғни кез келген уақыт мезетiнде көлденең қимасының
әрбiр нүктесiндегi температурасы бiрдей) бет болсын. Сонымен қатар t уақыт
мезетiндегi стерженнiң x қимасындағы температурасы u (x, t) болсын.

x

u

x x + ∆x
l

(cурет 2.1.2-3) - стержень iшiндегi жылудың таралуы.

Әуелi жылудың таралуына қатысты қажетi физикалық заңдылықтарды
келтiрейiк:

• Фурье заңы. Егер дене температурасы бiрқалыпты болмаса, онда
оның iшiнде жылу ағыны пайда болады және ол жылу ағыны жоғары
температуралы ортадан төменгi температуралы ортаға бағытталып
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қозғалады. ∆t уақыт аралығында S бетiнен ағып өтетiн жылу мөлшерi

dQ = qS ·∆t (2.1.8)

мұндағы

q = −k (x)
∂u

∂x

бiрлiк уақыт iшiндегi бiрлiк ауданды қимадан өтетiн жылу мөлшерi, k (x)
жылуөткiзгiштiк коэффициент.

• Бiртектi дененiң температурасын ∆u шамасына өсiру үшiн қажеттi жылу
мөлшерi

dQ = cm∆u = cρS∆u∆x (2.1.9)

мұндағы с- үлестi жылу сыйымдылық, m-дене массасы, ρ-тығыздығы.

• Iшкi белгiлi F (x, t) жылу көзiнiң әсерiнен (дене iшiнде жылу пайда болуы
немесе жұтылуы мүмкiн) ∆t уақыт iшiнде бөлiнетiн жылу мөлшерi

dQ = SF (x, t) ∆x∆t. (2.1.10)

• Энергияның сақталу заңы

Q = Q1 +Q3 + .... (2.1.11)

Қарастырылып отырған құбылыстың теңдеуiн қорытып шығару үшiн
стерженнiң кез келген аз [x, x+ ∆x] бөлiгiн қарастырайық. Фурье заңы, яғни
(2.1.8) бойынша [t, t+ ∆t] уақыт iшiнде аралығында x қимасынан ағып кiретiн
жылу мөлшерi

dQ1 = −kS ∆t
∂u

∂x

∣∣∣∣
x

,

ал x+ ∆x қимасынан ағып шығатын жылу мөлшерi

dQ2 = −
(
−kS ∆t

∂u

∂x

∣∣∣∣
x+∆x

)
= kS ∆t

∂u

∂x

∣∣∣∣
x+∆x

.

Сонымен қатар [t, t+ ∆t] уақыт iшiнде iшкi F (x, t) жылу көзiнiң әсерiнен
стерженнiң [x, x+ ∆x] бөлiгiне бөлiнетiн жылу мөлшерi (2.1.10) бойынша

dQ3 = SF (x, t) ∆x∆t.
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Екiншi жағынан, [t, t+ ∆t] уақыт iшiнде стерженнiң [x, x+ ∆x] бөлiгiнiң
температурасын ∆u = u (x, t+ ∆t) − u (x, t) шамасына өзгерту үшiн жұмсалған
жылу мөлшерi (2.1.9) бойынша

dQ = cρS (u (x, t+ ∆t)− u (x, t)) ∆x.

Олай болса энергияның сақталу заңы (2.1.11) бойынша

dQ = dQ1 + dQ2 + dQ3,

немесе

cρS (u (x, t+ ∆t)− u (x, t)) ∆x = −kS ∆t
∂u

∂x

∣∣∣∣
x

+ kS ∆t
∂u

∂x

∣∣∣∣
x+∆x

+ SF∆x∆t.

Мұндағы c, ρ, S, k тұрақты шамалар екендiгiн ескерiп, соңғы теңдiктiң екi
жағын S∆x∆t бөлсек

u (x, t+ ∆t)− u (x, t)

∆t
=

k

cρ

(
∂u(x+∆x,t)

∂x − ∂u(x,t)
∂x

∆x

)
+

1

cρ
F (x, t)

теңдiгiн аламыз. Бұл теңдiктен ∆x∆t→ 0 ұмтылдырып шек алсақ, нәтижеде

∂u

∂t
= a2∂

2u

∂x2
+ f(x, t) (2.1.12)

жылуөткiзгiш теңдеуiн аламыз, мұндағы a2 =
k

cρ
, f (x, t) =

1

cρ
F (x, t).

Егер жылу көзi болмаса, яғни F (x, t) = 0 болса, онда (2.1.12) теңдеуден
бiртектi жылуөткiзгiш теңдеуi шығады

ut − a2uxx = 0.

Жалпы жағдайда жылуөткiзгiш теңдеуi

ut − a2∆u (x, t) = f(x, t) (2.1.13)

немесе

cρ
∂u

∂t
= div (k∇u) + f (x, t) , x = (x1, x2, ...xn) ∈ Rn

дивергенттi түрде жазылады, мұндағы ∆u (x, t) =
n∑
i=1

∂2u

∂x2
i

– Лаплас операторы.
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2.1.3 Лаплас теңдеуi (стационар жылу өрiсi).

Бiртектi материалды дене iшiндегi жылудың таралу процессi жоғарыда
қорытылғандай

ut − a2∆u (x, t) = 0, x ∈ Rn

жылуөткiзгiш теңдеуiмен сипатталады. Егер процесс стационарлы, яғни
жылудың таралуы уақыт өзгеруiнен тәуелсiз болса, онда ut (x, t) = 0
болғандықтан u (x, t) температура

∆u (x) = 0, x ∈ Rn (2.1.14)

теңдеуiмен сипатталады. Мұндағы ∆:

∆u = uxx + uyy, n = 2,
∆u = uxx + uyy + uzz, n = 3,
∆u = ux1x1 + ux2x2 + ...+ uxnxn , x ∈ Rn

Лаплас операторы ал, (2.1.14) теңдеу Лаплас3 теңдеуi деп аталады.
Егер сыртқы жылу көзi орын алатын болса, онда процесс

∆u (x) = f(x), x ∈ Rn

Пуассон теңдеуiмен сипатталады.

2.2 Математикалық физика теңдеулерiне қойылатын
негiзгi есептер

Дифференциалдық теңдеулердiң шешiмдерi әдетте көп болады. Олардың iшiнен
қажеттi шешiмдi алу үшiн оған зерттелiнiп отырған құбылыстың табиғатына
байланысты қосымша шарттар қойылады. Математикалық физиканың негiзгi
теңдеулерiне уақыт бойынша бастапқы шарт (Коши шарты) және кеңiстiктiк
айнымалы бойынша шекаралық (шеттiк) шарттар қойылады.

2.2.1 Коши есебi

Егер қарастырылып отырған облыс шенелмеген болса, мәселен бiр өлшемдi
жағдайда x ∈ (−∞, ∞), онда толқын және жылөткiзгiш теңдеулерiнiң қажеттi
шенелген жалғыз шешiмiн алу үшiн оларға бастапқы шарттар (немесе Коши

3PIERRE SIMON LAPLACE (Пьер-Симон Лаплас), (1749–1827)–әйгiлi Франциялық
математик, физик әрi астроном. Ол математикалық физикада әсiресе арнайы функциялар
және потенциалдар теориясында елеулi еңбектер жасады. Оның атымен Лаплас теңдеуi
және Лаплас түрлендiруi аталады. Сонымен қатар оның еңбектерi аспан механикасы,
ықтималдықтар теориясы, гидродинамика, анализ, дифференциалдық теңдеулер және т.б.
салаларда маңызды орын алады.
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шарты деп аталады) қойылады. (2.1.6) немесе (2.1.7) толқын теңдеуi үшiн
бастапқы шарт

u (x, 0) = ϕ (x) , ut (x, 0) = ψ (x) , x ∈ R (2.2.15)

түрде қойылады. Себебi толқын теңдеуiнде t айнымалы бойынша екiншi реттi
туынды бар. Ал (2.1.12) немесе (2.1.13) жылуөткiзгiш теңдеуiнде t айнымалы
бойынша бiрiншi реттi туынды болғандықтан бастапқы шарт

u (x, 0) = ϕ (x) , x ∈ R (2.2.16)

түрде қойылады. Сонымен, толқын теңдеуi үшiн Коши есебi деп{
utt − a2uxx = 0, x ∈ R, t > 0,
u(x, 0) = ϕ(x), ut (x, 0) = ψ(x), x ∈ R (2.2.17)

теңдеулер жүйесiн қанағаттандыратын u (x, t) = C2 (Q) ∩ C0,1
x,t

(
Q̄
)
функциясын

табу есебiн түсiнемiз. Мұндағы Q = R× (t > 0) , Q̄ = R× (t ≥ 0) .
Ал жылуөткiзгiш теңдеуi үшiн Коши есебi деп{

ut − a2uxx = 0, x ∈ R, t > 0,
u(x, 0) = ϕ(x), x ∈ R (2.2.18)

теңдеулер жүйесiн қанағаттандыратын u (x, t) = C2,1 (Q) ∩ C
(
Q̄
)
функциясын

табу есебiн айтамыз. Мұндағы ϕ(x), ψ(x) бастапқы немесе Коши берiлгендерi
деп аталатын белгiлi функциялар.

Ескерту 2.2.1 Мұндай шенелмеген облыстарда берiлген Коши есебiне x → ∞
кезде ∃M ∈ R, |u(x, t)| < M шарттарының орындалуы талап етiледi. Әдетте
бұл шарт шенелiмдiк сөзiнiң iшiне сиятындытан жазылмайды.

2.2.2 Шекаралық шарттар

Егер қарастырылып отырған Ω облысы шенелген болса, мәселен, бiрөлшемдi
жағдайда Ω = [0, l] кесiндiсi, онда шешiмнiң шекарасындағы мәндерi туралы
шекаралық шарттар қойылады. Шекаралық шарттар үш түрде қойылады.

Анықтама 2.2.1 Бiрiншi тектi шекаралық шарт немесе Дирихле4

шарты деп S = ∂Ω шекарада u(x, t) функциясының мәнi берiлген

u (x, t)|∂Ω = µ (t) , t > 0 (2.2.19)

түрдегi шартты айтады.
4JOHANN PETER GUSTAV LEJEUNE DIRICHLET (Иоганн Петер Густав Лежён-Дирихле)

(1805–1859)–Немiс математигi. Нeгiзгi жұмыстары сандар теориясы мен математикалық
анализ курсы. Сонымен қатар оның механикада, математикалық физикада маңызды еңбектерi
бар.

33



Анықтама 2.2.2 Екiншi тектi шекаралық шарт немесе Нейман5

шарты деп шекарада
∂u

∂n
туындысының мәнi берiлген

∂u (x, t)

∂n

∣∣∣∣
∂Ω

= ν (t) , t > 0 (2.2.20)

түрдегi шартты айтады.

Анықтама 2.2.3 Үшiншi тектi шекаралық шарт деп шекарада u(x, t)

функциясы мен
∂u

∂n
туындысының мәндерiн байланыстырып қойылған(

αu (x, t) + β
∂u (x, t)

∂n

)∣∣∣∣
∂Ω

= χ (t) , t > 0 (2.2.21)

түрдегi шартты айтады. Мұндағы α2 + β2 6= 0 белгiлi сандар.

Егер шекарадағы мәндерi (µ(t), ν(t), χ(t) функциялары) нөлге тең болса, онда
шекаралық шарттар бiртектi, ал керi жағдайды бiртектi емес деп аталады.
Жоғарыдағы (2.2.19)-(2.2.21) шарттар n = 1 болғанда сәйкес келесi түрде
болады:

u (0, t) = µ1 (t) , u (l, t) = µ2 (t) , x ∈ [0, l] ;

ux (0, t) = ν1 (t) , ux (l, t) = ν2 (t) , x ∈ [0, l] ;

α1u (0, t) + β1ux (0, t) = χ1 (t) , α2u (l, t) + β2ux (l, t) = χ2 (t) , x ∈ [0, l] .

Ескерту 2.2.2 Үшiншi шекаралық шарт жалпы түрдегi шекаралық шарт
болып есептеледi, себебi α = 0 болса екiншi шекаралық шартты, ал β = 0 болса
бiрiншi шекаралық шартты аламыз.

Ескерту 2.2.3 Шектiң тербелiсi үшiн бiрiншi шекаралық шарттың мағынасы
екi ұшы қатты бекiтiлген шектiң, екiншi шекаралық шарт екi ұшы бос,
ал үшiншi шекаралық шарт екi ұшы серпiмдi бекiтiлген шектiң тербелiсiн
белдiредi.

Ескерту 2.2.4 Жылуөткiзгiш теңдеуi үшiн бiрiншi шекаралық шарттың
мағынасы дененiң бүйiр бетiнiң температурасы белгiлi болған, екiншi
шекаралық шарт- шекарасы жылуизолирленген, ал үшiншi шекаралық шарт
шекарасында сыртқы ортамен жылу алмасу орын алатындыған бiлдiредi.

5CARL NEUMANN (Карл Нейман) (1832–1925)–немiс математигi әрi физигi. Оның нeгiзгi
жұмыстары дербес туындылы дифференциалдық теңдеулер (потенциялдар теориясы, екiншi
шеттiк есеп), интегралдық теңдеулер және алгебралық функцияларды зерттеуге арналған.
Сонымен қатар оның механика, электродинамика, гидродинамика саласында да маңызды
еңбектерi бар.
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2.2.3 Бастапқы-шеттiк есептер.

Лаплас және Пуассон теңдеулерi стационар теңдеулер болғандықтан оларға тек
жоғарыдағы үш шекаралық шарттардың бiреуi қойылады. Мұндай шекаралық
шартпен берiлген есептер шекаралық (шеттiк) есептер деп аталады. Ал
жылуөткiзгiш немесе толқын теңдеулерiн шенелген облыстарда бiрмәндi шешу
үшiн оларға сәйкес (2.2.15), (2.2.16) бастапқы шарттарға қоса (2.2.19)-(2.2.21)
шекаралық шарттардың бiрi қосылып қойылады. Мұндай есептер бастапқы-
шекаралық немесе аралас есеп деп аталады.

1. Бiрөлшемдi толқын теңдеуi үшiн бастапқы-шекаралық есептiң қойылымы:
utt − a2uxx = 0 , 0 < x < l, t > 0;
u (x, 0) = ϕ (x) , ut (x, 0) = ψ (x) , 0 ≤ x ≤ l,
u (0, t) = µ (t) , u (l, t) = ν (t) , t ≥ 0

теңдеулер жүйесiн қанағаттандыратын u (x, t) ∈ C2,2
x,t (Qt)∩C0,1(Qt) шешiмiн табу

керек. Мұндағы ϕ, ψ, µ, ν белгiлi, үзiлiссiз және

ϕ (0) = µ (0) , ϕ (l) = ν (0) , ψ (0) = µ′ (0) , ψ (l) = ν ′ (0)

үйлесiмдiлiк шарттарын қанағаттандыратын функциялар.
2. Бiрөлшемдi жылуөткiзгiш теңдеуi үшiн бiрiншi бастапқы-шекаралық

есептiң қойылымы:
ut − a2uxx = 0 , 0 < x < l, t > 0;
u (x, 0) = ϕ (x) , 0 ≤ x ≤ l,
u (0, t) = µ (t) , u (l, t) = ν (t) , t ≥ 0

теңдеулер жүйесiн қанағаттандыратын u (x, t) ∈ C2,1
x,t (Qt) ∩ C(Qt) шешiмiн табу

керек. Мұндағы ϕ, µ, ν белгiлi, үзiлiссiз және

ϕ (0) = µ (0) , ϕ (l) = ν (0)

үйлесiмдiлiк шарттарын қанағаттандыратын функциялар.
3. Лаплас теңдеуi үшiн бiрiншi шеттiк немесе Дирихле есебiнiң қойылымы:{

4u(x) = 0 , x ∈ Ω ⊂ Rn,
u (x) = ϕ (x) , x ∈ S = ∂Ω

теңдеулер жүйесiн қанағаттандыратын u (x, t) ∈ C2 (Ω) ∩ C(∂Ω) шешiмiн табу
керек.

Дәл осы сияқты толқын теңдеуi үшiн (2.1.7), (2.2.15), (2.2.20) және (2.1.7),
(2.2.15), (2.2.21), жылуөткiзгiш теңдеуi үшiн (2.1.13), (2.2.16), (2.2.20) және
(2.1.13), (2.2.16), (2.2.21) екiншi және үшiншi бастапқы-шекаралық есептерiнiң,
Лаплас теңдеуi үшiн (2.1.14), (2.2.20) және (2.1.14), (2.2.21) екiншi (Нейман) және
үшiншi шеттiк есептерiнiң қойылымын алуға болады.
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2.2.4 Математикалық физика есептерiнiң қисынды қойылуы

Математикалық физика есептерi нақты құбылыстарды сипаттайтындықтан,
физикалық мән мағынасына байланысты олардың қисынды және қисынсыз
қойылу ұғымдары енгiзiледi.

Анықтама 2.2.4 Егер қарастырылып отырған кеңiстiкте қойылған
математикалық есептiң

• шешiмi бар болса;

• шешiмi жалғыз болса;

• шешiмi орнықты болса, онда есеп қисынды қойылған деп аталады.

Есептiң шешiмiнiң орнықты болуы дегенiмiз- шешiмiнiң есептiң бастапқы
берiлгендерiнен (шекаралық функциядан, бастапқы шарттағы функциядан,
теңдеудiң оң жағынан және т.б.) үздiксiз тәуелдi болуы, яғни есептiң
берiлгендерiн аз өзгерicке енуiнен шешiмнiң айтарлықтай үлкен өзгерiске
ұшырамауын түсiнемiз.

Егер жоғарыдағы үш шарттың бiреуi орындалмаса, онда есеп қисынды емес
деп аталады. Математикалық физика есептерiнiң (жоғарыдағы анықталған
мағынада) қисынды қойылу ұғымын алғаш енгiзген француздық ғалым-Жак
Адамар6.

Алайда, қисынды қойылған есептермен қатар қисынды емес есептер де жиi
кездеседi. Сондай қисынды қойылмаған есептердiң бiрi-Адамар мысалы деп
аталатын төмендегi Лаплас теңдеуiне қойлған Коши есебi:

∆u(x, y) = uxx + uyy = 0, 0 < x <∞, −∞ < y <∞;
u(0, y) = f(y), ux(0, y) = g(y), −∞ < y <∞.

Егер f1(y) = 0, g1(y) = 0 деп алсақ, онда оларға сәйкес шешiм u1(x, y) = 0

функциясы, ал f2(y) =
1

n
sinny, g2(y) = 0 деп алсақ, онда шешiм u2(x, y) =

1

n
sinny coshnx, функциясы болатынын тексеру қиын емес.
Шешiм үзiлiссiз функциялар класынан (классикалық шеш3м)

iзделiнгендiктен, есептiң бастапқы берiлгендерiнiң өзгерiсiн C кеңiстiгiнiң
метрикасы бойынша есептеймiз:

ρ (g1, g2) = 0, ρ (f1, f2) = max

∣∣∣∣− 1

n
sinny

∣∣∣∣ =
|sinny|
n

,

6Hadamar
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яғни жеткiлiктi үлкен n мәндерi үшiн ρ (f1, f2) жеткiлiктi аз шама болады. Ал
оларға сәйкес шешiмдер өзгерiсi

ρ (u1, u2) = max

∣∣∣∣− 1

n
sinny coshnx

∣∣∣∣ =
|sinny|
n

coshnx

жеткiлiктi үлкен n үшiн шексiз үлкен шама болады, себебi x > 0 үшiн

|sinny| ≤ 1,
coshnx

n
=
enx + e−nx

n
→∞, n→∞.

Демек, шешiм орнықсыз. Қисындылықтың үшiншi шарты
орындалмағандықтан, есеп қисынды емес.

Мiне осы тәрiздi қисынды емес қойылған есептерге мысалдары көптеп
келтiруге болады. Бұл оқу құралында қарастырылатын барлық есептер
қисынды қойылған. қисынды қойылған деп аталады, егер

2.3 Жаттығулар

Жоғарыдағы әдiстердi қолданып, келесi есептердi шешiңiздер:

2.3.1 Ұзындығы l (0 ≤ x ≤ l), тығыздығы ρ = ρ(x) сызықты болатын шек Ox,u
жазықтығында көлденең тербелiс жасайды. Шектiң көлденең тербелiсi u(x, t)
деп алып, шектiң
а) ешбiр бекiтiлген массалары болмаған жағдайдағы;
б) әрбiр xi нүктелерiнде mi, i = 1, ..., n массалары бекiтiлген жағдайдағы;
K кинетикалық энергиясын анықтаңыз.

2.3.2 Ұзындығы l (0 ≤ x ≤ l) тең шек Ox,u жазықтығында көлденең тербелiс
жасайды. Шектiң көлденең тербелiсi u(x, t) деп алып, шектiң
а) ұштары тербелмейтiндей бекiтiлген жағдайдағы;
б) ұштары тербелмейтiндей бекiтiлген және ux-тiң екiншi дәрежесiнен
жоғарғыларын есептемеуге болатын жағдайдағы;
U потенциядық энергиясын анықтаңыз.

2.3.3 Бүйiр бетi изолацияланған, ұзындығы l тең (0 ≤ x ≤ l)
бiртектi стержiннiң бастапқы температурасы ϕ(x) (t = 0). Стержiннiң
ұштары жылуизолацияланған жағдайдағы стержiн iшiндегi u(x, t), t > 0
температураны анықтайтын есептiң қойылымын келтiрiңiз.

2.3.4 Бүйiр бетi изолацияланған, ұзындығы l тең (0 ≤ x ≤ l) бiртектi
стержiннiң бастапқы температурасы ϕ(x) (t = 0). Стержiннiң x = 0 және
x = l ұштарында бастапқы t = 0 уақыт мезетiнен бастап сәйкес q(t) және
p(t) жылу ағындары орын алатын болса, стержiн iшiндегi u(x, t), t > 0
температураны анықтайтын есептiң қойылымын келтiрiңiз.
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2.3.5 Көлденең қимасы тұрақты S, ұзындығы l тең iшi газ өткiзетiн (кеуек)
заттармен бiртектi толтырылған түтiк iшiнде газ диффузиясы орын алады.
Түтiктiң бүйiр бетi газ өткiзбейдi және t = 0 уақыт мезеттегi газдың
бастапқы концентрациясы ϕ(x) тең. Түтiктiң t = 0 уақыт мезетiнен
бастап x = 0 ұшындағы газ концентрациясы µ(t) тең, ал x = l ұшы газ
өткiзбейтiн болса, кез келген t > 0 уақыт мезетiндегi түтiк iшiндегi u(x, t)
газ концентрацияны анықтайтын есептiң қойылымын келтiрiңiз.

2.3.6 Бiртектi изотропты стержiн iшiнде еркiн жылу алмасуы орын алады.
Бастапқы температурасы ϕ(x) (t = 0) және стержiннiң x = 0 ұшындағы
температура u0 тұрақты, ал x = l ұшында температурасы q(t) заңы бойынша
сыртқы ортамен жылу алмасатын жағдайдағы стержiн iшiндегi жылудың
таралуын анықтайтын есептiң қойылымын келтiрiңiз.

2.4 Жауаптары

2.4.1 a) K =
1

2

l∫
0

ρ(x)u2
t (x, t)dx; б) K =

1

2

l∫
0

ρ(x)u2
t (x, t)dx+

1

2

n∑
i=1

miu
2
t (xi, t).

2.4.2 a) U = T

l∫
0

(√
1 + u2

x(x, t)− 1
)
dx; б) U =

T

2

l∫
0

u2
x(x, t)dx.

2.4.3

sut = a2 ∂

∂x

(
s
∂u

∂x

)
, 0 < x < l, t > 0,

ux (0, t) = ux (l, t) = 0, t > 0,

u (x, 0) = ϕ(x), 0 < x < l, a2 =
k

cρ
.

2.4.4

sut = a2 ∂

∂x

(
s
∂u

∂x

)
, 0 < x < l, t > 0,

ux (0, t) = − 1

ks(0)
q(t), ux (l, t) =

1

ks(l)
p(t), t > 0,

u (x, 0) = ϕ(x), 0 < x < l, a2 = k
cρ .

2.4.5
ut = a2uxx, 0 < x < l, t > 0,
u (0, t) = µ(t), ux (l, t) = 0, t > 0,

u (x, 0) = ϕ(x), 0 < x < l, a2 = αD
c ,

мұндағы α қиманың кеуектiк коэффициентi, яғни қимадағы кеуек ауданының
осы қима ауданына қатынасы.

2.4.6
ut = a2uxx, 0 < x < l, t > 0,
u (0, t) = u0, ux (l, t) + γ [u (l, t)− q(t)] = 0, t > 0,

u (x, 0) = ϕ(x), 0 < x < l, a2 = T
ρ ,
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Бөлiм 3

Математикалық физика
теңдеулерi үшiн Коши есебi

3.1 Гиперболалық типтi теңдеулер үшiн жалпылама
Коши және Гурса есептерi. Сипаттауыштар әдiсi.

Жәй дифференциалдық теңдеулер курсынан, егер дифференциалдық теңдеудiң
жалпы шешiмi белгiлi болса онда қандайда бiр шарттармен қойылған есептердi,
мәселен Коши есебiн шешуге болатындығын бiлемiз. Дербес туындылы
дифференциалдық теңдеулер үшiн де теңдеудiң жалпы шешiмi белгiлi болса
онда қандайда бiр қойылған қосымша шарттарды қанағаттандыратын есептерiн
шешуге болады.

Бұл бөлiмде сипаттауыштар әдiсi арқылы дербес туындылы теңдеулердiң
жалпы шешiмiн табуды, және гиперболалық типтi теңдеулер үшiн Коши1 және
Гурса есептерiн қарастырамыз.

3.1.1 Жалпы шешiм. Сипаттауыштар әдiсi

Алдыңғы (I.2) бөлiмде бiз берiлген дербес туындылы теңдеулердi олардың
сипаттауыш қисықтары арқылы канондық түрге келтiрудi қарастырдық.
Канондық теңдеулердi әрi қарай түрлiше әдiстерiмен интегралдап, олардың
шешiмдерiн еркiн функциялар арқылы өрнектеуге болады. Мұндай жолмен
теңдеудiң шешiмiн табуды сипаттауыштар әдiсi деп, ал еркiн түрдегi функциялар
арқылы өрнектелген шешiмдi теңдеудiң жалпы шешiмi деп атайды.

1AUGUSTIN LOUIS CAUCHY (Огюстен Луи Коши), (1789–1857)–француз математигi.
Оның еңбектерi математиканың әртүрлi саласына қатысты. Атап айтқанда математикалық
анализ, комплекс айнымалы функциялар теориясы, жәй дифференциалдық және
математкалық физика теңдеулерi (бастапқы шартты шеттiк есептер), геометрия, сандар
теориясы, алгебра, астрономия, оптика және т.б. ғылым саласында маңызды зерттеулерi бар.
Ол сонымен қатар алғаш серпiмдiлiк теориясының математикалық негiзiн қалады.
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Мысал 3.1.1 Теңдеудiң жалпы шешiмiн табыңыз:

uxx − uyy + 2ux + 2uy = 0.

Шешуi. Теңдеудiң типiн анықтап канондық түрге келтiремiз.
∆ = 1 > 0 гиперболалық типтi теңдеу және сипаттауыш қисықтары:(

dy

dx

)
1,2

= ±1 ⇒ dy = ±dx ⇒ y = x+ c1, y = x+ c2.

Бұл сипаттауыштар арқылы

ξ = y − x, η = y + x

белгiлеулерiн енгiземiз. Теңдеудегi

ux = −uξ + uη,

uy = uξ + uη,

uxx = uξξ − 2uξη + uηη,

uyy = uξξ + 2uξη + uηη.

дербес туындыларын жаңа айнымалылар бойынша өрнектеп, оларды берiлген
теңдеуге қойып, ықшамдасақ, нәтижеде

uξη − uη = 0

канондық теңдеуiн аламыз. Бұған uη = v белгiлеу енгiзсек онда

vξ − v = 0

теңдеуiн аламыз. Егер η айнымалысын параметр ретiнде қарастырсақ, бұл
теңдеу бiрiншi реттi бiртектi сызықты жәй дифференциалдық теңдеу болады
және оның жалпы шешiмi

v = ϕ (η) eξ.

Мұндағы ϕ (η) функцияcы η айнымалыларынан тәуелдi еркiн функция. Демек,

uη = ϕ (η) eξ.

Мұны ξ айнымалысын параметр ретiнде қарастырып, η айнымалысы бойынша
интегралдасақ

u (ξ, η) = eξ
∫
ϕ (η) dη + ψ (ξ) = eξg (η) + ψ (ξ)

шешiмiн аламыз. Мұндағы g (η) ≡
∫
ϕ (η) dη, ψ (ξ) функциялары сәйкес

η, ξ айнымалыларынан тәуелдi еркiн функциялар. Бұған жоғарыдағы
белгiлеудi пайдаланып, x, y айнымалылары бойынша теңдеудiң жалпы шешiмiн
анықтаймыз:

u (x, y) = ey−xg (y + x) + ψ (y − x) .
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3.1.2 Жалпылама Коши есебi

Айталық Ω ∈ R2 облысында гиперболалық типтi

Lu ≡ a11
∂2u

∂x2
+ 2a12

∂2u

∂x∂y
+ a22

∂2u

∂y2
+ b1

∂u

∂x
+ b2

∂u

∂y
+ cu(x, y) = F (x, y) (3.1.1)

теңдеуi берiлсiн. Мұндағы a11, a12, a22, b1, b2, c коэффициенттерi x және
y айнымалылардан тәуелдi берiлген жатық функциялар және ∀(x, y) ∈ Ω үшiн
∆ = a2

12 − a11a22 > 0. Сонымен қатар Ω облысында жататын немесе оның ∂Ω
шекарасының бiр бөлiгi болатын әрi жанама бағыттауыштары (3.1.1) теңдеудiң
сипаттауыштарымен беттеспейтiн қандайда бiр Γ ∈ Ω жатық қисығы берiлсiн.
Осы Γ жатық қисығында ϕ(x, y) және ψ(x, y) функциялары және Г қисығының
жанама бағыттауыштары болмайтын l бағыттаушы берiлсiн.

Коши есебiнiң қойылымы: Ω облысында (3.1.1) теңдеудi, ал Γ қисығының
бойында

u(x, y)|Γ = ϕ(x, y),
∂u(x, y)

∂l

∣∣∣∣
Γ

= ψ(x, y), (x, y) ∈ Γ (3.1.2)

шарттарын қанағаттандыратын u(x, y) функциясын табу керек.

Теорема 3.1.1 Егер (3.1.1) теңдеудiң коэффициенттерi және ϕ(x, y), ψ(x, y),
F (x, y) функциялары жеткiлiктi жатық болса онда Γ қисығының ұштарынан
өтетiн (3.1.1)-теңдеуiнiң сипаттауыштарымен шектелген Ω облысында
(3.1.1)-(3.1.2) Коши есебiнiң шешiмi бар және жалғыз болады.

Мысал 3.1.2 Коши есебiнiң шешiмiн табыңыз

uxx − uyy + 2ux + 2uy = 0, u|y=0 = x, uy|y=0 = 0.

Шешуi. Берiлген теңдеудiң жалпы шешiмi (мысал 3.1.1 қараңыз)

u (x, y) = ey−xg (y + x) + ψ (y − x)

функциясы болады, мұндағы g және ψ функциялары бiр айнымалылы кез-
келген функциялар. Оларды анықтау үшiн есептiң шарттарын қолданамыз. y
айнымалы бойынша дербес туындысы

uy (x, y) = ey−x
(
g (y + x) + g′ (y + x)

)
+ ψ′ (y − x) .

Олай болса{
u (x, 0) = e−xg (x) + ψ (−x) = x,
uy (x, 0) = e−x (g (x) + g′ (x)) + ψ′ (−x) = 0.

Бiрiншi теңдеуден туынды алып, екiншiсiне мүшелеп қоссақ

2e−xg′ (x) = 1 ⇒ g (x) =
1

2
ex + c.
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Бiрiншi теңдеуден

ψ (−x) = x− e−xg (x) = x− 1

2
+ ce−x

немесе

ψ (x) = −x− 1

2
+ cex.

Бұларды жалпы шешiмге қойып берiлген Коши есебiнiң шешiмiн аламыз:

u (x, y) = ey−x
(

1

2
ey+x − c

)
− (y − x)− 1

2
+ cey−x = x− y +

1

2
e2y − 1

2
.

Жауабы: u (x, y) = x− y − 1

2
+

1

2
e2y.

3.1.3 Гурса есебi.

(3.1.1) теңдеу гиперболалық типтi теңдеу болғандықтан алдыңғы бөлiмдерде
көрсетiлгендей оны

Lu ≡ ∂2u

∂x∂y
+ a(x, y)

∂u

∂x
+ b(x, y)

∂u

∂y
+ cu(x, y) = f(x, y) (3.1.3)

түрге (канондық түрге) келтiруге болады. Бұл (3.1.3) теңдеудiң сипаттауыш
теңдеуi

dx · dy = 0

болғандықтан оның сипаттауыштары координат өстерiне параллель болатын x =
const, y = const түзулерi болады.

Гурса2 есебiнiң қойылымы. Ω облысында (3.1.3) теңдеудi, x = x0, y = y0

сипаттауыштарының бойында

u(x, y)|x=x0
= ψ(y), y0 ≤ y ≤ b,

u(x, y)|y=y0
= ϕ(x), x0 ≤ x ≤ a

(3.1.4)

шарттарын қанағаттандыратын u(x, y) ∈ C2 (Ω) ∩ C
(
Ω
)
функциясын анықтау

керек. Мұнда a(x, y), b(x, y), c(x, y) ∈ C(Ω) және Ω = [x0, a]× [y0, b].

Теорема 3.1.2 Егер (3.1.3) теңдеудiң коэффициенттерi және ϕ(x), ψ(y),
f(x, y) функциялары жеткiлiктi жатық және ϕ(x0) = ψ(y0) шарты орындалса
(3.1.3)-(3.1.4) Гурса есебiнiң шешiмi бар және жалғыз болады.

2EDOUARD GOURSAT (Эдуар Гурса), (1858–1936)–француз математигi. Оның нeгiзгi
жұмыстары дербес туындылы дифференциалдық теңдеулер (сипаттауыштарына байланысты
ДТДТ классификациясы) мен аналитикалық функциялар теориясы саласына қатысты.
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Мысал 3.1.3 Гурса есебiн шешiңiз:

2uxx − 2uyy + ux + uy = 0, y > |x| , u|y=x = 1, u|y=−x = (x+ 1)ex.

Шешуi. Теңдеудi канондық түрге келтiрейiк. Сипаттаушы теңдеуi

2 (dy)2 − 2 (dx)2 = 0

болғандықтан

dy = ±dx ⇒ y = x+ c1, y = x+ c2.

Олай болса ξ = y− x, η = y+ x белгiлеуiн енгiзiп, теңдеудi жаңа айнымалылар
бойынша жазсақ

uξη −
1

4
uξ = 0

теңдеуiн аламыз. Бұл теңдеудiң жалпы шешiмi

u (ξ, η) = e
1
4
ηϕ (ξ) + ψ (η) .

Демек, берiлген теңдеудiң жалпы шешiмi

u (x, y) = e
1
4

(y−x)ϕ (y + x) + ψ (y − x) . (3.1.5)

Бұған есептiң берiлген шарттарын қолданып, ϕ және ψ функцияларын
анықтаймыз{

u (x, x) = ϕ (2x) + ψ (0) = 1,

u (x,−x) = e−
1
2
xϕ (0) + ψ (−2x) = (x+ 1) ex.

Бiрiншi теңдеуден ϕ (2x) = 1− ψ (0) немесе

ϕ (x) = 1− ψ (0) (3.1.6)

және ϕ (0) = 1− ψ (0) . Екiншi теңдеуден

ψ (−2x) = (x+ 1) ex − e−
1
2
xϕ(0).

Бұған ϕ (0) = 1− ψ (0) теңдiгiн қолдансақ

ψ (−2x) = (x+ 1) ex − e−
1
2
x (1− ψ(0))

немесе

ψ (x) =
(

1− x

2

)
e−

x
2 − e

1
4
x (1− ψ(0)) (3.1.7)

теңдiгiн аламыз. Бұл (3.1.6) және (3.1.7) функцияларды (3.1.5) қойып Гурса
есебiнiң шешiмiн табамыз

u (x, y) = e
1
4

(y−x)ϕ (y + x) + ψ (y − x) =

e
y−x

4 (1− ψ(0)) +

(
1− y − x

2

)
e−

y−x
2 − e

y−x
4 (1− ψ(0)) = 1

2 (2 + x− y) e
x−y

2
.

.

Жауабы: u (x, y) =
1

2
(2 + x− y) e

x−y
2 .
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3.1.4 Жаттығулар.

Келесi теңдеулердiң жалпы шешiмiн анықтаңыз:

3.1.1 2uxx − 5uxy + 3uyy = 0.

3.1.2 uyy = a2uxx.

3.1.3 x2uxx − y2uyy = 0.

3.1.4 (x− y)uxy − ux + uy = 0 (нұсқау: v = (x− y)u белгiлеуiн енгiзiңiз).

3.1.5 uxy + xux − u+ cos y = 0 (нұсқау: v = uxx белгiлеуiн енгiзiңiз).

Коши есебiнiң шешiмiн табыңыз:

3.1.6 uxx + 2uxy − 3uyy = 0, −∞ < x, y <∞,
u|y=0 = 3x2, uy|y=0 = 0, |x| <∞.

3.1.7 uxx + 2uxy − 3uyy − 2 = 0, −∞ < x, y <∞,
u|y=0 = 0, uy|y=0 = x+ cosx, |x| <∞.

3.1.8 eyuxy − uyy + uy = 0, −∞ < x, y <∞,
u|y=0 = −1

2x
2, uy|y=0 = − sinx, |x| <∞.

3.1.9 uxx + 2(1 + 2x)uxy + 4x(1 + x)uyy + 2uy = 0,
u|x=0 = y, ux|x=0 = 2, |y| <∞.

3.1.10 uxy + ux = 0, u|y=x = sinx, ux|y=x = 1, |x| <∞.

3.1.11 Айталық (−1, 1) интервалында ϕ ∈ C2, ψ ∈ C1 функциялары берiлсiн.
Төмендегi

uxx − uyy = 0, u|y=0 = ϕ(x), uy|y=0 = ψ(x), |x| < 1

Коши есебiнiң K = {|x− y| < 1, |x+ y| < 1} квадратында бiрғана шешiмi бар
болатындығын және бұл квадрат шешiмнiң жалғыз болуының ең үлкен облысы
болатындығын дәлелдеңiз.

Гурса есебiн шешiңiз:

3.1.12 3x2uxx + 2xyuxy − y2uyy = 0, 1 < y < x, x > 1; u|y=x = 0, u|y=1 =
cos πx2 , x ≥ 1.

3.1.13 uxy = 0, x > 0, y > 0, u|y=0 = f(x), x ≥ 0, u|x=0 = g(y), y ≥ 0
мұндағы
f, g ∈ C2(x > 0) ∩ C(x ≥ 0), f(0) = g(0).
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3.1.14 Қандай b параметрiнiң мәнiнде

utt = a2uxx, 0 < t < bx, x > 0; u|t=0 = 0, u|t=bx = 0, x ≥ 0

есебi тек нөлдiк шешiмге ғана ие болады?

3.1.15 Егер f, g ∈ C2(x > 0) ∩C(x ≥ 0) берiлген функциялар және f(0) = g(0)
болса, онда

uxy = 0, 0 < y < ax, x > 0, y > 0; u|y=0 = f(x), x ≥ 0, u|y=ax = g(x), y ≥ 0

Гурса есебiнiң бiр ғана шешiмi бар екендiгiн және ол u = f(x) + g
(y
a

)
− f

(y
a

)
болатындығын дәлелдеңiз.

3.1.5 Жауаптары

3.1.1 u = ϕ(x+ y) + ψ(3x+ 2y).

3.1.2 u = ϕ(x+ ay) + ψ (x− ay) .

3.1.3 u = ϕ(xy) +
√
xyψ

( y
x

)
.

3.1.4 u = 1
x−y [ϕ(x) + ψ(y)] .

3.1.5 u = cos y + xϕ(y) + ϕ′(y) +

x∫
0

(x− s)e−ysψ(s)ds.

3.1.6 u = 3x2 + y2

3.1.7 u = xy + 3
2 sin 2y

3 cos
(
x+ y

3

)
.

3.1.8 u = −1
2x

2 + cos(x− 1 + ey)− cosx.

3.1.9 u = 2x+ y − x2.

3.1.10 u = sin y − 1 + ex−y.

3.1.11

3.1.12 u = y cos πx2y .

3.1.13 u = f(x) + g(y)− f(0).

3.1.14 b ≤ 1
a

3.1.15
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3.2 Толқын теңдеуi үшiн Коши есебi. Даламбер
формуласы. Дюамель қағидасы

Гиперболалық типтi теңдеулерге көбiнде толқындық процесстердi
сипаттайтын теңдеулер жатады. Мәселен, шектiң, мембрананың, газдар
мен электромагниттiк толқындардың және т.б. тербелiс есептерi келтiрiледi.
Бұл бөлiмшеде осындай есептердiң түпкi негiзi әрi қарапайымы болатын шек
тербелiсiнiң теңдеуi зерттелiнетiн болады.

3.2.1 Толқын теңдеуi үшiн Коши есебi

Бiртектi емес толқын теңдеуiн

Utt = a2∆U + f(x, t), (x, t) ∈ Qt ≡ {(x, t) : x ∈ Rn, t > 0} , (3.2.8)

және

U (x, 0) = ϕ (x) , Ut (x, 0) = ψ (x) , x ∈ Rn (3.2.9)

бастапқы шарттарды қанағаттандыратын u (x, t) ∈ C2,2
x,t (Qt)∩C0,1

x,t

(
Qt
)
шешiмiн

табу есебiн қарастырайық. Бұл (3.2.8)-(3.2.9) есебi толқын теңдеуi үшiн
Коши есебi деп, ал оның

u (x, t) ∈ C2,2
x,t (Qt) ∩ C0,1

x,t

(
Qt
)
, Qt ≡ Qt ∪ {t = 0}

шешiмi классикалық шешiм деп аталады. Мұндағы a-жылдамдық,
f(x, t), ϕ (x) , ψ (x) берiлген жатық функциялар, ал

∆U (x1, x2, ...xn, t) =
n∑
k=1

∂2U

∂x2
k

x (x1, x2, ...xn) кеңiстiктiк айнымалылары бойынша анықталған Лаплас
операторы .

Физикалық мағынасы. (3.2.8)-(3.2.9) есебi n = 1 жағдайда шексiз шектiң
тербелiсiн, n = 2 жағдайда жазық мембрананың, n = 3 болса газдың (дыбыстың)
таралуын сипаттайды.

(3.2.8)-(3.2.9) есеп сызықты болғандықтан, оның шешiмiн төмендегi екi есепке
жiктеу арқылы (редукция әдiсi деп аталады) iздеймiз, яғни шешiмдi

U (x, t) = u (x, t) + v (x, t) .

түрде iздеймiз.
Бiрiншiсi (u(x, t)) – бiртектi емес теңдеу үшiн бiртектi бастапқы

шарттармен берiлген Коши есебi :

utt = a2∆u, (x, t) ∈ Qt, (3.2.10)
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u (x, 0) = ϕ (x) , ut (x, 0) = ψ (x) , x ∈ Rn (3.2.11)

Бұл (3.2.10)-(3.2.11) есептiң шешiмi n = 1 өлшемдi жағдайда

u (x, t) =
ϕ (x+ at) + ϕ (x− at)

2
+

1

2a

x+at∫
x−at

ψ (ξ) dξ. (3.2.12)

Даламбер3 формуласымен (қорытып шығаруды келесi пунктен қараңыз);
n = 2 өлшемдi жағдайда

u (x, t) =
1

2aπ

∫
|ξ−x|<at

ψ (ξ) dξ√
(at)2 − |ξ − x|2

+
1

2aπ

∂

∂t

∫
|ξ−x|<at

ϕ (ξ) dξ√
(at)2 − |ξ − x|2

(3.2.13)

Пуассон4 формуласымен ;
n = 3 өлшемдi жағдайда

u (x, t) =
1

4πa2t

∫
|ξ−x|=at

ψ (ξ) dξ +
1

4πa2

∂

∂t

1

t

∫
|ξ−x|=at

ϕ (ξ) dξ

 (3.2.14)

Кирхгоф5 формуласымен анықталынады.
Бұлармен қатар (3.2.10)-(3.2.11) есебiнiң шешiмi көп өлшемдi (n ≥ 1)

жағдайда келесi қатар арқылы да анықталады:

u (x, t) =
∞∑
k=0

[
(at)2k

(2k)!
∆kϕ(x) +

1

a
· (at)2k+1

(2k + 1)!
∆kψ(x)

]
. (3.2.15)

Екiншiсi (v(x, t)) – бiртектi емес теңдеу үшiн нөлдiк бастапқы шарттарды
қанағаттандыратын Коши есебi :

vtt = a2∆v + f (x, t) , (x, t) ∈ Qt, (3.2.16)

v (x, 0) = 0, vt (x, 0) = 0, x ∈ Rn. (3.2.17)
3JEAN LE ROND D’ALEMBERT (Жан Лерон Даламбер), (1717-1783)–француз математигi

жәрi философы. Оның математикалық зерттеулерi жәй және дербес туындылы
дифференциалдық теңдеулерде (толын теңдеу), қатарлар теориясында маңызды орын алады.

42 SIMEON DENIS POISSON (Симон Денис Пуассон), (1781–1840) –француз математигi
әрi физигi. Оның нeгiзгi жұмыстары дербес туындылы дифференциалдық теңдеулер,
потенциялдар теориясы және ықтималдықтар теориясын зерттеуге арналған.

5GUSTAV ROBERT KIRCHHOFF (Густав Роберт Кирхгоф), (1824–1887)–XIX ғасырдағы
немiстiң әйгiлi физигi. Ол физикадан өзге математикалық физика саласының да өзектi
мәселелерiн шешкен ғалым.
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Бұл (3.2.16)-(3.2.17) есептi шешу үшiн Дюамель қағидасын [] қолданамыз,
яғни (3.2.16)-(3.2.17) есебiне сәйкес әуелi жолай есеп6 құрамыз

wtt = a2∆w, x ∈ Rn, t > τ, (3.2.18)

w (x, 0) = 0, wt (x, 0) = f (x, τ) , x ∈ Rn. (3.2.19)

Бұған t1 = t − τ алмастыруын енгiзсек жоғарыдағы (3.2.10)-(3.2.11)
есебiне келемiз және t1 үшiн (3.2.12)-(3.2.15) формулаларының бiреуiн қолданып
w (x, t, τ) шешiмiн анықтаймыз.

Егер бұл жолай есептiң шешiмi белгiлi болса, онда Дюамель7 қағидасы
бойынша (3.2.16)-(3.2.17) есебiнiң шешiмi

v(x, t) =

t∫
0

w(x, t, τ)dτ (3.2.20)

интегралы арқылы анықталынады.
Бұл (3.2.10)-(3.2.11) және (3.2.16)-(3.2.17) екi есептiң шешiмiнiң қосындысы

U (x, t) = u (x, t) + v (x, t)

жоғарыдағы жалпы түрде қойылған (3.2.8)-(3.2.9) Коши есебiнiң шешiмiн бередi.

Теорема 3.2.1 Егер

f(x, t) ∈ C1
(
Qt
)
, ϕ ∈ C2 (R) , ψ ∈ C1 (R) , n = 1;

f(x, t) ∈ C2
(
Qt
)
, ϕ ∈ C3 (Rn) , ψ ∈ C2 (Rn) , n = 2, 3

шарттары орындалса, онда (3.2.8)-(3.2.9) Коши есебiнiң шешiмi бар және
жалғыз болады.

3.2.2 Бiр өлшемдi бiртектi емес толқын теңдеуi үшiн Коши есебi.
Даламбер формуласы.

Жоғарыдағы (3.2.8)-(3.2.9) толқын теңдеуi үшiн Коши есебi n = 1 өлшемдi
жағдайда мына түрде жазылады:

Utt = a2Uxx + f(x, t), x ∈ R = (−∞,∞), t > 0, (3.2.21)

6Теңдеудiң оң жағындағы f(x, t) функциясын (t айнымалысын τ алмастырып) бастапқы
шартқа қоямыз.

74 JEAN–MARIE CONSTANT DUHAMEL (Жан-Мари Дюамель), (1797–1872)–француз
математигi.
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U (x, 0) = ϕ (x) , Ut (x, 0) = ψ (x) , x ∈ R. (3.2.22)

(3.2.21)-(3.2.22) есебi шексiз ұзын (ұштарындағы тербелiстi ескермеуге
болатындай) шектiң көлденең тербелiсiн сипаттайды.

Eсептiң шешiмiн

U (x, t) = u (x, t) + v (x, t)

түрде iздеймiз. Мұнда u (x, t) бiртектi теңдеу үшiн Коши есебiнiң шешiмi

utt = a2uxx(x, t), x ∈ R, t > 0, (3.2.23)

u (x, 0) = ϕ (x) , ut (x, 0) = ψ (x) , x ∈ R, (3.2.24)

aл v (x, t) – бiртектi емес теңдеу мен нөлдiк бастапқы шарттарды
қанағаттандыратын Коши есебiнiң шешiмi:

vtt = a2vxx + f (x, t) , x ∈ R, t > 0,
v (x, 0) = 0, vt (x, 0) = 0, x ∈ R. (3.2.25)

Ендi жоғарыда айтылғандай, (3.2.23)-(3.2.24) есебiнiң шешiмi (3.2.12)
Даламбер формуласымен анықталынатынын көрсетейiк.

(3.2.23) теңдеудiң сипаттауыш теңдеуi (17 беттегi 1.1.3 – бөлiмдi қараңыз)

(dx)2 − (adt)2 = 0

және оның x−at = C1, x+at = C2 екi сипаттауышы болады. Бұл сипаттауыштар
арқылы ξ = x− at, η = x+ at жаңа айнымалылар енгiзсек, онда (3.2.23) теңдеу

uξη = 0

канондық түрге келедi.
Мұны ξ және η бойынша интегралдасaқ

uη = g1(η), u = f(ξ) +

∫
g1(η)dη = f(ξ) + g(η) ⇒

u(ξ, η) = f(ξ) + g(η),

мұндағы f , g- функциялары сәйкес ξ, η айнымалыларынан ғана тәуелдi екi рет
дифференциалданатын кез-келген функциялар.

Демек, (3.2.23) теңдеудiң жалпы шешiмi

u(x, t) = f(x− at) + g(x+ at). (3.2.26)
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Әдетте бұл жалпы шешiмдi Даламбер шешiмi деп атайды.
Ендi (3.2.24) бастапқы шарттарды қолданып, бұл f , g- функцияларын

анықтаймыз:
u(x, 0) = f(x) + g(x) = ϕ(x),

ut(x, 0) = −af ′(x) + ag′(x) = ψ(x).
⇒


f(x) + g(x) = ϕ(x),

−f ′(x) + g′(x) = 1
a

x∫
x0

ψ(y)dy + C.

Соңғы жүйеден

f(x) =
1

2
ϕ(x)− 1

2a

x∫
x0

ψ(y)dy − C

2
, g(x) =

1

2
ϕ(x) +

1

2a

x∫
x0

ψ(y)dy +
C

2
.

Бұларды (3.2.26) қойсақ, нәтижеде

u(x, t) = f(x− at) + g(x+ at) =

1

2
ϕ(x− at)− 1

2a

x−at∫
x0

ψ(y)dy − C

2
+

1

2
ϕ(x+ at) +

1

2a

x+at∫
x0

ψ(y)dy +
C

2
=

1

2
ϕ(x− at) +

1

2
ϕ(x+ at) +

1

2a

x+at∫
x−at

ψ(y)dy.

(3.2.23)-(3.2.24) есебiнiң шешiмiн, яғни (3.2.12) Даламбер формуласын аламыз

u(x, t) =
1

2
[ϕ(x− at) + ϕ(x+ at)] +

1

2a

x+at∫
x−at

ψ(ξ)dξ. X

Ал, (3.2.25) есебiнiң шешiмi Дюамель қағидасы және Даламбер формуласы
бойынша

v (x, t) =
1

2a

t∫
0

dτ

x+a(t−τ)∫
x−a(t−τ)

f (ξ, τ) dξ. (3.2.27)

Демек, бұл екi есептi шешiмдерiн қосып нәтижеде бiртектi емес жалпы түрде
қойылған Коши есебiнiң шешiмiн аламыз

U (x, t) =
1

2
[ϕ (x+ at) + ϕ (x− at)]+ 1

2a

x+at∫
x−at

ψ (ξ) dξ+
1

2a

t∫
0

dτ

x+a(t−τ)∫
x−a(t−τ)

f (ξ, τ) dξ.

(3.2.28)
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Мысал 3.2.1 Толқын теңдеуi үшiн Коши есебiнiң шешiмiн табыңыз:
utt = 4uxx + xe−t, x ∈ R, t > 0,

u (x, 0) = sinx, ut (x, 0) = x, x ∈ R.
Шешуi. Eсептiң шешiмiн жоғарыда көрсетiлгендей

U (x, t) = u (x, t) + v (x, t)

түрде iздеймiз, мұндағы u (x, t):

utt = 4uxx, x ∈ R, t > 0;
u (x, 0) = sinx, ut (x, 0) = x, x ∈ R

бiртектi Коши есебiнiң шешiмi. Бұл есеп үшiн a = 2, ϕ(x) = sinx, ψ(x) = x
екендiгiн ескерiп, Даламбар формуласын қолданамыз

u (x, t) =
sin (x+ 2t) + sin (x− 2t)

2
+ 1

4

x+2t∫
x−2t

ξdξ = sinx cos 2t+
ξ2

8

∣∣∣∣x+2t

x+2t

=

sinx cos 2t+
1

8

(
(x+ 2t)2 − (x− 2t)2

)
= sinx cos 2t+ xt.

u (x, t) = sinx cos 2t+ xt.
Ал, v (x, t) келесi бертектi емес Коши есебiнiң шешiмi:

vtt = 4vxx + xe−t, x ∈ R, t > 0,
v (x, 0) = 0, vt (x, 0) = 0, x ∈ R.

Бұған сәйкес жолай есеп

wtt = 4wxx, x ∈ R, t > τ,
w (x, 0) = 0, wt (x, 0) = xe−τ , x ∈ R

түрде құрылады және оның шешiмi (3.2.27) формула бойынша

w (x, t, τ) =
1

4

x+2(t−τ)∫
x−2(t−τ)

ξe−τdξ =
1

8
e−τξ2

∣∣∣∣x+2(t−τ)

x−2(t−τ)

=

1

8
e−τ

(
(x+ 2(t− τ))2 − (x− 2(t− τ))2

)
= x(t− τ)e−τ .

Бұл табылған шешiмдi (3.2.20) формулаға қойып, v (x, t) шешiмдi анықтаймыз

v (x, t) =
1

4

t∫
0

x(t− τ)e−τdτ =

∣∣∣∣ u = t− τ, dv = e−τ

du = −dτ, v = −e−τ
∣∣∣∣ =

−x
4

(t− τ)e−τ
∣∣∣t
0
− x

4

t∫
0

e−τdτ =
x

4
t +

x

4
e−τ
∣∣∣t
0

=
x

4

(
t− 1 + e−t

)
.
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Демек, берiлген есептiң шешiмi

U (x, t) = u (x, t) + v (x, t) = sinx cos 2t+
5

4
xt+

x

4

(
e−t − 1

)
.

Жауабы: U (x, t) = sinx cos 2t+
5

4
xt+

x

4

(
e−t − 1

)
.

Мысал 3.2.2 Бiртектi емес толқын теңдеуi үшiн Коши есебiн шешiңiз
utt − uxx + 2ut + 4ux − 3u = e2x−tx sin t, x ∈ R, t > 0,

u (x, 0) = e2x sinx, ut (x, 0) = e2x(cosx− sinx), x ∈ R.

Шешуi. Теңдеудi алдымен u (x, t) = eαx+βtv(x, t) алмастыруын енгiзуi
арқылы оны (3.2.8) түрге келтiремiз, яғни α, β белгiсiз тұрақтыларын теңдеудiң
бiрiншi реттi туындылары болмайтындай таңдап аламыз.
Бұдан ux, ut, uxx, utt туындыларын есептеп теңдеуге қойсақ

eαx+βt
(
vtt − vxx + (2β + 2)vt + (4− 2α)vx + (β2 − α2 + 2β + 4α)v

)
= e2x−tx sin t

теңдiгiн аламыз. Бiрiншi реттi туындыларының алдындағы коэффиценттерiн
нөлге теңестiрiп, α, β тұрақтыларын табамыз:{

4− 2α = 0
2β + 2 = 0

⇒ α = 2, β = −1.

Демек, теңдеуге u (x, t) = e2x+tv(x, t) алмастыруын енгiземiз.
Мұны берiлген есепке қойсақ, нәтижеде v(x, t) функциясына қатысты

vtt − vxx = x sin t, |x| <∞, t > 0,

v (x, 0) = sinx, vt (x, 0) = cosx, x ∈ R

Коши есебiн аламыз. Бұл есептiң шешiмi (3.2.28) бойынша

v (x, t) =
1

2
(sin (x+ t) + sin (x− t)) +

1

2

x+t∫
x−t

cos ξdξ +
1

2

t∫
0

x+(t−τ)∫
x−(t−τ)

ξ sin τdξdτ =

= sinx cos t+ sin t cosx+ xt− x sin t = sin(x+ t) + xt− x sin t.

Жоғарыдағы енгiзiген ауыстыру бойынша бастапқы есептiң шешiмi

u (x, t) = e2x+t [sin(x+ t) + xt− x sin t] .

Мысал 3.2.3 Толқын теңдеуi үшiн Коши есебiн шешiңiз:

utt − 4∆u(x, y, z, t) = 0, (x, y, z) ∈ R3, t > 0;

u (x, y, z, 0) =
1

y
, ut (x, y, z, 0) = x2 + y2 + z2 + 2, (x, y, z) ∈ R3.
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Шешуi. Мұнда есеп үш өлшемдi болғандықтан Кирхгоф формуласын
қолдану, ондағы интегралдарды есептеу қиынға түседi. Сондықтан (3.2.15)
формуланы қолдану жеңiл болады (a = 2)

u (x, y, z, t) =
∞∑
k=0

(2t)2k

(2k)!
∆k

(
1

y

)
+

1

2

∞∑
k=0

(2t)2k+1

(2k + 1)!
∆k
(
x2 + y2 + z2 + 2

)
.

Әуелi ∆k, k = 1, 2, ... – Лапласиандарды жеке-жеке есептейiк

k = 0 : ∆0

(
1

y

)
=

1

y
;

∆0
(
x2 + y2 + z2 + 2

)
= x2 + y2 + z2 + 2;

k = 1 : ∆1

(
1

y

)
=

∂2

∂y2

(
1

y

)
=

2!

y3
;

∆1
(
x2 + y2 + z2 + 2

)
= 2 + 2 + 2 = 6;

k = 2 : ∆2

(
1

y

)
= ∆

(
∆

(
1

y

))
=

4!

y5
;

∆2
(
x2 + y2 + z2 + 2

)
= ∆(6) = 0;

.... .... ....;

k = n : ∆n

(
1

y

)
= ∆

(
∆n−1

(
1

y

))
=

(2n)!

y2n+1
;

∆n
(
x2 + y2 + z2 + 2

)
= 0.

Бұларды орнына қойсақ:

u (x, y, z, t) =
1

y
+

(2t)2

(2)!

2!

y3
+ ...+

(2t)2n

(2n)!

(2n)!

y2n+1
+ ...+

1

2

[
2t

1!

(
x2 + y2 + z2 + 2

)
+

(2t)3

3!
· 6

]
=

1

y

[
1 +

(
2t

y

)2

+

(
2t

y

)4

+ ...+

(
2t

y

)2n

+ ...

]
+t
(
x2 + y2 + z2 + 2

)
+ 4t3 =

1

y

 1

1−
(

2t
y

)2

+ t
(
x2 + y2 + z2 + 2

)
+ 4t3 =

y

y2 − 4t2
+ t
(
x2 + y2 + z2 + 2

)
+ 4t3.

Мұндағы шексiз қосындылар
1

1− x
функциясының қатарға жiктелуi

болғандықтан, ол 2t < y болғанда жинақты болады.
Жауабы: u (x, y, z, t) =

y

y2 − 4t2
+ t
(
x2 + y2 + z2 + 2

)
+ 4t3.
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Ескерту 3.2.1 Кейбiр бiртектi емес есептердi есептiң берiлгендерiнiң түрiне
байланысты, кейде айнымалыларға жiктеу әдiсiнiң жетiлдiруi болып келетiн
– дербес шешiмдер әдiсi арқылы да шешуге болады.

Мысал 3.2.4 Толқын теңдеуi үшiн Коши есебiн шешiңiз:

utt −∆u(x, y, z, t) = 6(x2y − xy2 + z2(x− y))t, (x, y, z) ∈ R3, t > 0;

u (x, y, z, 0) = 0, ut (x, y, z, 0) = sinx cos(y + 3z), (x, y, z) ∈ R3.

Шешуi. Шешiмдi u (x, t) = U (x, t) +V (x, t) түрде iздеймiз, мұндағы U (x, t)

Utt −∆U(x, y, z, t) = 6(x2y − xy2 + z2(x− y))t, (x, y, z) ∈ R3, t > 0;

U (x, y, z, 0) = 0, Ut (x, y, z, 0) = 0, (x, y, z) ∈ R3
(3.2.29)

есебiнiң, ал V (x, t)

Vtt −∆V (x, y, z, t) = 0, (x, y, z) ∈ R3, t > 0;

V (x, y, z, 0) = 0, Vt (x, y, z, 0) = sinx cos(y + 3z), (x, y, z) ∈ R3
(3.2.30)

есебiнiң шешiмi. (3.2.29) есепке Дьюамель қағидасын қолданып, (3.2.15) қатары
арқылы шешсек:

U (x, t) =

t∫
0

∞∑
k=0

(t− τ)2k+1

(2k + 1)!
∆k
[
6(x2y − xy2 + z2(x− y))τ

]
dτ =

t∫
0

6(x2y − xy2 + z2(x− y))(t− τ)τdτ = (x2y − xy2 + z2(x− y))t3.

(3.2.30) есептiң бастапқы берiлгендерi арнайы түрде болғандықтан,
айнымалыларға жiктеп iздеу әдiсiн қолданамыз, яғни шешiмдi

V (x, t) = T (t)X(x)G(y, z) 6= 0

түрде iздеймiз. Мұны екiншi бастапқы шартқа қойсақ

Vt (x, y, z, 0) = T ′(0)X(x)G(y, z) = sinx cos(y + 3z)

Бұдан T ′(0) = 1, X(x) = sinx, G(y, z) = cos(y + 3z). Сондықтан шешiм

V (x, y, z, t) = T (t) sinx cos(y + 3z)

түрде болады. Мұны (3.2.30) есепке қойып, T (t) функциясы үшiн

T ′′(t)− 11T (t) = 0, T (0) = 0, T ′(0) = 1
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есебiн аламыз және оның шешiмi

T (t) =
1√
11

sin
√

11t.

Демек,

V (x, y, z, t) =
1√
11

sin
√

11t sinx cos(y + 3z).

Бұл (3.2.29) және (3.2.30) есептердiң шешiмдерiн қосып, бастапқы есептiң
шешiмiн аламыз

u (x, y, z, t) = (x2y − xy2 + z2(x− y))t3 +
1√
11

sin
√

11t sinx cos(y + 3z).

3.2.3 Шешiмнiң физикалық интерпретациясы.
Шешiмнiң тәуелдiлiк облысы

1. Шешiмнiң физикалық интерпретациясы (Толқынның таралуы).
Толқын теңдеуi үшiн Коши есебi берiлсiн:

utt = a2uxx(x, t), x ∈ R = (−∞,∞) , t > 0, (3.2.31)

u (x, 0) = ϕ (x) , ut (x, 0) = ψ (x) , x ∈ R. (3.2.32)

Жоғарыда айтылғандай, (3.2.31)-(3.2.32) есебiнiң шешiмi (Даламбер
формуласы)

u(x, t) = f(x− at) + g(x+ at) (3.2.33)

түрде болады, мұндағы f(x−at) =
1

2
ϕ(x−at)+Ψ(x−at), g(x+

at) =
1

2
ϕ(x+ at)−Ψ(x+ at) және Ψ(x) = 1

2a

x∫
x0

ψ(y)dy.

Ендi (3.2.33) шешiмге физикалық интерпретация берейiк. Ол үшiн алдымен

u(x, t) = f(x− at)

функциясын қарастырайық. Бұл функцияның графигi f(x) функциясының
графигiнiң бастапқы формасының өзгерiссiз Ox өсiнiң бойымен оңға қарай at
шамаға жылжуын бередi. Бұлар қума толқындар деп аталады. Дәл сол сияқты,

u(x, t) = g(x+ at)
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функцияcы g(x) функциясының профилiнiң өзгерiссiз солға қарай at шамаға
жылжуын бередi. Мұндай толқындар керi толқындар деп аталады.
Демек, (3.2.33) шешiмi a жылдамдықпен солға және оңға қарай таралатын
толқындардың суперпозициясы екен.

Мәселен, (3.2.31)-(3.2.32) есебi үшiн ϕ(x) =


0, x < −π

2
2 cosx, −π

2 ≤ x ≤
π
2

0, π
2 < x

,

ψ(x) ≡ 0, a = 2 болсын.

x

u

ϕ(x) , ψ(x) ≡ 0,

π
2−π

2

2

ϕ− бастапқы профиль (cурет 3.2.3-1)

Онда f(x − at) = 1
2ϕ(x − at) және g(x + at) = 1

2ϕ(x + at) функцияларының
графиктерi сәйкес ϕ(x) функциясының графигiн өзгерiссiз солға және оңға
қарай at шамаға жылжыту арқылы алынады:

x

u

ϕ(x)
ϕ(x− at)

1
2ϕ(x− at)

at1
ϕ− профилiнiң өзгерiссiз оңға at1 шамаға жылжуы (сурет 3.2.3-2)

x

u

ϕ(x)
ϕ(x− at)

1
2ϕ(x− at)

−at1
ϕ− профилiнiң өзгерiссiз солға at1 шамаға жылжуы (сурет 3.2.3-3)

Ал u(x, t) = f(x−at)+g(x+at) шешiмi бұл функциялардың қосындысы болады.
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x

u

u(x, t)

−at1 at1
u(x, t)− шешiмнiң t1 уақыттағы мәнi (сурет 3.2.3-4).

Бұл мысалдың Maple11 пакетiнде жазылған бағдарлама коды:

> restart: with(plottools): with(plots):
> u:=(x,t)->(f(x-c*t)+f(x+a*t))/2+int(1/(2*a)*g(v),v=x-a*t..x+a*t);
> a:=2: nch:=3: T:=3: ntsteps:=25:
> shift:=transform((x,y)->[x,y,-0.1]):
> oddext0:=proc(expr,var)

unapply(signum(var)*unapply(expr,var)(abs(var)),var);
end proc:

> evenext0:=proc(expr,var)
unapply(unapply(expr,var)(abs(var)),var);

end proc:
> pext:=proc(expr,var,L)

unapply(unapply(expr,var)(var - floor((var+L)/(2*L))*2*L),var)
end proc:
oddext:=proc(expr,var,L)

local x;
x:=var - floor((var+L)/(2*L))*2*L;
unapply(signum(x)*unapply(expr,var)(abs(x)),var)

end proc:
evenext:=proc(expr,var,L)

local x;
x:=var - floor((var+L)/(2*L))*2*L;

unapply(unapply(expr,var)(abs(x)),var)
end proc:

> f:=x->piecewise(x<-0.5*Pi,0, x<0, 2*cos(x), x<0.5*Pi, 2*cos(x),0): g:=x->0:
plot([f(x),g(x)], x=-3..5,color=[red,green],thickness=2,
scaling=constrained,title="Бастапкы шарттар",legend=["f(x)","g(x)"]);

u(x, t) функциясының графигiнiң уақыт бойынша қозғалуы:
> display([seq(plot(u(x,t/ntsteps),x=-3..5,color=red,thickness=2),

t=0..T*ntsteps)],scaling=constrained,insequence=true,title="Pick");
u(x, t), f(x− at), g(x+ at) функция графиктерiнiң уақыт бойынша қозғалуы:
> display([seq(plot([u(x,t/ntsteps),1/2*f(x-a*t/ntsteps),1/2*f(x+a*t/ntsteps)],

x=-4..4, color=[black,brown,blue],thickness=2),
t=0..T*ntsteps)],scaling=constrained,insequence=true);
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u(x, t) функциясының 3D графигiн кеңiстiкте салу:
> charr:=display([seq(plot([a*t+1/nch*x,t,t=0..T],color=red,thickness=1),

x=-3.5*nch..3.5*nch)]):
charl:=display([seq(plot([-a*t+1/nch*x,t,t=0..T],color=black,thickness=1),
x=-3.5*nch..3.5*nch)]):

> display([plot3d(u(x,t),x=-3.5..3.5,t=0..T,axes=boxed,scaling=constrained,
numpoints=2000, style=patchnogrid,shading=zhue),
shift(charr),shift(charl)],orientation=[-90,0],view=[-3.5..3.5,0..T,-0.1..2.5]);

u(x, t), f(x − at), g(x + at) функцияларының графигiнiң уақыт бойынша
қозғалуы:

u(x, t)–функциясының 3D графигi:
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2. Шешiмнiң тәуелдiлiк облысы. Ендi, (3.2.31)-(3.2.32) есептiң
шешiмiнiң P (x0, t0) нүктедегi мәнiн есептеу үшiн нелердi бiлу жеткiлiктi? –
деген сұраққа жауап iздейiк. Ол үшiн P (x0, t0) нүктесiнен (3.2.31) теңдеудiң
x−at = x0−at0 және x+at = x0−at0 сипаттауыштарын жүргiзейiк (сурет 3.2.3 -
7).

Даламбер формуласы бойынша (x0, t0) нүктесiндегi шешiмнiң мәнi

u(x0, t0) =
1

2
[ϕ(x0 − at0) + ϕ(x0 + at0)] +

1

2a

x0+at0∫
x0−at0

ψ(ξ)dξ.

Бұл формуладан, u(x, t) шешiмнiң (x0, t0) нүктесiндегi мәнiн есептеу үшiн ϕ –
бастапқы ауытқудың A = x0− at0 және B = x0 + at0 нүктелерiндегi мәндерi мен
ψ– бастапқы жылдамдықтың (x0−at0, x0+at0) аралығындағы мәндерiн ғана бiлу
жеткiлiктi екендiгiн көремiз. Басқаша айтқанда, u(x0, t0) мәнi ϕ, ψ бастапқы
берiлгендердiң (x0−at0, x0 +at0) аралығындағы мәндерiнен ғана тәуелдi болады.
ϕ, ψ функцияларын (x0 − at0, x0 + at0) аралығының сыртында өзгерткенмен
u(x0, t0) мәнi өзгермейдi. Сондықтан (x0 − at0, x0 + at0) аралығы шешiмнiң
тәуелдiлiк аралығы деп, ал сипаттауыштармен шектелген ∆APB үшбұрышы
тәуелдiлiк облысы , кейде сипаттауыштар үшбұрышы деп аталады.

x

t

x0 − at0
A

x0 + at0

B

шешiмнiң
тәуелдiлiк облысы

P (x0, t0)

шешiмнiң тәуелдiлiк облысы (сурет 3.2.3-7)

3.2.4 Жаттығулар

Жоғарыдағы әдiстердi қолданып, келесi есептердi шешiңiздер:
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3.2.1 utt = 25uxx + xt, x ∈ R, t ∈ (0,+∞) , u (x, 0) = 0, ut (x, 0) = 0, x ∈ R.

3.2.2 utt = uxx + 6, x ∈ R, t > 0; u (x, 0) = x2, ut (x, 0) = 4x, x ∈ R.

3.2.3 utt = uxx + 2x2, x ∈ R, t > 0; u (x, 0) = e−x, ut (x, 0) = 2, x ∈ R.

3.2.4 utt = uxx + g (x) f (t) , x ∈ R, t > 0; u (x, 0) = 0, ut (x, 0) = 0, x ∈ R,
мұндағы g(x), f(t) берiлген функциялар және g(2m) (x) ≡ 0.

3.2.5 utt = a2∆u(x, y, t), (x, y) ∈ R2, t > 0;
u (x, y, 0) = ex cos y, ut (x, y, 0) = x2y2, (x, y) ∈ R2.

3.2.6 utt = ∆u(x, y, z, t), (x, y, z) ∈ R3, t > 0;
u (x, y, z, 0) = e−x, ut (x, y, z, 0) = e−x, (x, y, z) ∈ R3.

3.2.7 utt = ∆u(x, y, z, t) + ax+ bt, (x, y, z) ∈ R3, t > 0, a, b = const;
u (x, y, z, 0) = xyz, ut (x, y, z, 0) = xy + z, (x, y, z) ∈ R3.

3.2.8 utt = 4∆u(x, y, t) + (x2 + y2)t, (x, y) ∈ R2, t > 0;
u (x, y, 0) = e−y sinx, ut (x, y, 0) = 0, (x, y) ∈ R2.

3.2.9 Төмендегi функциялар толқынның таралуы бола ма? болса оның
жылдамдығын анықтаңыз:

1. u(x, y, z, t) = x2 + y2 + z2 + 9t2;

2. u(x, y, z, t) = x2 + y2 + z2 − 4t.

3.2.10 Толқынның анықталу облысын анықтаңыздар, егер:

1. шек теңдеуi үшiн Коши есебiнiң бастапқы шарттары a ≤ x ≤ b кесiндiде
берiлсе және толқынның жылдамдығы a = 2 болса;

2. мембрана теңдеуi үшiн Коши есебiнiң бастапқы шарттары 4 ≤ x2 + y2 < 9
сақинада берiлсе және жылдамдығы a = 3 болса;

3.2.11 Қандай k = const тұрақтынның мәнiнде u(x1, x2, ..., xn, t) =

1

(|x|2 − t2)k
, |x|2 =

n∑
i=1

x2
i түрдегi функция utt − 4u(x1, x2, ..., xn, t) = 0

теңдеуiнiң шешiмi болады?

3.2.12 Берiлген m1,m2, ...mn+1 тұрақтыларының арасында қандай байланыс
орындалғанда

u(x1, x2, ..., xn, t) = Φ (m1x1 +m2x2 + ...mnxn +mn+1t)

функцияcы utt −4u(x1, x2, ..., xn, t) = 0 теңдеуiнiң шешiмi болады?
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3.2.13 Жазық толқын u(x1, x2, x3, t) = Φ (m1x1 +m2x2 +m3x3 +mt) болса,
толқынның таралу жылдамдығын анықтаңыз.

3.2.14 Коши есебiн шешiңiз:

utt = ∆u(x, y, z, t), (x, y, z) ∈ R3, t > 0;

u (x, y, z, 0) = ϕ (x, y, z) , ut (x, y, z, 0) = ψ (x, y, z) , (x, y, z) ∈ R3,

мұндағы ϕ,ψ кез келген гармоникалық функциялар, яғни ∆ϕ = ∆ψ = 0.

3.2.15 Коши есебiн шешiңiз:

utt = ∆u(x, y, z, t) + f (x, y, z) , (x, y, z) ∈ R3, t > 0;

u (x, y, z, 0) = ϕ (x, y, z) , ut (x, y, z, 0) = ψ (x, y, z) , (x, y, z) ∈ R3,

мұндағы ϕ,ψ кез келген гармоникалық функциялар, яғни ∆ϕ = ∆ψ = 0.

3.2.16 Егер u(x, t) функциясы

utt = a2∆u, x ∈ Rn, t > 0; u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = 0, x ∈ Rn

Коши есебiнiң шешiмi болса, онда v(x, t) =

t∫
0

u(x, τ)dτ функциясы

vtt = a2∆v, x ∈ Rn, t > 0; v(x, 0) = 0, vt(x, 0) = ϕ(x)

есебiнiң шешiмi болатынын көрсетiңiз.

3.2.17 Егер u(x, t0, t) функциясы әрбiр бекiтiлген t0 ≥ 0 үшiн

utt = a2∆u, x ∈ Rn, t > 0; u
∣∣
t=t0

= 0, ut
∣∣
t=t0

= f(x, t0), x ∈ Rn

Коши есебiнiң шешiмi болса, онда v(x, t0, t) =

t∫
t0

u(x, τ, t)dτ функциясы

vtt = a2∆v + f(x, t), x ∈ Rn, t > 0; v
∣∣
t=t0

= 0, vt
∣∣
t=t0

= 0, x ∈ Rn

есебiнiң шешiмi болатынын көрсетiңiз.

3.2.18 Егер ϕ(x) =


0, x < −1,
x+ 1, −1 ≤ x ≤ 0,
1− x, 0 ≤ x ≤ 1,
0, x > 1

және ψ(x) = 0 болса, шешiмнiң

әр түрлi уақыттағы графигiн салыңыз (Maple, Mathcad т.б. бағдарламалар
көмегiмен)
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3.2.19 Егер x

u

, ψ(x) ≡ 0ϕ(x) =

−1

1

1 болса, шешiмнiң әр түрлi
уақыттағы графигiн салыңыз (Maple, Mathcad т.б. бағдарламалар көмегiмен)

3.2.20 Егер

x

u

ϕ(x) ≡ 0, ψ(x) =

−1

1

1−2 2 болса, шешiмнiң әр түрлi
уақыттағы графигiн салыңыз (Maple, Mathcad т.б. бағдарламалар көмегiмен)

3.2.5 Жауаптары

3.2.1 u (x, t) =
xt3

6
.

3.2.2 u (x, t) = (x+ 2t)2 .

3.2.3 u (x, t) = 2t+ x2t2 + 1
6 t

4 + e−xcht.

3.2.4 u (x, t) =

m−1∑
k=0

1

(2k + 1)!
g(2k) (x)

t∫
0

(t− τ)2k+1 f (τ) dτ.

3.2.5 u(x, y, t) = ex cos y + ax2y2t+ (at)3

3 (x2 + y2) + (at)5

15 .

3.2.6 u = ex cosh t+ e−x sinh t.

3.2.7 u = xyz + (xy + z)t+ 1
2axt

2 + 1
6bt

3.

3.2.8 u(x, y, t) = e−y sinx+ t3

3 (x2 + y2) + 4t5

15 .

3.2.9 1. толқын таралуы болады, a =
√

3; 2. толқын таралуы емес.

3.2.10 1. {x− 2t = a, x+ 2t = b, x+ 2t = a, x− 2t = b}-параллеллограмы;
2.

{
x− 10

3 t = 2, x+ 10
3 t = 2, x− 10

3 t = 3, x+ 10
3 t = 3

}
-шаршы t өсiн айналған

дене-тор.

3.2.11 k = n−2
2 .

3.2.12
n∑
k=1

m2
k = m2

n+1.
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3.2.13
|m|√

m2
1 +m2

2 +m2
3

.

3.2.14 u (x, y, z, t) = ϕ (x, y, z) + tψ (x, y, z) .

3.2.15 u (x, y, z, t) = ϕ (x, y, z) + tψ (x, y, z) +
t2

2
f (x, y, z) .
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3.3 Параболалық типтi теңдеулер үшiн Коши есебi

Параболалық типтi теңдеулердiң ең қарапайымы – жылу өткiзгiш теңдеуi.
Жылу өткiзгiш теңдеуi жылудың және диффузияның таралу процесстерiн
зерттеуде туындайды. Бұл бөлiмде осы жылуөткiзгiш теңдеуi үшiн әртүрлi
қойылымдардағы Коши есебiнiң шешiлу мәселелерi қарастырылады.

3.3.1 Жылу өткiзгiш теңдеуi үшiн Коши есебi

1) Бiртектi теңдеу үшiн Коши есебi.
Есептiң қойылымы. Q = {(x, t) : x = (x1, x2, ...xn) ∈ Rn, t > 0} облысында

ut (x, t) = a2∆u (x, t) , (x, t) ∈ Q (3.3.34)

жылуөткiзгiш теңдеуiн және

u (x, 0) = ϕ (x) , x ∈ Rn (3.3.35)

бастапқы шартын қанағаттандыратын u (x, t) ∈ C2,1
x,t (Q)

⋂
C
(
Q̄
)
функциясын

анықтау есебi жылуөткiзгiш теңдеуi үшiн Коши есебi деп аталады. Мұндағы
ϕ (x) белгiлi функция, ∆-Лаплас операторы.

Бұл есептiң шешiмi Пуассон формуласы деп аталатын

u (x, t) =
1(

2a
√
πt
)n ∫

Rn

ϕ (ξ) e−
|x−ξ|2

4a2t dξ (3.3.36)

формуламен анықталады, мұндағы |x− ξ|2 =
n∑
k=1

(xk − ξk)2 және

G (x, ξ, t) =
1(

2a
√
πt
)n e− |x−ξ|24a2t

жылу өткiзгiштiк теңдеудiң iргелi шешiмi немесе жылу көзi деп аталады.
2) Бiртектi емес теңдеу үшiн Коши есебi. Айталық жылу сыртқы

белгiлi бiр f (x, t) күштiң әсерiнен таралсын, яғни келесi бiртектi емес
жылуөткiзгiш теңдеуi үшiн Коши есебiн қарастырайық:

ut (x, t) = a2∆u (x, t) + f(x, t), (x, t) ∈ Q, (3.3.37)

u (x, 0) = ϕ (x) , x ∈ Rn. (3.3.38)

Бiртектi емес жылуөткiзгiш теңдеуi үшiн Коши есебiн шешу алдыңғы
бөлiмдегi қарастырылған бiртектi емес толқын теңдеуi үшiн Коши есебiн шешу
жолымен бiрдей (46 беттегi 3.2.1 –бөлiмдi қараңыз). Сондықтан ондағы
айтылғандарды қайталамауды жөн көрдiк.
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Сонымен, (3.3.37)-(3.3.38) есебiне Дюамель қағидасын қолдансақ, нәтижеде

u (x, t) =
1(

2a
√
πt
)n ∫

Rn

ϕ (ξ) e−
|x−ξ|2

4a2t dξ +

t∫
0

∫
Rn

f (ξ, τ)(
2a
√
π (t− τ)

)n e− |x−ξ|2

4a2(t−τ)dξdτ

(3.3.39)

шешiмiн анықтаймыз.
Бiр өлшемдi (n = 1) жағдайда (3.3.36) және (3.3.39) формулалары сәйкес

u (x, t) =
1

2a
√
π t

∞∫
−∞

ϕ (ξ) e−
(x−ξ)2

4a2t dξ, (3.3.40)

u (x, t) =
1

2a
√
π t

∞∫
−∞

ϕ (ξ) e−
(x−ξ)2

4a2t dξ+

t∫
0

∞∫
−∞

f (ξ, τ)

2a
√
π (t− τ)

e
− (x−ξ)2

4a2(t−τ)dξdτ (3.3.41)

түрде өрнектеледi.

Мысал 3.3.1 Коши есебiн шешiңiз.{
ut = 4uxx, −∞ < x <∞, 0 < t <∞,
u(0, x) = e−4x2−3x, −∞ < x <∞.

Шешуi. Мұнда n = 1, a = 2 және ϕ(x) = e−4x2−3x болғандықтан, (3.3.40)-
Пуассон формуласы бойынша

u (x, t) =
1

4
√
π t

∞∫
−∞

e−4ξ2−3ξe−
(x−ξ)2

16t dξ.

Бұған
ξ − x
4
√
t

= y,
dξ

4
√
t

= dy, ξ = 4
√
ty + x

ауыстыруын енгiзсек,

u (t, x) =
1√
π

∞∫
−∞

e−4(4
√
ty+x)2−3(4

√
ty+x)e−y

2
dy =

1√
π

∞∫
−∞

e−4(16ty2+8
√
tyx+x2)−12

√
ty−3xe−y

2
dy =

1√
π
e−4x2−3x

∞∫
−∞

e−64ty2−32
√
tyx−12

√
ty−y2

dy =

1√
π
e−4x2−3x

∞∫
−∞

e−y
2(64t+1)−y(32

√
tx+12

√
t)dy.
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Мұнда дәрежесiн төмендегiше түрлендiрiп

−y2(64t+ 1)− y(32
√
tx+ 12

√
t) = −(64t+ 1)

(
y2 + 2y

16
√
tx+ 6

√
t

64t+ 1

)
=

−(64t+ 1)

(
y +

16
√
tx+ 6

√
t

64t+ 1

)2

+

(
16
√
tx+ 6

√
t
)2

64t+ 1

және Эйлера-Пуассон интегралын8 қолдансақ, нәтижеде

u(t, x) =
e−4x2−3x+

(16x+6)2t
64t+1

√
π

∞∫
−∞

e
−(64t+1)

(
y+ 16

√
tx+6

√
t

64t+1

)2

dy =

1√
64t+1

e−4x2−3x+
4t(8x+3)2t

64t+1

шешiмдi аламыз.
3) Қатар арқылы шешу. Көп жағдайларда (3.3.34)-(3.3.35) есебiнiң

шешiмiн (3.3.36) немесе (3.3.40) формулалары бойынша интегралды есептеу
арқылы анықтау қиындық тудырады. Мұндай кездерде (3.3.34)-(3.3.35) есебiнiң
шешiмiн келесi қатар арқылы анықтау ыңғайлы болады

u (x, t) =
∞∑
k=0

a2ktk

k!
∆kϕ (x) . (3.3.42)

Мысал 3.3.2 Коши есебiн шешiңiз:

ut = uxx + uyy, (x, y) ∈ R2, t > 0,
u (x, y, 0) = 1− x2 − y2, (x, y) ∈ R2.

Шешуi. (3.3.42) формула бойынша:

u (x, y, t) =
∞∑
k=0

2ktk

k!
∆k
(
1− x2 − y2

)
=∣∣∆ (1− x2 − y2

)
= −4, ∆2

(
1− x2 − y2

)
= 0, . . .

∣∣ =

1− x2 − y2 +
t

1!
(−4) = 1− x2 − y2 − 4t.

Мысал 3.3.3 Бiртектi емес теңдеу үшiн Коши есебiн шешiңiз:

ut = 2uxx + xt, x ∈ R, t > 0,
u(x, 0) = x2 + cos 2x, x ∈ R.

8 Эйлера-Пуассон интегралы
∞∫
−∞

e−ax
2

dx =

√
π

a
( a > 0).
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Шешуi. Шешiмдi u = v + ϑ түрiнде iздеймiз, мұндағы v (x, t) функциясы

vt = 2vxx x ∈ R, t > 0,
v(x, 0) = x2 + cos 2x, x ∈ R (3.3.43)

есептiң шешiмi, ал w (x, t) функциясы

ϑt = 2ϑxx + xt, x ∈ R, t > 0,
ϑ(x, 0) = 0, x ∈ R (3.3.44)

есептiң шешiмi.
(3.3.43) есептiң шешiмi (3.3.42) бойынша:

u (x, t) =

∞∑
k=0

2ktk

k!
∆k
(
x2 + cos 2x

)
=∣∣∣∣∣∣∣∣

∆
(
x2 + cos 2x

)
= 2− 22 cos 2x,

∆2
(
x2 + cos 2x

)
= ∆

(
2− 22 cos 2x

)
= −24 cos 2x,

. . . . . . . . .
∆k
(
x2 + cos 2x

)
= (−1)k22k cos 2x, . . .

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

x2 + cos 2x+
2t

1!

(
2− 22 cos 2x

)
+ ...+

2ktk

k!
(−1)k

(
22k cos 2x

)
+ . . . =

x2 + 4t+

[
1− 23t

1!
+

(
2 · 22t

)
2

2!
+

(
2 · 22t

)
3

3!
+ ...+

(
−2 · 22t

)k
k!

+ ...

]
cos 2x =

x2 + 4t+ e−8t cos 2x.

Ал (3.3.44) есептi Дюамель қағидасын пайдаланып шешемiз, яғни алдымен

ωt = 2ωxx, x ∈ R, t ≥ τ,
ω(x, 0) = xτ, x ∈ R.

түрдегi жолай есеп құрамыз. Бұл есептiң шешiмi t > τ үшiн (3.3.42) бойынша

ω (x, t, τ) =
∞∑
k=0

2k (t− τ)k

k!
∆k (xτ) = xτ.

Ал, ϑ(x, t) =

t∫
0

xτdτ =
xt2

2
. Демек, берiлген есептiң шешiмi

u = v + w = x2 + 4t+ e−8t cos 2x+
1

2
xt2.

4) Дербес шешiмдер әдiсi арқылы шешу. Кейбiр бiртектi емес
теңдеулердi f (x, t) , ϕ(x) функцияларының берiлу түрiне байланысты, кейде
айнымалаларға жiктеу әдiсiнiң жетiлдiруi болып келетiн – дербес шешiмдер әдiсi
арқылы да шешуге болады.
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Мысал 3.3.4 Коши есебiнiң шешiмiн тап.

ut − a2uxx = etchx, x ∈ (−∞,∞) , t > 0,
u (x, 0) = chx, x ∈ (−∞,∞) .

Шешуi. Шешiмдi u (x, t) = T (t) · X (x) 6= 0 түрiнде iздейiк. Онда бастапқы
шарт бойынша u (x, 0) = T (0) ·X (x) = chx . Бұдан X (x) = chx, T (0) = 1 деп
алуға болады.
Екiншi жағынан теңдеуге қойсақ

T ′ (t) · chx− a2T (t) · chx = etchx ⇒

нәтижеде

T ′ (t)− a2T (t) = et, T (0) = 1

Коши есебiне келемiз. Бұл есептiң шешiмi

T (t) = ea
2t

1 +

t∫
0

eτe−a
2τdτ

 = ea
2t

[
1 +

e(1−a2)t − 1

1− a2

]
=
et − a2ea

2t

1− a2
, a2 6= 1,

T (t) = et [1 + t] , a2 = 1.

Демек, iзделiндi шешiм

u (x, t) =


chx

1− a2

[
et − a2ea

2t
]
, a2 6= 1,

et [1 + t] chx, a2 = 1.

3.3.2 Жаттығулар

Жоғарыдағы әдiстердi қолданып, келесi есептердi шешiңiздер:

3.3.1 ut = uxx, x ∈ R, t > 0; u (x, 0) = ex, x ∈ R.

3.3.2 ut = uxx + x2 + 2xt− 2t, x ∈ R, t > 0; u (x, 0) = x+ 2, x ∈ R.

3.3.3 ut = uxx + 3t2, x ∈ R, t > 0; u (x, 0) = sinx, x ∈ R.

3.3.4 ut = uxx + x cos t− ex, x ∈ R, t > 0; u (x, 0) = ex − 1, x ∈ R.

3.3.5 ut = ∆u+ et, (x, y) ∈ R2, t > 0; u (x, y, 0) = cosx sin y, (x, y) ∈ R2.

3.3.6 ut = 4∆u+ 1 + (8t+ 1) sinx cos y, (x, y) ∈ R2, t > 0;
u (x, y, 0) = x+ y, (x, y) ∈ R2.
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3.3.7 ut −
1

3
∆u+ xyz, (x, y, z) ∈ R3, t > 0;

u (x, y, z, 0) = ex+y+z, (x, y, z) ∈ R3.

3.3.8 ut = 4u(x, t), x ∈ Rn, t > 0; u|t=0 = u0(x), x ∈ Rn жылуөткiзгiш
теңдеуi үшiн Коши есебiн шешiңiз, егер:

a) u0 = cos

(
n∑
k=1

xk

)
; b) u0 = e−|x|

2
; c) u0 = exp

−( n∑
k=1

xk

)2
 болса.

3.3.9 u(x, t) = eαx cos(βx + γt) функциясы ut = uxx жылуөткiзгiш теңдеуiнiң
шешiмi болатындай α > 0, β > 0, γ > 0 параметрлерiнiң арасындағы
қатынасты анықтаңыз және сол шешiмдi жазыңыз.

3.3.10 ut−a2uxx−bux−cu = f(x, t), теңдеуi v(y, t) = e−ctu(y−bt, t) алмастыруы
арқылы жылуөткiзгiш теңдеуiне келетiндiгiн көрсетiңiз, мұндағы a, b, c-
тұрақты сандар.

3.3.11 Жылуөткiзгiш теңдеуi үшiн Коши есебiн шешiңiз:
ut − a2uxx − bux − cu = f(x, t), u|t=0 = u0(x), егер:
a) f = 1, u0 = 1, c = 1;
b) f = et, u0 = cosx, a = c = 1, b = 0;
c) f = t sinx, u0 = 1, a = c = 1, b = 0;
d) f = 0, u0 = e−x

2
;

e) f = ω(t) ∈ C1(t ≥ 0), u0 ∈ C шенелген функциялар болса.

3.3.12 Коши есебiн шешiңiз және шешiмдi қателiк интегралы арқылы
өрнектеңiз:
ut = a2uxx, x ∈ R, t > 0,

u (x, 0) =

{
u0, x < 0,
u1, x ≥ 0, x ∈ R.

3.3.13 ut = a2uxx, x ∈ R, t > 0, u (x, 0) =

{
u0, α < x < β,
0, x∈(α, β), x ∈ R

Коши есебiн шешiңiз және шешiмдi қателiк интегралы арқылы -өрнектеңiз.
Кез келген компьютерлiк математикалық пакеттердiң бiрiн (Maple, Matem-
atica) қолданып, t0 = 0, t1 = 0.004, t2 = 4 уақыттардағы (a = 1) графигiн
көрсетiңiз.

3.3.14 Егер u(x, τ, t) функциясы

ut = a2∆u, x ∈ Rn, t > τ ; u
∣∣
t=τ

= f(x, τ), x ∈ Rn, τ > 0

Коши есебiнiң шешiмi болса, онда v(x, t) =

t∫
0

u(x, τ, t)dτ функциясы

vt = a2∆v + f(x, t), x ∈ Rn, t > 0; v
∣∣
t=0

= 0, x ∈ Rn
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есебiнiң шешiмi болатынын көрсетiңiз.

3.3.15 Егер u(x, t) функциясы

ut = uxx, x ∈ R, t > 0

теңдеудiң шешiмi болса, онда кез келген λ ∈ R саны үшiн u(λx, λ2t) функциясы
да сол теңдеудiң шешiмi болатынын көрсетiңiз.

3.3.3 Жауаптары

3.3.1 u (x, t) = ex+t.

3.3.2 u (x, t) = 2 + x+ x2t+ xt2.

3.3.3 u (x, t) = t3 + sinxe−t.

3.3.4 u (x, t) = ex + x sin t− 1.

3.3.5 u (x, y, t) = et − 1 + e−2t sin y cosx.

3.3.6 u (x, y, t) = x+ y + t+ t sinx cos y.

3.3.7 u (x, y, z, t) = ex+y+z+t + xyzt.

3.3.8 a) u = e−nt cos

(
n∑
k=1

xk

)
;

b) u =
1√

(1 + 4t)n
exp

[
− |x|

2

1 + 4t

]
;

c) u =
1√

1 + 4nt
exp

− 1

1 + 4nt

(
n∑
k=1

xk

)2
.

3.3.9 β = α, γ = 2α2, u(x, t) = eαx cos(αx+ 2α2t), α > 0.

3.3.10 Нұсқау: теңдеуге тiкелей қойыңыз.

3.3.11 a) u = 2et − 1; b) u = tet + cosx; c) u = et +

1
2 t

2 sinx; d) u =
1√

1 + 4a2t
exp

[
ct− (x+bt)2

1+4a2t

]
; e) u =

t∫
0

ω(t− τ)ecτdτ +

1

2a
√
πt

∞∫
−∞

u0(ξ) exp

[
ct− (x− ξ + bt)2

4a2t

]
dξ.
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3.3.12 u(x, t) =
u0 + u1

2
+
u1 − u0

2
Φ

(
x

2a
√
t

)
.

3.3.13 u(x, t) =
u0

2

(
Φ

(
x− α
2a
√
t

)
+ Φ

(
β − x
2a
√
t

))
, мұндағы Φ (z) = erfz =

2√
π

z∫
0

e−ξ
2
dξ.

3.3.14 Нұсқау: t− τ = t1 белгiлеуiн енгiзiңiз.

3.3.15 Тiкелей теңдеуге қойыңыз.
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3.4 Жарты өстегi Коши есебi. Жалғастыру әдiсi

Егер жылуөткiзгiш теңдеуi немесе толқын теңдеуi үшiн Коши есебi жарты
өсте берiлсе, онда Пуассон немесе Даламбер формулаларын қолдана алмаймыз.
Мұндай жағдайда есептiң берiлгендерiн жарты өстен толық өске тақ және
жұп жалғастыру арқылы Пуассон немесе Даламбер формулаларын қолданып,
шешiмдi анықтаймыз. Мұндай әдiс жалғастыру әдiсi деп аталады. Мұнда, әрине
тақ, жұп жалғастырулары орынды болатын қосымша шарттары берiледi.

3.4.1 Толқын теңдеуi үшiн жарты өстегi Коши есебi

1. Бiртектi толқын теңдеуi үшiн Коши есебi. Бiр ұшы бекiтiлген шексiз
ұзын шектiң тербелiсi үшiн Коши есебiн, яғни Q+ = {(x, t) |, x ∈ (0, ∞) , t > 0}
облысында

utt − a2uxx = 0 (3.4.45)

теңдеуiн,

u(x, 0) = ϕ(x), ut (x, 0) = ψ(x), x ∈ [0,∞) (3.4.46)

бастапқы шарттарын және

u(0, t) = 0 (немесеux(0, t) = 0) (3.4.47)

шекаралық шартын9 қанағаттандыратын u (x, t) ∈ C2,2
x,t (Q+) классикалық

шешiмдi табу есебiн қарастырайық.
Бұл есептi шешуде келесi лемманы қолданамыз10.

Лемма 3.4.1 Айталық

utt − a2uxx = f(x, t), x ∈ (−∞,+∞), t > 0,
u|t=0 = ϕ(x), ut|t=0 = ψ(x), x ∈ (−∞,+∞)

(3.4.48)

Коши есебi берiлсiн.

• Егер f (x, t) ≡ 0, және ϕ, ψ функциялары қандайда бiр x0 нүктеге
қатысты тақ функциялар болса, онда (3.4.48) есептiң шешiмi осы x0

нүктеде нөлге тең, яғни

u(x0, t) = 0. (3.4.49)

9 бұл шарт есептiң шешiмi бiрмәндi болу үшiн қажет
10 Дәлелдеуi Даламбер формуласынан тiкелей шығады
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• Егер f (x, t) ≡ 0, және ϕ, ψ функциялары қандайда бiр x0 нүктеге
қатысты жұп функциялар болса, шешiмнiң х бойынша дербес туындысы
осы x0 нүктеде нөлге тең

ux(x0, t) = 0. (3.4.50)

• Егер ϕ ≡ 0, ψ ≡ 0, және f (x, t) функциясы қандайда бiр x0 нүктеге
қатысты тақ функция болса,онда есептiң шешiмi осы x0 нүктеде нөлге
тең

u(x0, t) = 0. (3.4.51)

• Егер ϕ ≡ 0, ψ ≡ 0, және f (x, t) функциясы қандайда бiр x0 нүктеге
қатысты жұп функция болса, онда шешiмнiң х бойынша дербес туындысы
осы x0 нүктеде нөлге тең

ux(x0, t) = 0. (3.4.52)

Бұл лемманы пайдаланып, (3.4.45)-(3.4.47) есебiн шешейiк. (0,∞) жарты өсте
анықталған ϕ(x) және ψ(x) функцияларын төмендегiдей барлық (−∞,+∞) өске
тақ жалғастыра отырып,

Φ(x) =

{
ϕ (x) , x ≥ 0,
−ϕ (−x) , x < 0,

Ψ(x) =

{
ψ (x) , x ≥ 0,
−ψ (−x) , x < 0

(3.4.53)

Φ(x), Ψ(x) функцияларын анықтайық. Бұл анықталған Φ(x), Ψ(x)
функциялары (−∞,+∞) аралығында тақ функциялар болатындығы анық.

Ендi осы Φ(x), Ψ(x) функциялары бастапқы берiлгендерi болып келетiн
Коши есебiн құрайық

Utt − a2Uxx = 0, x ∈ (−∞,+∞), t > 0, (3.4.54)

U(x, 0) = Φ(x), Ut(x, 0) = Ψ(x), x ∈ (−∞,+∞). (3.4.55)

Бұл есепке Даламбер формуласын қолдана аламыз және оның шешiмi

U(x, t) =
1

2
(Φ ( + at) + Φ(x− at)) +

1

2

x+at∫
x−at

Ψ (ξ) dξ. (3.4.56)

Екiншi жағынан Φ(x), Ψ(x) тақ функциялар болғандықтан 3.4.1 – Лемманың
бiрiншi тұжырымы ((3.4.49)) бойынша

U(0, t) = 0 (3.4.57)
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шарты орындалады.
Сонымен, U(x, t) функциясы t > 0 және x > 0 үшiн (3.4.45) теңдеудi, ((3.4.45)

мен (3.4.54) бiр теңдеу) және (3.4.47) ((3.4.47) пен (3.4.57) бiр шарт) шекаралық
шартты және де

U(x, 0) = Φ(x) = ϕ(x), x ≥ 0,

Ut(x, 0) = Ψ(x) = ψ(x), x ≥ 0

(3.4.46) бастапқы шарттарды қанағаттандырады. Демек, U(x, t) функциясы
(0,∞) жарты өсте (3.4.45)-(3.4.47) есебiнiң де шешiмi11 болады. Олай болса
(3.4.53) ескерiп, шешiмдi есептiң берiлгендерi арқылы жазамыз:

u(x, t) =



1

2
(ϕ (x+ at) + ϕ(x− at)) +

1

2a

x+at∫
x−at

ψ (ξ)dξ, x ≥ at, t > 0,

1

2
(ϕ (x+ at)− ϕ(at− x)) +

1

2a

x+at∫
at−x

ψ (ξ) dξ, 0 < x < at, t > 0.

(3.4.58)

Егер есеп ux(0, t) = 0 шартымен берiлсе, онда дәл осындай жолмен ϕ және ψ
функцияларын

Φ(x) =

{
ϕ (x) , x ≥ 0,
ϕ (−x) , x < 0,

Ψ(x) =

{
ψ (x) , x ≥ 0,
ψ (−x) , x < 0

түрде жұп жалғастырып, шешiмдi анықтаймыз

u (x, t) =



1

2
[ϕ (x+ at) + ϕ (x− at)] +

1

2a

x+at∫
x−at

ψ (ξ) dξ, x ≥ at, t > 0,

1

2
[ϕ (x+ at) + ϕ (at− x)] +

1

2a

 x+at∫
0

ψ (ξ) dξ +

at−x∫
0

ψ (ξ) dξ

 ,
x < at, t > 0.

(3.4.59)

Мысал 3.4.1 Жарты өсте берiлген Коши есебiн шешiңiз

utt = a2uxx, 0 < x <∞, t > 0, u(0, t) = 0, t > 0,

u(x, 0) = x+ 1, ut (x, 0) = x2 + x, x ∈ [0,∞).

11 Коши есебiнiң шешiмiнiң жалғыздығы бойынша басқа шешiмi жоқ
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Шешуi. Есеп u(0, t) = 0 шартымен берiлгендiктен, (3.4.58) бойынша

u(x, t) =



1

2
((x+ at) + 1 + (x− at) + 1) +

1

2a

x+at∫
x−at

(
ξ2 + ξ

)
dξ , x ≥ at, t > 0,

1

2
((x+ at) + 1− ((at− x) + 1)) +

1

2a

x+at∫
at−x

(
ξ2 + ξ

)
dξ,

0 < x < at, t > 0.

1. x ≥ at болсын.

u (x, t) =
1

2
[x+ at+ 1 + x− at+ 1] +

1

2a

x+at∫
x−at

(
ξ2 + ξ

)
dξ =

x+ 1 +
1

2a

(
ξ3

3
+
ξ2

2

)∣∣∣∣ξ=x+at

ξ=x−at
= x+ 1 + t(x+ x2) +

a2t3

3

2. 0 < x < at болсын.

u (x, t) =
1

2
[x+ at+ 1− at+ x− 1] +

1

2a

 x+at∫
at−x

(
ξ2 + ξ

)
dξ

 =

t+ 1 + 1
2a

(
ξ3

3
+
ξ2

2

)∣∣∣∣ξ=x+at

ξ=at−x
= x+

x3

3a
+ x(at2 + t).

Демек, шешiм

u (x, t) =


x+ 1 + t

(
x+ x2

)
+
a2t3

3
, x ≥ at, t > 0,

x+
x3

3a
+ x

(
at2 + t

)
, x < at, t > 0.

Мысал 3.4.2 Жарты өсте берiлген Коши есебiн шешiңiз:
utt − a2uxx, x > 0, t > 0,
ux (0, t) = 0, t > 0
u (x, 0) = 1 + x2, ut (x, 0) = x+ 2, x ≥ 0.

Шешуi. Есеп ux(0, t) = 0 шартымен берiлгендiктен, (3.4.59) бойынша

u(x, t) =



1

2

[
1 + (x+ at)2 + 1 + (x− at)2

]
+

1

2a

x+at∫
x−at

(ξ + 2) dξ, x ≥ at,

1

2

[
1+(x+ at)2+1+(at− x)2

]
+

1

2a

at−x∫
0

(ξ + 2) dξ+
1

2a

x+at∫
0

(ξ + 2)dξ,

x < at.
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Бұл интегралдарды есептеп, шешiмдi аламыз

u(x, t) =

{
1 + 2t+ xt+ x2 + a2t2, x ≥ at,
1 + x2 + a2t2 +

1

2a

(
4at+ x2 + a2t2

)
, x < at.

2. Бiртектi емес толқын теңдеуi үшiн Коши есебi. Айталық, бiртектi
бастапқы және шекаралық шарттармен берiлген бiртектi емес толқын теңдеуi
үшiн жарты өстегi Коши есебiн қарастырайық:

utt = a2uxx + f(x, t), 0 < x <∞, t > 0, (3.4.60)

u (0, t) = 0, t > 0, (3.4.61)

u (x, 0) = 0, ut (x, 0) = 0, 0 ≤ x <∞. (3.4.62)

Теңдеудегi f(x, t) функциясын бүкiл (−∞,∞) өске тақ жалғастыру арқылы
анықтаған

F (x, t) =

{
f(x, t), x ≥ 0, t > 0,
−f(−x, t), x < 0, t > 0

(3.4.63)

функциясы оң жағы болатын, бастапқы шарттары нөлге тең, барлық өсте
қойылған келесi көмекшi Коши есебiн қарастырайық:

Utt = a2Uxx + F (x, t), −∞ < x <∞, t > 0, (3.4.64)

U (x, 0) = 0, Ut (x, 0) = 0, −∞ < x <∞. (3.4.65)

Мұның шешiмi Даламбер формуласы бойынша

U(x, t) =
1

2a

t∫
0

dτ

x+a(t−τ)∫
x−a(t−τ)

F (ξ, τ) dξ. (3.4.66)

(3.4.63) түрдегi анықталған F (x, t) функциясы тақ функция болғандықтан,
3.4.1 – Лемманың үшiншi тұжырымы бойынша

U (0, t) = 0. (3.4.67)

Демек, (3.4.64)-(3.4.67) теңдiктерден бұл есептiң U (x, t) шешiмi (0,∞) жарты
өсте (3.4.60)-(3.4.62) есептiң де шешiмi болатынын көреге болады. Себебi: x > 0
кезде F (x, t) ≡ f(x, t) болғандықтан (3.4.64) теңдеуден

Ut = a2Uxx + f(x, t), 0 < x <∞, t > 0,
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яғни U (x, t) функциясы (3.4.60) теңдеудi қанағаттандырады. Ал (3.4.61)
және (3.4.62) шарттардың орындалуы сәйкес (3.4.67) және (3.4.65) шарттардан
шығады. Олай болса, (3.4.66) формуладан (3.4.63) ескерiп (3.4.60)-(3.4.62)
есебiнiң шешiмiн аламыз

u(x, t) =



1

2a

t∫
0

dτ

x+a(t−τ)∫
x−a(t−τ)

f (ξ, τ) dξ, x ≥ at, t > 0,

1

2a

t−x
a∫

0

dτ

x+a(t−τ)∫
a(t−τ)−x

f (ξ, τ) dξ +
1

2a

t∫
t−x

a

dτ

x+a(t−τ)∫
x−a(t−τ)

f (ξ, τ) dξ, x < at.

(3.4.68)

Мысал 3.4.3 Жарты өсте берiлген бiртектi емес Коши есебiн шешiңiз:
utt = a2uxx + x+ t, 0 < x <∞, t > 0,
u (x, 0) = 0, ut (x, 0) = 0, 0 ≤ x <∞,
u (0, t) = 0, t > 0.

Шешуi. Есеп u(0, t) = 0 шартымен берiлгендiктен, теңдеудiң оң жағындағы
f(x, t) = x+ t функциясын барлық (−∞,+∞) өске

F (x, t) =

{
x+ t, x ≥ 0,
− (−x+ t) , x < 0

түрде тақ жалғастырып, Даламбер, яғни (3.4.68) формуласын қолданамыз:

u (x, t) =
1

2a

t∫
0

x+a(t−τ)∫
x−a(t−τ)

F (ξ, τ) dτ.

Ендi осы интегралды есептейiк:

1. Егер x− at > 0, x > 0 болса, x− a(t− τ) = x− at+ aτ > 0⇒

u (x, t) =
1

2a

t∫
0

x+a(t−τ)∫
x−a(t−τ)

(ξ + t)dξdτ =
1

2a

t∫
0

(
ξ2

2
+ τξ

)∣∣∣∣x+a(t−τ)

x−a(t−τ)

dτ =

1

4a

t∫
0

[
2ax (t− τ) + 2a

(
tτ − τ2

)]
dτ =

xt2

2
+
t

6

3

, x ≥ at.

2. Егер x− at < 0, x > 0 болса, онда

u (x, t) =
1

2a

[
3at2

3a2
x3 +

4at− 3x

a
xt

]
, x < at.
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Демек, (3.4.72) есептiң шешiмi

u (x, t) =


xt2

2
+
t

6

3

, x ≥ at, t > 0,

1

2a

[
3at2

3a2
x3 +

4at− 3x

a
xt

]
, x < at.

(3.4.69)

3. Жалпы түрдегi бiртектi емес Коши есебi. Жарты өсте қойылған
жалпы түрдегi бiртектi емес Коши есебiн қарастырайық:

utt = a2uxx + f(x, t), 0 < x <∞, t > 0,
u (x, 0) = ϕ(x), ut (x, 0) = ψ(x), 0 ≤ x <∞,
u (0, t) = µ(t), t > 0.

Бұл есептiң шешiмiн u(x, t) = U +V +W түрде iздеймiз, мұндағы U , V және
W функциялары сәйкес төмендегi есептердiң шешiмдерi:

(U)


Utt = a2Uxx, 0 < x <∞, t > 0,
U (x, 0) = ϕ(x), 0 ≤ x <∞,
Ut (x, 0) = ψ(x), 0 ≤ x <∞,
U (0, t) = 0, t > 0.

(V )


Vtt = a2Vxx + f(x, t), 0 < x <∞, t > 0,
V (x, 0) = 0, 0 ≤ x <∞,
Vt (x, 0) = 0, 0 ≤ x <∞,
V (0, t) = 0, t > 0.

(W )


Wtt = a2Wxx, 0 < x <∞, t > 0,
W (x, 0) = 0, Wt (x, 0) = 0, 0 ≤ x <∞,
W (0, t) = µ(t), t > 0.

(U) және (V ) есептерi жоғарыдағы қарастырылған (3.4.45)-(3.4.47) және
(3.4.60)-(3.4.62) есептер. Олардың шешiмдерi сәйкес (3.4.58), (3.4.68)
формулаларымен анықталады. Ал (W ) есебiнiң "шешiмiн толқынды тарату"
әдiсi бойынша анықтаймыз, яғни шешiмдi

W (x, t) = g(x− at)

түрiнде iздеймiз, мұндағы g(x) функциясын

W (0, t) = µ(t)

шартынан анықтаймыз:
g(−at) = µ(t) ⇒ g(t) = µ(− t

a
) ⇒ g(x− at) = µ(t− x

a
).

Бiрақ µ (t) функциясы t > 0 аралықта анықталғандықтан g(t) функциясы
t > x

a аралығында ғана анықталады. Ал, W (x, 0) = Wt (x, 0) = 0 шарттары
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орындалуы үшiн g(x − at) функциясын 0 ≤ t ≤ x
a аралығында нөлмен

жалғастырсақ жеткiлiктi. яғни:

W (x, t) =

{
µ(t− x

a ), t > x
a ,

0, 0 ≤ t ≤ x
a .

(3.4.70)

Ескерту жуп жалгастыру.

Мысал 3.4.4 Жалғастыру әдiсi бойынша шешiмiн тап.

utt = a2uxx + x+ t, 0 < x <∞, t > 0,
u (x, 0) = cos(x), ut (x, 0) = 0, 0 ≤ x <∞,
u (0, t) = t2, t > 0.

Есеп u(0, t) = t2 шартымен берiлгендiктен, шешiмдi тақ жалғастыру арқылы
шешемiз. Шешiмдi u = U + V + W түрiнде iздеймiз, мұндағы U, , V және W
функциялары сәйкес төмендегi есептердiң шешiмдерi:

Utt = a2Uxx, 0 < x <∞, t > 0,
U (x, 0) = cos(x), Ut (x, 0) = 0, 0 ≤ x <∞,
U (0, t) = 0, t > 0.

(3.4.71)


Vtt = a2Vxx + x+ t, 0 < x <∞, t > 0,
V (x, 0) = 0, Vt (x, 0) = 0, 0 ≤ x <∞,
V (0, t) = 0, t > 0.

(3.4.72)


Wtt = a2Wxx, 0 < x <∞, t > 0,
W (x, 0) = 0, Wt (x, 0) = 0, 0 ≤ x <∞,
W (0, t) = t2, t > 0.

(3.4.73)

(3.4.71) есептiң шешiмi (3.4.58) бойынша

U (x, t) =


1

2
(cos (x+ at) + cos (x− at)) , x ≥ at, t > 0,

1

2
(cos (x+ at)− cos (x− at)) , x < at, t > 0.

(3.4.74)

Ал, (3.4.72) есеп жоғарыдағы 3.4.3 – Мысалда қарастырылған есеп және оның
шешiмi ((3.4.69)):

V (x, t) =


xt2

2
+
t

6

3

, x ≥ at, t > 0,

1

2a

[
3at2

3a2
x3 +

4at− 3x

a
xt

]
, x < at.

(3.4.75)
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Ал, (3.4.73) есептiң шешiмi (3.4.70) бойынша

W (x, t) =

{
0, x ≥ at,
(t− x

a )2, x < at.
(3.4.76)

Ендi (3.4.74)-(3.4.76) теңдiктердердi бiрiктiрiп, iзделiндi шешiмдi аламыз

u (x, t) =



1

2
(cos (x+ at) + cos (x− at)) +

xt2

2
+
t

6

3

, x ≥ at,

1

2
(cos (x+ at)− cos (x− at)) +

1

2a

[
3a+ 2

3a2
x3 +

4at− 3x

a
xt

]
+

(t− x

a
)
2
, x < at.

3.4.2 Жылуөткiзгiш теңдеуi үшiн жарты өстегi Коши есебi

Жарты өсте берiлген жылуөткiзгiш теңдеуi үшiн Коши есебiн қарастырайық

ut − a2uxx = f(x, t), 0 < x <∞, t > 0,
u(x, 0) = ϕ(x), x ∈ [0,∞),
u(0, t) = 0 (немесе ux(0, t) = 0), t > 0.

(3.4.77)

Мұнда u (x, t) ∈ C2,1
x,t (Q+) шешiмдi табу керек. Бұл есеп үшiн де келесi лемма

орынды.

Лемма 3.4.2 Айталық

ut − a2uxx = f(x, t), x ∈ (−∞,+∞), t > 0, u|t=0 = ϕ(x), x ∈ (−∞,+∞)

Коши есебi берiлсiн.

• Егер f (x, t) ≡ 0 және ϕ функцияcы қандайда бiр x0 нүктеге қатысты тақ
(жұп) функция болса, онда осы x0 нүктеде

u(x0, t) = 0 (ux(x0, t) = 0). (3.4.78)

• Егер ϕ ≡ 0 және f (x, t) функциясы қандайда бiр x0 нүктеге қатысты тақ
(жұп) функция болса, онда осы x0 нүктеде

u(x0, t) = 0 (ux(x0, t) = 0). (3.4.79)

Мiне бұл лемма негiзiнде және Пуассон формуласы арқылы ϕ және f(x, t)
функцияларын тақ немесе жұп жалғастыра отырып, (3.4.77) есептi шешуге
болады.
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Мысал 3.4.5 Келесi есептi барлық Ox өсiне қажеттi түрде тақ немесе жұп
жалғастыра отырып шеш.

ut = a2uxx, 0 < x <∞, t > 0
u (0, t) = 0, t > 0,
u (x, 0) = ϕ (x) , 0 < x <∞

(3.4.80)

Есеп u (0, t) = 0 шартымен берiлгендiктен, ϕ (x, t) функциясын (−∞,∞)
аралығына тақ жалғастырамыз, яғни:

Φ (x) =

{
ϕ (x) , x > 0,
−ϕ (−x) , x < 0.

Ендi Φ (x) функциясы бастапқы шарты болатын есеп құрамыз

Ut = a2Uxx, x ∈ (−∞,∞) , t > 0,
U (x, 0) = Φ (x) , x ∈ (−∞,∞) .

Бұл есептiң шешiмi Пуассон формуласы бойынша

U (x, t) =
1

2a
√
πt

∞∫
−∞

Φ (y) e−
(x−y)2

4a2t dy

және 3.4.2 – Лемма бойынша U(0, t) = 0. Бұл теңдiктерден, U (x, t) шешiмi (0,∞)
жарты өсте (3.4.80) есептiң де шешiмi болатынын көремiз u(x, t) ≡ U(x, t), x > 0.
Олай болса, соңғы интегралды жоғарыдағы енгiзудi ескерiп есептейiк:

u (x, t) =
1

2a
√
πt

∞∫
−∞

Φ (y) e−
(x−y)2

4a2t dy =
1

2a
√
πt

0∫
−∞

Φ (y) e−
(x−y)2

4a2t dy+

1

2a
√
πt

∞∫
0

Φ (ξ) e−
(x−ξ)2

4a2t dξ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y = −z
dy = −dz
y z
−∞ ∞

0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

− 1

2a
√
πt

0∫
∞

Φ (−z) e−
(x+z)2

4a2t dz +
1

2a
√
πt

∞∫
0

Φ (ξ) e−
(x−ξ)2

4a2t dξ =

1
2a
√
πt

∞∫
0

Φ (−z) e−
(x+z)2

4a2t dz +
1

2a
√
πt

∞∫
0

Φ (ξ) e−
(x−ξ)2

4a2t dξ =

− 1

2a
√
πt

0∫
∞

ϕ (z) e−
(x+z)2

4a2t dz +
1

2a
√
πt

∞∫
0

ϕ (ξ) e−
(x−ξ)2

4a2t dξ =

1

2a
√
πt

∞∫
0

ϕ (ξ)

[
e−

(x−ξ)2

4a2t − e−
(x+ξ)2

4a2t

]
dξ.
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Жауабы: u (x, t) =
1

2a
√
πt

∞∫
0

ϕ (ξ)

[
e−

(x−ξ)2

4a2t − e−
(x+ξ)2

4a2t

]
dξ.

Мысал 3.4.6 Келесi есептi барлық Ox өсiне қажеттi түрде тақ немесе жұп
жалғастыра отырып шеш.

ut = a2uxx, 0 < x <∞, t > 0
ux (0, t) = 0, t > 0,
u (x, 0) = ϕ (x) , 0 < x <∞.

Бұл есеп ux (0, t) = 0 шартымен берiлгендiктен ϕ (x, t) функциясын

Φ (x) =

{
ϕ (x) , x ≥ 0,
ϕ (−x) , x < 0

түрде жұп жалғастырып, жоғарыдағыдай шешiмдi анықтаймыз:

u (x, t) =
1

2a
√
πt

∞∫
0

ϕ (y)

[
e−

(x−y)2

4a2t + e−
(x+y)2

4a2t

]
dy.

3.4.3 Жаттығулар

Жалғастыру әдiсiн қолданып, келесi есептердi шешiңiздер:

3.4.1 utt = a2uxx, x > 0, t > 0;
u (0, t) = 0, t > 0; u (x, 0) = 1− e−x, ut (x, 0) = sinx, x ≥ 0.

3.4.2 utt = a2uxx, x > 0, t > 0;
ux (0, t) = 0, t > 0; u (x, 0) = x2 − x3, ut (x, 0) = cosx, x ≥ 0.

3.4.3 ut = a2uxx + f (x, t) , 0 < x <∞, t > 0;
u (0, t) = 0, t > 0; u (x, 0) = 0, x ≥ 0.

3.4.4 ut = a2uxx + f (x, t) , 0 < x <∞, t > 0;
ux (0, t) = 0, t > 0; u (x, 0) = 0, x ≥ 0.

3.4.5 utt = uxx, x >
π
2 , t > 0; u

(
π
2 , t
)

= 3t, t ≥ 0;
u (x, 0) = 0, ut (x, 0) = 3− 2 cosx, x ≥ π

2 .

3.4.6 utt = uxx, x > 0, t > 0; ux (0, t)− 2u (0, t) = te−3t, t ≥ 0;
u (x, 0) = 2e−x, ut (x, 0) = 0, x ≥ 0.

3.4.7 utt = 4uxx, x > 0, t > 0; (ux − u)|x=0 = 2e−2t, t ≥ 0;
u (x, 0) = 2 sinx, ut (x, 0) = 0, x ≥ 0.
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3.4.8 utt = 4uxx, x > 0, t > 0; ux (0, t)− u (0, t) = e−2t, t ≥ 0;
u (x, 0) = 0, ut (x, 0) = 4e−x, x ≥ 0.

3.4.9 Айталық, u (x, t) функциясы utt = a2uxx, x ∈ R, t > 0, u (x, 0) =
ϕ (x) , ut (x, 0) = ψ (x) , x ∈ R Коши есебiнiң шешiмi болсын. Даламбер
формуласын қолдану арқылы
1) eгер- ϕ (x) және ψ (x) тақ функциялар болса, онда u (0, t) ≡ 0;
2) егер- ϕ (x) және ψ (x) жұп функциялар болса, онда ux (0, t) ≡ 0 екендiгiн
дәлелдеңiз.

3.4.10 Айталық, u (x, t) функциясы utt = a2uxx + f (x, t) , x ∈ R, t >
0, u (x, 0) = ϕ (x) , ut (x, 0) = ψ (x) , x ∈ R Коши есебiнiң шешiмi болсын.
Даламбер формуласын қолдану арқылы
1) егер- ϕ (x), ψ (x) тақ функциялар, және f (x, t) функциясы бойынша тақ
функция болса, онда u (0, t) ≡ 0;
2) егер ϕ (x), ψ (x) жұп функциялар және f (x, t) функциясы бойынша жұп
функция болса, онда ux (0, t) ≡ 0 екендiгiн дәлелдеңiз.

3.4.4 Жауаптары

3.4.1 u (x, t) =

{
1− e−xchat+ 1

2a (cos (x− at)− cos (x+ at)) , x > at
e−atshx+ 1

2a (cos (x− at)− cos (x+ at)) x ≤ at.

3.4.2 u (x, t) = 1
2

(
(x+ at)2 − (x+ at)3 + (x− at)2 − |x− at|3

)
+

1
2a (sin (x+ at)− sin (x− at)) .

3.4.3 u (x, t) = 1
2a
√
π

t∫
0

∞∫
0

f (s, t− τ)√
τ

[
e−

(x−s)2

4a2τ − e−
(x+s)2

4a2τ

]
dsdτ.

3.4.4 u (x, t) = 1
2a
√
π

t∫
0

∞∫
0

f (s, τ)√
t− τ

[
e
− (x−s)2

4a2(t−τ) + e
− (x+s)2

4a2(t−τ)

]
dsdτ.

3.4.5 v (x, t) = u
(
x+ π

2 , t
)
− 3t, v (x, t) = cos (x− t)− cos (x+ t) ,

u (x, t) = v
(
x− π

2 , t
)

+ 3t = sin (x− t)− sin (x+ t) + 3t.

3.4.6 u (x, t) =

{
e−x−t + e−x+t, 0 < t ≤ x;

e−x−t + 3e2(x−t) + (1− x+ t) e3(x−t) − 3e(x−t), 0 < x < t.

3.4.7 u (x, t) =

{
sin (x+ 2t) + sin (x− 2t) , 0 < 2t ≤ x;
sin (x+ 2t) + (2x− 4t− 1) ex−2t + cos (x− 2t) , 0 < x < 2t.

3.4.8 u (x, t) =

{
−e−x−2t + e−x+2t, 0 < 2t ≤ x;
−e−x−2t + (1− x+ 2t) ex−2t, 0 < x < 2t.
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Лаплас түрлендiруiнiң кестесi
sh (at)− sin at
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Бөлiм 4

Математикалық физика
теңдеулерiне қойылған
бастапқы-шеттiк есептер. Фурье
әдiсi

4.1 Фурье әдiсiнiң жалпы сұлбасы. Меншiктi мән
және меншiктi функция туралы есеп

Математикалық физиканың есептерiн шешуде жиi қолданатын қарапайым
әдiстердiң бiрi – Фурье әдiсi. Ол сызықты бiртектi шекаралық есептердi
шығаруға қолданылады. Бұл әдiстiң негiзгi идеясы, дербес туындылы
дифференциалдық теңдеу үшiн қойылған шекаралық есептердi жәй
дифференциалдық теңдеулер немесе тәуелсiз айнымалылар саны азырақ
болатын дербес туындылы дифференциалдық теңдеулер үшiн қойылатын
шекаралық есептерге ажырату. Фурье әдiсiн кейде айнымалыларға жiктеу
әдiсi деп те атайды.

Бұл бөлiмде Фурье әдiсiн қолданып математикалық физиканың негiзгi
теңдеулерiне қойылатын бастапқы-шеттiк есептердi шешудi қарастырамыз.

4.1.1 Фурье әдiсiнiң жалпы сұлбасы

Операторлық түрде жазылған(
ρ (x)

∂k

∂tk
− L

)
u (x, t) = 0, 0 < x < l, t > 0, k = 0, 1, 2, . . . (4.1.1)

дербес туындылы дифференциалдық теңдеудi,

α1
∂u

∂x
+ β1u

∣∣∣∣
x=0

= 0, α2
∂u

∂x
+ β2u

∣∣∣∣
x=l

= 0, t > 0, α2
i +β2

i 6= 0, i = 1, 2 (4.1.2)
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шекаралық шарттарды және

∂iu

∂ti

∣∣∣∣
t=0

= ϕi(x), i = 0, k − 1, 0 ≤ x ≤ l (4.1.3)

бастапқы шарттарды қанағаттандыратын аралас есептi қарастырайық.
Мұндағы

Lu ≡ ∂

∂x

[
p(x)

∂u

∂x

]
− q(x)u

түрде анықталған дифференциалдық оператор.
Жоғарыдағы (4.1.1) теңдеудегi барлық p(x), q(x), ρ(x) коэффициенттерiн

(0, l) аралығында анықталған, жеткiлiктi жатық функциялар, нақтырақ
айтқанда мына шарттар орындалсын деп қабылдайық

p(x) ∈ C1(0, l), q(x) ∈ C(0, l), ρ(x) ∈ C(0, l); ρ(x) > 0, p(x) > 0, q(x) ≥ 0.

(4.1.4)

Ескерту 4.1.1 Егер (4.1.1) теңдеуде k = 0 болса, онда ол эллиптикалық типтi
теңдеу, k = 1 болса параболалық типтi, ал k = 2 болса, гиперболалық типтi
теңдеу болады. Мәселен, k = 0 және p(x) = 1, q(x) = ρ(x) = 1 болса кәдуәлгi
Лаплас теңдеуiн, k = 1 және p(x) = a2 = const, q(x) = 0, ρ(x) = 1 болса
жылуөткiзгiш теңдеуiн, ал k = 2 және p(x) = a2 = const, q(x) = 0, ρ(x) = 1
болса толқын теңдеуiн аламыз.

Ескерту 4.1.2 Егер (4.1.2) шарттарда α1 = α2 = 0 болса I-шекаралық есеп,
β1 = β2 = 0 болса II-шекаралық есеп, ал αi 6= 0, βi 6= 0, i = 1, 2 болғанда
III-шекаралық есептi аламыз.

Фурье әдiсiнiң жалпы сұлбасы. Фурье1 әдiсiн тiкелей қолдану үшiн
теңдеудiң шекаралық шарттары бiртектi (нөлдiк) және кейбiр аргументтердiң
өзгеру облысы шенелген болуы қажет. Бұл (4.1.1)-(4.1.3) аралас есебiн Фурье
әдiсi (айнымалыларға жiктеу) бойынша шешу сұлбасы келесi қадамдардан
тұрады:

1-қадам. Нөлдiк емес шешiмдi әрбiр аргументтерiне жекелей тәуелдi
функциялардың көбейтiндiсi түрiнде iздеймiз

u (x, t) = X (x)T (t) 6= 0; (4.1.5)

2-қадам. Бұл (4.1.5) шешiмдi берiлген (4.1.1) теңдеуге қойып,
айнымалыларға ажырата отырып оны жәй дифференциалдық теңдеулерге

1JEAN BAPTISTE JOSEPH FOURIER (Жан Батист Жозеф Фурье), (1768 –1830)–
француздық математик әрi физик ғалым. Оның математикада оны iшiнде математикалық
анализ, интегралдық түрлендiрулер, комплекстiк анализ және математикалық физиканың
көптеген бөлiмдерiне қосқан маңызды еңбектерi жетерлiк.
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ажыратамыз:

dkT

dtk

T (t)
=

d

dx

[
p(x)

dX

dx

]
− q(x)X

ρ(x)X(x)
≡ LX

ρ(x)X(x)
.

Соңғы теңдiктiктiң сол жағы тек t айнымалыдан, ал оң жағы тек x айнымалыдан
тәуелдi функциялар болғандықтан, бұл теңдiк– екi жағы да қандайда бiр,
айталық λ = const тұрақты санға тең болғанда ғана мағыналы болады.
Сондықтан теңдiктiң екi жағын жеке-жеке λ санына теңестiрiп, келесi жәй
дифференциалдық теңдеулердi аламыз:

dkT (t)

dtk
= λT (t) (4.1.6)

LX ≡ d

dx

[
p(x)

dX

dx

]
− q(x)X = λρ(x)X(x), (4.1.7)

мұндағы λ әзiрге белгiсiз тұрақты.
3-қадам. (4.1.5) нөлдiк емес шешiмдi (4.1.2) шекаралық шарттарға қойып,

(4.1.7) теңдеуi үшiн шекаралық шарттар аламыз, яғни:

α1X
′(0) + β1X(0) = 0, α2X

′(l) + β2X(l) = 0. (4.1.8)

Мiне бұл (4.1.1)-(4.1.3) аралас есебiн шешу мәселесi λ белгiсiз параметрi бар,
жәй дифференциалдық теңдеуi үшiн (4.1.7)-(4.1.8) шекаралық есебiн шешуге
келтiрiлдi. Бұл алынған (4.1.7)-(4.1.8) есебiн шешу деп – әрбiр белгiсiз λ тұрақты
санын, және оған сәйкес есептiң нөлдiк емес X (x) шешiмiн анықтауды түсiнемiз.
Мұндай есеп меншiктi мән және меншiктi функция туралы есеп немесе Штурм2-
Лиувилль3 есебi деп аталады. Мұндай λ тұрақтыларыШтурм-Лиувилль есебiнiң
меншiктi сандары, ал оларға сәйкес X (x) нөлдiк емес шешiмдерi меншiктi
функциялар деп аталады.

4-қадам. Бұл (4.1.7)-(4.1.8) Штурм-Лиувилль есебiнiң λk меншiктi
сандары мен Xk (x) меншiктi функцияларын анықтап, және әрбiр табылған λk
меншiктi сандарды (4.1.6) теңдеуге қойып (4.1.6) теңдеудiң Tk (t) шешiмдерiн
анықтаймыз.

2JACQUES CHARLES FRANÇOIS STURM (Шарль Франсуа Штурм), (1803–1855)–
Швейцарияда туылған француз математигi. Оның негiзгi еңбектерi сығылмайтын сұйықтар
теориясы, математикалық физика теңдеулерi, ЖДТ (Штурм-Лиувилль есебi), сонымен қатар
алгебра саласын зерттеуге арналған.

3 JOSEPH LIOUVILLE (Лиувилль Жозеф), (1809–1882)–француз математигi. Оның
еңбектерi математиканың әр саласында, атап айтқанда комплекстiк анализде, арнайы
функциялар, дифференциалдық геометрия және сандар теориясында маңызды орын алады.
Сонымен қатар эллиптикалық функциялар теориясында, дербес туындылы дифференциалдық
теңдеулер үшiн шеттiк есептер теориясында да маңызды еңбектерi бар.

87



5-қадам. Бұл анықталған Xk (x) және Tk (t) дербес шешiмдердi (4.1.4)
қойып және суперпозиция қағидасы бойынша берiлген есептiң шешiмiн аламыз

u(x, t) =
∞∑
k=0

AkTk(t)Xk (x) .

Мұндағы Ak белгiсiз коэффициенттердi (4.1.3) бастапқы шарттарды қолданып
анықтаймыз.

Бұл әдiстiң нақты есептерге қолданулары алдағы бөлiмдерде
қарастырылады.

4.1.2 Штурм-Лиувилль есебi. Меншiктi мәндер мен меншiктi
функциялардың қасиеттерi.

Жоғарда көрсетiлгендей, көптеген математикалық физика теңдеулерi үшiн
бастапқы-шеттiк есептердi фурье әдiсiмен шешу – Штурм-Лиувилль есебiнiң
меншiктi мәндерi мен меншiктi функцияларын анықтауды және олардың
қасиеттерiн бiлудi қажет етедi. Штурм-Лиувилль есебiнiң қойылымы бастапқы
берiлген есептiң құрылымына тiкелей байланысты болады. Жоғарыдағы
алынған (4.1.7)-(4.1.8) Штурм-Лиувилль есебi мұндай есептердiң ең қарапайым
түрдегi қойылымы. Алда (4.1.7)-(4.1.8) Штурм-Лиувилль есебiнiң шешiлу
мәселесiн және оның меншiктi мәндерi мен меншiктi функцияларының
қасиеттерiн зерттеймiз.

Штурм–Лиувилл есебi.

(4.1.7)-(4.1.8) Штурм-Лиувилль есебiн қарастырайық:

LX ≡ d

dx

[
p(x)

dX

dx

]
− q(x)X = λρ(x)X(x), (4.1.9)

α1X
′(0) + β1X(0) = 0, α2X

′(l) + β2X(l) = 0, δ2
i + h2

i 6= 0, i = 1, 2. (4.1.10)

Штурм-Лиувилль есебi шекаралық шарттың түрiне және p(x)
коэффициентiнiң өзгерiсiне байланысты регулярлы, периодты және сингулярлы
болып бөлiнедi.

Егер (4.1.4) шарт орындалса онда (4.1.9)-(4.1.10) есебi регулярлы Штурм-
Лиувилль есебi болады.

Егер (4.1.10) шекаралық шарт p(a) = p(b), X(a) = X(b), X ′(a) = X ′(b)
периодты шартпен берiлсе, онда (4.1.9)-(4.1.10) есебi периодтыШтурм-Лиувилль
есебi болады.

Егер (4.1.9) теңдеудiң p(x) коэффициентi берiлген [a, b] аралығының шеткi
нүктелерiнiң бiреуiнде немесе екеуiнде де нөлге айналса, яғни p(a) = 0 немесе
p(b) = 0 болса, онда (4.1.9)-(4.1.10) есебi сингулярлы Штурм-Лиувилль есебi
болады. Мәселен,
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1. Егер p (x) = x, q (x) =
ν2

x
, ρ (x) = x a = 0, b = l болса, онда

x2y′′ + xy′ + (x2 − ν2)y = 0

Бессель теңдеуiн аламыз және оның меншiктi функциялары Бессель
функциялары болады.
2. Егер p (x) = 1− x2, q (x) = 0, ρ (x) = 1 a = −1, b = 1 болса, онда[(

1− x2
)
y
′
]′

+ λy = 0

Лежандр теңдеуi үшiн Штурм-Лиувилль есебiне келемiз және оның меншiктi
функциялары Лежандр полиномдары болады. Мұндай мысалдарды көптеп
келтiруге болады. Сингулярлы Штурм-Лиувилль есебiн зерттеу арнайы
функциялар теориясында қарастырылады.4 Бұл оқу құралында тек регулярлы
немесе периодты жағдайлар қарастырылады.

Мысал 4.1.1 Штурм-Лиувилль есебiн шешiңiз

X ′′ (x) + λX (x) = 0, X (0) = 0, X(l) = 0.

Шешуi. Бұл есеп (4.1.9)-(4.1.10) есебiнiң p (x) = 1, q (x) = 0, ρ (x) = 1,
α1 = α2 = 0, β1 = β2 = 1 кездегi дербес жағдайы.

1. Айталық, λ = 0 болсын. Онда жалпы шешiмi X (x) = C1x+C2 болады. Ал
бұған шекаралық шарттарды қолдансақ, онда C1 = C2 = 0 болады да,X (x) ≡ 0
нөлдiк шешiмдi аламыз.

2. λ < 0 терiс сан болсын. Онда оның жалпы шешiмi

X (x) = C1e
√
−λx + C2e

−
√
−λx

болады және шекаралық шарттарды қолдансақ{
C1 + C2 = 0,

C1e
√
−λl + C2e

−
√
−λl = 0

жүйесiн аламыз. Бұл жағдайда да C1 = C2 = 0 болғандықтан X (x) ≡ 0 нөлдiк
шешiмге келемiз, яғни есептiң меншiктi функциялары болмайды.

3. λ > 0 оң сан болсын. Онда жалпы шешiмi

X (x) = C1 cos
√
λx+ C2 sin

√
λx

түрде болады. Бұған шекаралық шарттарды қолдансақ

X (0) = C1 = 0 және X (l) = C2 sin
√
λl = 0

4Ш. Сахаев, Х. Хомпыш, Арнайы функциялар және олардың қолданулары, Алматы, Қазақ
университетi, 2012. Оқу құралын қараңыз.
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болады. Мұнда егер C2 = 0 болса X (x) ≡ 0 нөлдiк шешiмге келемiз. Сондықтан

sin
√
λl = 0

және C2 6= 0 еркiн тұрақты. Оны ыңғайылық үшiн C2 = 1 деп алуға болады.
Соңғы теңдеуден λ тапсақ:

λk =

(
πk

l

)2

, k = 1, 2, 3, ...

Демек, бұған сәйкес нөлдiк емес шешiмi (Штурм-Лиувилль есебiнiң меншiктi
функциялары)

Xk (x) = sin
πk

l
x, k = 1, 2, 3, ...

болады.

Мысал 4.1.2 Штурм-Лиувилль есебiн шешiңiз:

X ′′ (x) + λX (x) = 0, X ′ (0) = 0, X ′(l) = 0.

Шешуi. Бұл есеп (4.1.9)-(4.1.10) есебiнiң p (x) = 1, q (x) = 0, ρ (x) = 1
α1 = α2 = 1, β1 = β2 = 0 кездегi дербес жағдайы. Алдыңғы мысалдағыдай
талдай келе, бұл есептiң меншiктi сандары мен меншiктi функциялары

λk =

(
πk

l

)2

, Xk (x) = cos
πk

l
x, k = 0, 1, 2, ...

болатынын көремiз. Бұл мысалда λ0 = 0 саны да меншiктi сан болады және
оған сәйкес меншiктi функция X0 (x) = 1 болады.

Дәл осы сияқты, алда жиi кездесетiн бiрнеше Штурм-Лиувилль есебiнiң
меншiктi мәндерi мен меншiктi функцияларын кесте түрiнде көрсетуге болады.
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X ′′ (x) + λ2X (x) = 0 есебiнiң меншiктi мәндерi мен меншiктi функциялары. кесте-1.
Шекаралық шарттар Меншiктi сандар Меншiктi функциялар

мен нормасы

X (0) = 0, X(l) = 0 λk =
πk

l
, k = 1, 2, 3, . . . Xk (x) = sin

πk

l
x,

‖Xk‖2 =
l

2
, k = 1, 2, 3, . . .

X ′ (0) = 0, X(l) = 0 λk =
(2k + 1)π

2l
,

k = 0, 1, 2, . . .

Xk (x) = cos
(2k + 1)π

2l
x,

‖Xk‖2 =
l

2
, k = 0, 1, 2, . . .

X (0) = 0, X ′(l) = 0 λk =
(2k + 1)π

2l
,

k = 0, 1, 2, . . .

Xk (x) = sin
(2k + 1)π

2l
x,

‖Xk‖2 =
l

2
, k = 0, 1, 2, . . .

X ′ (0) = 0, X ′(l) = 0 λk =
πk

l
, k = 0, 1, 2, . . .

Xk = cos
πk

l
x, k = 0, 1, . . .

‖X0‖2 = 1,

‖Xk‖2 =
l

2
, k = 1, 2, 3, . . .

Мысал 4.1.3 Штурм-Лиувилль есебiн шешiңiз

X ′′ (x) + λX (x) = 0, X (0) = X(l), X ′ (0) = X ′(l).

Шешуi. Бұл есептiң де нөлдiк емес шешiмi тек λ > 0 жағдайда ғана бар
болады және жалпы шешiмi

X (x) = C1 cos
√
λx+ C2 sin

√
λx.

Бұған периодтық шарттарды қолдансақ{
C1 = C1 cos

√
λl + C2 sin

√
λl

C2

√
λ = −C1

√
λ sin

√
λl + C2

√
λ cos

√
λl

⇒

 C1

(
1− cos

√
λl
)

= C2 sin
√
λl

C2

(
1− cos

√
λl
)

= −C1 sin
√
λl.

Бiрiншi теңдеуден C2 тауып, екiншi теңдеуге қойсақ, нәтижеде

C1

(
1− cos

√
λl
)

= 0

теңдеуiн аламыз. Егер C1 = 0 болса онда C2 = 0 болады да X (x) ≡ 0 нөлдiк
шешiмге келемiз. Сондықтан Ci 6= 0, i = 1, 2 және

1− cos
√
λl = 0
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теңдiгiнiң орындалуы қажет. Ал бұл теңдеудiң шешiмдерi тек
√
λl = ±2πk болса

ғана бар болады, яғни меншiктi сандары

λk =

(
2πk

l

)2

, k = 0, 1, 2, ...

Ал бұларға сәйкес меншiктi функциялар

Xk (x) = C1 cos
2πk

l
x+ C2 sin

2πk

l
x, k = 0, 1, 2, ...

Мұндағы C1 және C2 еркiн тұрақтылар болғандықтан, меншiктi функциялар

X1k (x) = cos
2πk

l
x, X2k(x) = sin

2πk

l
x, k = 0, 1, 2, ...

жүйесi болады.

Мысал 4.1.4 Штурм-Лиувилль есебiн шешiңiз:

X ′′ (x) + λX (x) = 0, 0 < x < 1,
X (0)−X ′ (0) = 0, X(1) +X ′(1) = 0.

Шешуi. Бұл есептiң де λ ≤ 0 жағдайда нөлдiк шешiмге ие болатынын оңай
көруге болады. Айталық λ > 0 болсын. Жалпы шешiмi

X (x) = C1 cos
√
λx+ C2 sin

√
λx.

Бұдан шекаралық шарттарды қолдансақ{
C1 − C2

√
λ = 0

C1 cos
√
λ+ C2 sin

√
λ−
√
λC1 sin

√
λ+
√
λC2 cos

√
λ = 0

жүйесiн аламыз. Бiрiншi теңдеуден C1 тауып, екiншiсiне қойсақ:

C2

[
2
√
λ cos

√
λ+ (1− λ) sin

√
λ
]

= 0.

Бұдан C2 = 0 болса нөлдiк шешiмге келемiз. Сондықтан

2
√
λ cos

√
λ+ (1− λ) sin

√
λ = 0

немесе µ =
√
λ белгiлеу енгiзсек, нәтижеде

tgµk =
2µk
µ2
k − 1

теңдеуiн аламыз. Бұл теңдеудiң шешiмдерiн аналитикалық түрде таба
алмаймыз. Алайда оның шексiз көп шешiмдерi болатындығын оның графигiнен
көремiз және оларды сандық шешу әдiстерi арқылы жуықтап табуға болады.
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Графиктiк тәсiл бойынша, y = tgµ және y =
2µ

µ2 − 1
функцияларының

графиктерiнiң қиылысу нүктелерi µ1, µ2, µ3, . . . iзделiндi tgµ =
2µ

µ2 − 1
теңдеуiнiң

шешiмдерiн бередi. Көрiп тұрғанымыздай мұндай қиылысу нүктелерi шексiз
көп.

Меншiктi сандар мен меншiктi функциялардың негiзгi қасиеттерi.

Бұл бөлiмде (4.1.9)-(4.1.10) Штурм-Лиувилль есебiнiң меншiктi сандары мен
меншiктi функцияларының алда қолданатын негiзгi қасиеттерiн дәлелдеусiз
келтiремiз. Дәлелдеулерiн негiзгi әдебиеттердiң5 кез-келгенiнен табуға болады.
Ал (4.1.9)-(4.1.10) есептiң λ мәндерiн сәйкес нөлге тең емес шешiмдерiнiң
бар екенiн вариациялық немесе интегралдық теңдеулер әдiстерiмен дәләлдеуге
болады.

Қасиеттерi:
10. Штурм-Лиувилль есебiнiң шексiз көп саналымды λ1, λ2, λ3, . . . меншiктi

сандары бар болады және оларды өсу ретiмен орналастыруға болады

λ1 < λ2 < λ3 < . . . .

20. Меншiктi сандар нақты және терiс емес

λk ≥ 0, λk ∈ R, k = 1, 2, 3, . . . .

30. Әрбiр λk меншiктi мәнге бiр ғана (тұрақты санға көбейту дәлдiгiне дейiн)
Xk(x) меншiктi функция сәйкес келедi. Басқаша айтқанда, егер λk меншiктi
мәнге сәйкес меншiктi функцияXk(x) болса, онда CXk(x), C = const функциясы

5 .., .., .1972, ...?????
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да сол λk меншiктi мәнге сәйкес меншiктi функция болады. Егер λk меншiктi
мәнге сәйкес r сызықты тәуелсiз меншiктi функциялар болса, онда олардың
сызықты комбинациясы да меншiктi функция болады.

40. Егер λk меншiктi мәнге сәйкес меншiктi функция Xk(x) = X1k(x) +
iX2k(x) комплекс айнымалы функция болса, мұндағы i жорамал бiрлiк, онда
оның нақты және жорамал бөлiктерi де сол λk меншiктi мәнге сәйкес меншiктi
функциялары болады.

50. Штурм-Лиувилль есебiнiң әртүрлi λk және λm меншiктi мәндерiне сәйкес
Xk(x) және Xm(x) меншiктi функциялары ρ(x) салмақ функциясына қатысты
[0, l] аралығында ортоганальды болады

l∫
0

ρ(x)Xk(x)Xm(x)dx =

{
0, k 6= m,

‖Xk‖2 , k = m.

60. В.А.Стеклов6 теоремасы. (4.1.9) шекаралық шартты
қанағаттандыратын кезкелген f(x) ∈ C2(0, l)

⋂
C1 [0, l] функциясы (4.1.9)-

(4.1.10) есебiнiң {Xk} меншiктi функциялар жүйесi бойынша абсалюттi және
бiрқалыпты жинақты Фурье қатарына жiктеледi, яғни

f(x) =
∞∑
k=1

fkXk(x), (4.1.11)

мұндағы

fk =
1

‖Xk‖2

l∫
0

ρ(x)f(x)Xk(x)dx

Фурье коэффициентi деп аталады және

‖Xk‖2 =

l∫
0

ρ(x)X2
k(x)dx.

4.1.3 Жаттығулар

Төмендегi Штурм-Лиувилль есебiнiң меншiктi мәндерi мен меншiктi
функцияларын және нормасын анықтаңыз:

4.1.1 X ′′ (x) + λ2X(x) = 0,
X ′ (0) = X ′ (π) = 0.

6Владимир Андреевич Стеклов, (1863–1926)–орыс математигi әрi механигi. Оның нeгiзгi
еңбектерi математикалық физика теңдеулерi, механика, жуықтау теориясы, асимптотикалық
әдiстер және ортогональ функциялар жүйесiнiң толықтығы теориясын зерттеуге арналған.
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4.1.2 X ′′ (x) + λ2X(x) = 0,
X (−π) = X (π) , X ′ (−π) = X ′ (π) .

4.1.3

X ′′ (x) + λ2X(x) = 0,

X (l) = 0,

l∫
0

X (x) dx = 0.

4.1.4 X ′′ − 2X ′ +
(
λ2 + 1

)
X = 0,

X (0) = X (1) = 0.

Төмендегi меншiктi мәндер және меншiктi функцияларды табу есебiн шешiңiз
(y(x) 6= 0, ‖y(x)‖ = 1):

4.1.5
{
−y′′ (x) = λy (x) , x ∈ (0, 1)
y′ (0) = 0, y′ (1) = 0.

4.1.6
{
−y′′ (x) = λy (x) , x ∈ (−l, l)
y (−l) = 0, y (l) = 0.

4.1.7
{
−y′′ (x) = λy (x) , x ∈ (0, π)
y (0) = 0, y′ (π) = 0.

4.1.8

 −y
′′ (x) = λy (x) , x ∈

(
0,
π

2

)
y′ (0) = 0, y

(π
2

)
= 0.

4.1.9
{
−y′′ (x) = λy (x) , x ∈ (0, l)
y (0) = 0, αy (l) + y′ (l) = 0, α > 0.

4.1.10
{
−y′′ (x) = λy (x) , x ∈ (0, l)
y′ (0) = 0, y (l) + βy′ (l) = 0, β > 0.

4.1.11
{
−y′′ (x) = λy (x) , x ∈ (0, 1)
y (0) = βy′ (0) , β > 0, y (1) = 0.

4.1.12
{
−y′′ (x) = λy (x) , x ∈ (0, 1)
y (0) = y′ (0) , β > 0, y (1) = y′ (1) .

Лаплас операторы үшiн Q = {(x, y) : 0 < x < a, 0 < y < b} тiктөртбұрышта
берiлген келесi есептiң меншiктi мәндерi мен меншiктi функцияларын табыңыз
(u(x, y) 6= 0, ‖u‖ = 1):

4.1.13


−∆u (x, y) = λu (x, y) , (x, y) ∈ Q;
u (0, y) = 0, ux (a, y) = 0, 0 < y < b,
uy (x, 0) = 0, u (x, b) = 0, 0 < x < a.
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4.1.14


−∆u (x, y) = λu (x, y) , (x, y) ∈ Q;
u (0, y) = 0, u (a, y) = 0, 0 < y < b,
uy (x, 0) = 0, uy (x, b) = 0, 0 < x < a.

Лаплас операторы үшiн Q = {(x, y, z) : 0 < x < a, 0 < y < b, 0 < z < c}
тiктөртбұрышты параллелепипедте берiлген келесi есептiң меншiктi мәндерi мен
меншiктi функцияларын табыңыз (u(x, y, z) 6= 0, ‖u‖ = 1):

4.1.15
{
−∆u (x, y, z) = λu (x, y, z) , (x, y) ∈ Q;
u (x, y, z) = 0, (x, y, z) ∈ Q.

4.1.16 Xk (x) = sin kπx
l , k = 1, 2, ..., 0 ≤ x ≤ l функциялар жүйесiнiң

ортогоналдығын дәлелдеңiз және (Xk, Xk) табыңыз.

4.1.4 Жауаптары

4.1.1 λ0 = 0, X0 (x) = 1, ‖X0 (x)‖2 = π,
λk = k, Xk (x) = cos kx, ‖Xk (x)‖2 = π

2 , k = 1, 2, 3, . . . ;

4.1.2 λ0 = 0, X0 (x) = 1, ‖X0 (x)‖2 = 2π,
λk = k, X1k = cos kx, X2k = sin kx, ‖Xk (x)‖2 = π, k = 1, 2, 3, . . . ;

4.1.3 λk = 2πk
l , Xk = sin 2πk

l x, ‖Xk (x)‖2 = l
2 , k = 1, 2, 3, . . . ;

4.1.4 λk = πk, Xk (x) = ex sinπkx, ‖Xk (x)‖2 = e2−1
4 , k = 1, 2, 3, . . . ;

4.1.5 λk = (πk)2 , k = 0, 1, 2, . . . , y0 (x) = 1, yk (x) =
√

2 cosπkx, k = 1, 2, 3, . . . .

4.1.6 λk =

(
πk

2l

)2

, yk (x) =
1√
l

sin
πk(x+ l)

2l
, k = 1, 2, 3, . . . .

4.1.7 λk =

(
k +

1

2

)2

, yk (x) =

√
2

π
sin

(
k +

1

2

)
x, k = 0, 1, 2, . . . .

4.1.8 λk = (2k + 1)2 , yk (x) =
2√
π

cos (2k + 1)x, k = 0, 1, 2, . . . .

4.1.9 λk =
(ωk
l

)2
, yk (x) =

√
2
(
α2l2 + ω2

k

)
l
(
α2l2 + αl + ω2

k

) sin
ωkx

l
, k = 1, 2, 3, . . . ,

мұндағы ωk > 0 трансценденттiк tanω = − ω
αl

теңдеуiнiң k-шы түбiрi.

Үлкен k мәндерiнде: λk ≈
[
π

l

(
k − 1

2

)]2

, yk (x) ≈
√

2

l
sin

π

l

(
k − 1

2

)
x.
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4.1.10 λk =
(ωk
l

)2
, yk (x) =

√
2
(
l2 + β2ω2

k

)
l
(
l2 + lβ + β2ω2

k

) cos
ωkx

l
, k = 1, 2, 3, . . . ,

мұндағы ωk > 0 трансценденттiк tanω =
l

βω
теңдеуiнiң k-шы түбiрi.

Үлкен k мәндерiнде: λk ≈
(
π (k − 1)

l

)2

, yk (x) ≈
√

2

l
cos

π (k − 1)x

l
.

4.1.11 λk = ω2
k, yk (x) =

√
2

1 + β2ω2
k

(βωk cosωkx+ sinωkx) , k = 1, 2, 3, . . . ,

мұндағы ωk > 0 трансценденттiк tanω = −βω теңдеуiнiң k-шы түбiрi.

Үлкен k мәндерiнде: λk ≈
[
π

(
k − 1

2

)]2

, yk (x) ≈
√

2 cosπ

(
k − 1

2

)
x.

4.1.12 λ0 = −1, y0 (x) =
ex√
e sinh 1

;

λk = (πk)2, yk (x) =

√
2

1 + π2k2
(πk cosπkx+ sinπkx) , k = 1, 2, 3, . . ..

Үлкен k мәндерiнде: yk (x) ≈
√

2 cosπkx.

4.1.13 λmn =

(
π(2m+ 1)

2a

)2

+

(
π(2n+ 1)

2b

)2

, m, n = 1, 2, 3, . . . ;

umn (x, y) =
2√
ab

sin
π(2m+ 1)x

2a
· cos

π(2n+ 1)y

2b
, m, n = 1, 2, 3, . . . .

4.1.14 λmn =
(πm
a

)2
+
(πn
b

)2
, m = 1, 2, 3, . . . , n = 0, 1, 2 . . . ;

um0 (x, y) =

√
2

ab
sin

πmx

a
, umn (x, y) =

2√
ab

sin
πmx

a
·cos

πny

b
, m, n = 1, 2, 3, . . . .

4.1.15 λklm =

(
πk

a

)2

+

(
πl

b

)2

+
(πm
c

)2
, k, l,m = 1, 2, 3, . . . ;

uklm (x, y, z) =

√
8

abc
sin

πkx

a
sin

πly

b
sin

πmz

c
, k, l,m = 1, 2, 3, . . . .

4.1.16 (Xk, Xk) = ‖Xk‖2 =
l

2
, k = 1, 2, 3, . . . .
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4.2 Толқын теңдеуi үшiн бастапқы-шеттiк есептер

Бұл бөлiмде толқын теңдеуi үшiн әртүрлi қойылымдағы бастапқы-шеттiк
есептердi Фурье әдiсiн қолданып шешу қарастырылады.

4.2.1 Бiртектi толқын теңдеуi үшiн бастапқы-шеттiк есептер

Бiртектi толқын теңдеуi үшiн нөлдiк (бiртектi) шекаралық шартпен берiлген

utt = a2uxx(x, t), 0 < x < l, t > 0, (4.2.12)

u(0, t) = u(l, t) = 0, t > 0, (4.2.13)

u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x), 0 ≤ x ≤ l (4.2.14)

аралас есептi шешудi қарастырайық.
Бұл (4.2.12)-(4.2.14) есебiн Фурьенiң айнымалыларға жiктеу әдiсiн қолданып

шешемiз. Ол үшiн келесi қадамдары жасаймыз:
1-қадам. Жәй дифференциалдық теңдеулерге ажырату. Бұл

(4.2.12)-(4.2.14) есебiнiң нөлдiк емес шешiмiн фурье әдiсi бойынша

u(x, t) = X (x)T (t) 6= 0 (4.2.15)

түрiнде iздеймiз. Бұдан x және t айнымалылары бойынша

uxx(x, t) = X ′′ (x)T (t), utt(x, t) = X (x)T ′′(t)

екiншi реттi дербес туындыларын есептеп, (4.2.12) теңдеуге қоямыз

X (x)T ′′(t) = a2X ′′ (x)T (t).

Бұл теңдеудi екi жағын (4.2.15) қабылдауымыз бойынша a2X (x)T (t) бөлсек

T ′′(t)

a2T (t)
=
X ′′ (x)

X (x)
(4.2.16)

теңдiгiн аламыз. Бұл теңдiктiң оң жағы тек x айнымалысынан, ал сол жағы
тек t айнымалысынан тәуелдi. Егер бiр айнымалысын тұрақтандырып екiншi
айнымалысын өзгертсек, мәселен x айнымалысын бекiтiп қойып, t айнымалысын
өзгертсек онда оның мәндерi өзгерiссiз болар едi. Демек, (4.2.16) теңдiк екi жағы
қандайда бiр тұрақты санға тең болған жағдайда ғана орындалады, яғни

T ′′(t)

a2T (t)
=
X ′′ (x)

X (x)
= µ. (4.2.17)
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Мұның екi жағын жеке-жеке µ -ға теңестiрiп

T ′′(t)− µa2T (t) = 0 (4.2.18)

X ′′ (x)− µX (x) = 0 (4.2.19)

екi жәй дифференциалдық теңдеулерге жiктеймiз. Мұндағы µ кез-келген
тұрақты сан.

2-қадам. Штурм-Лиувилль есебiн шешу. Ендi (4.2.15) түрдегi iзделiндi
шешiмдi (4.2.13) шекаралық шарттарға қоямыз

u(0, t) = X (0)T (t) = 0, u(l, t) = X (l)T (t) = 0.

Мұнда T (t) 6= 0 болатындықтан ((4.2.15)- қараңыз)

X (0) = 0, X (l) = 0 (4.2.20)

шекаралық шарттары алынады. Демек, X (x) функциясы (4.2.19)-(4.2.20)
есебiнiң нөлдiк емес шешiмi екен. Бұл алынған (4.2.19)-(4.2.20) есебiнiң µ
тұрақтысына сәйкес нөлдiк емес шешiмiн табу - Штурм-Лиувилль есебi деп
аталады. Ал оның µ-ға сәйкес X (x) нөлдiк емес шешiмi меншiктi функциялар,
ал сәйкес сол µ тұрақтылары меншiктi мәндерi деп аталады. Бұл есептiң
шешiмдерi µ тұрақтысына байланысты. Сол жағдайларды қарастырайық:

1. Айталық, µ = 0 болсын. Онда (4.2.19) теңдеудiң жалпы шешiмi

X (x) = C1x+ C2.

Бұған (4.2.20) шарттарды қолдансақ, онда C1 = C2 = 0 болады, демекX (x) ≡ 0
нөлдiк шешiмдi аламыз.

2. µ = λ2 > 0 оң болсын. Онда (4.2.19) теңдеудiң шешiмi

X (x) = C1e
λx + C2e

−λx.

Егер бұған (4.2.20) шарттарды қолдансақ{
C1 + C2 = 0,
C1e

λl + C2e
−λl = 0

теңдеулер жүйесiн аламыз. Бұдан C1 = C2 = 0 болады, яғни бұл жағдайда да
X (x) ≡ 0 нөлдiк шешiмге келемiз.

3. µ = −λ2 < 0 терiс сан болсын. Бұл жағдайда (4.2.19) теңдеудiң жалпы
шешiмi

X (x) = C1 cosλx+ C2 sinλx.

Бұған (4.2.20) шарттарды қолдансақ X (0) = C1 = 0 және X (l) = C2 sinλl = 0
болады. Мұнда егер C2 = 0 болса X (x) ≡ 0 нөлдiк шешiмге келемiз. Сондықтан
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C2 еркiн тұрақты болғандықтан оны ыңғайылық үшiн C2 = 1 деп алып λ табамыз

λk =
πk

l
, k = 1, 2, 3, ... (4.2.21)

Демек, (4.2.19)-(4.2.20) есебiнiң нөлдiк емес шешiмi (Штурм-Лиувилль есебiнiң
меншiктi функциялары) тек µ = −λ2 < 0 терiс сан болған кезде ғана бар болады
екен және олар

Xk (x) = sin
πk

l
x, k = 1, 2, 3, ... (4.2.22)

тең болады.
Ендi жоғарыдағы (4.2.18) жәй дифференциалдық теңдеудiң µ = −λ2

k

меншiктi мәндерiне сәйкес жалпы шешiмiн табамыз

Tk (t) = Ak cos
πk

l
at+Bk sin

πk

l
at, k = 1, 2, . . . (4.2.23)

мұнда Ak, Bk еркiн тұрақты сандар, ал индекс қойылу себебi әрбiр λk үшiн жеке
шешiмдер аламыз. Ал (4.2.15) келiсiм бойынша есептiң әрбiр λk сәйкес

uk (x, t) =

(
Ak cos

πk

l
at+Bk sin

πk

l
at

)
sin

πk

l
x, k = 1, 2, . . .

дербес шешiмдерiн аламыз. (4.2.12)-(4.2.14) есебi сызықты болғандықтан,
суперпозиция қағидасы бойынша жалпы шешiмi

u (x, t) =

∞∑
k=1

(
Ak cos

πk

l
at+Bk sin

πk

l
at

)
sin

πk

l
x. (4.2.24)

Мұндағы Ak, Bk еркiн тұрақтыларын анықтау үшiн есептегi (4.2.14) бастапқы
шарттарды қолданамыз, яғни (4.2.24) өрнекке t = 0 мәнiн қойсақ

u (x, 0) =
∞∑
k=1

Ak sin
πk

l
x

болады, ал екiншi жағынан (4.2.14) бойынша u (x, 0) = ϕ(x). Демек, соңғы екi
теңдiктен

∞∑
k=1

Ak sin
πk

l
x = ϕ(x). (4.2.25)

Ендi (4.2.24) өрнектен t бойынша дербес туындысын

∂u (x, t)

∂t
=
∞∑
k=1

(
−πka

l
Ak sin

πk

l
at+

πka

l
Bk cos

πk

l
at

)
sin

πk

l
x (4.2.26)
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анықтап, t = 0 мәнiн қойсақ

ut (x, 0) =
∞∑
k=1

πka

l
Bk sin

πk

l
x

теңдiгiне келемiз. Ал (4.2.14) екiншi шарты бойынша ut (x, 0) = ψ(x). Демек,
∞∑
k=1

πka

l
Bk sin

πk

l
x = ψ(x). (4.2.27)

Екiншi жағынан бұл алынған (4.2.25), (4.2.27) теңдiктер сәйкес ϕ (x) , ψ(x)
функцияларының синус бойынша Фурье қатарына жiктелулерi. Олай болса,
математикалық анализ курсынан белгiлi7 Фурье қатарына жiктеу теориясы
бойынша, Ak, Bk Фурье коэффициенттерiн сәйкес

Ak =
2

l

l∫
0

ϕ(x) sin
kπx

l
dx, Bk =

2

πka

l∫
0

ψ(x) sin
kπx

l
dx (4.2.28)

формулаларымен анықтаймыз.
Олай болса, (4.2.12)-(4.2.14) бастапқы-шеттiк есептiң шешiмi әзiрше

формалды түрде (4.2.24) қатарымен өрнектеледi және ондағы Ak, Bk
коэффициенттерi (4.2.28) интегралдарымен есептелiнедi. Ендi осы формалдық
қай кезде қисынды болатындығын тексерейiк.

3-қадам. (4.2.24) шешiмдi тексеру.
1. Алдымен формалды түрде құрылған (4.2.24) функционалдық қатарды

бiрқалыпты жинақтылыққа зерттейiк. Ол келесi түрдегi сандық қатарға
мажорантталанады

∞∑
k=1

(
|Ak|+

|Bk|
k

)
. (4.2.29)

Бұл қатардың жинақты болуы үшiн

ϕ(x) ∈ C1[0, l], ϕ(0) = ϕ(l) = 0, ψ(x) ∈ C[0, l]. (4.2.30)

орындалуы жеткiлiктi.
2. Бастапқы шарт орынды болуы үшiн (4.2.25) қатардың бiрқалыпты

жинақтылығы қажет. Ол үшiн оны мажоранттайтын
∞∑
k=1

(k |Ak|+ |Bk|)

7Мәселен, ϕ (x) функциясының Фурье қатарына жiктелуi ϕ (x) =

∞∑
k=1

ϕk sin
πk

l
x болса, онда

Фурье коэффициентi ϕk = 2
l

l∫
0

ϕ (x) sin
πk

l
xdx, k = 1, 2, ....
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сандық қатары жинақты болуы жеткiлiктi. Ал бұл қатар жинақталуы үшiн

ϕ(x) ∈ C2[0, l], ϕ(0) = ϕ(l) = 0, ψ(x) ∈ C1[0, l], ψ(0) = ψ(l) = 0 (4.2.31)

шартының орындалуы жеткiлiктi.
3. Ендi (4.2.24) қатарының әрбiр мүшесi x және t бойынша екi рет

дифференциалданғаны керек. Ол үшiн

∞∑
k=1

(
k2 |Ak|+ k |Bk|

)
қатардың жинақталуы жеткiлiктi. Бұл қатардың жинақталуы үшiн

ϕ(x) ∈ C3[0, l], ϕ(0) = ϕ(l) = 0, ϕ′′(0) = ϕ′′(l) = 0,

ψ(x) ∈ C2[0, l], ψ(0) = ψ(l) = 0.
(4.2.32)

орындалуы жеткiлiктi. Бұл (4.2.32) шарт жоғарыдағы (4.2.30)-(4.2.31)
шарттарды жалпылайды.

Қорытынды. Жоғарыдағы формалды түрде құрылған (4.2.24) қатар
(4.2.12)-(4.2.14) есебiнiң шешiмi болуы үшiн ϕ және ψ функциялары (4.2.32)
шартын қанағаттандыруы қажеттi.

Ескерту 4.2.1 Егер жоғарыдағы (4.2.13) Дирихле шарттарының орнында
Нейман шарты немесе үшiншi шекаралық шарттар берiлсе, онда меншiктi
мәндер мен меншiктi функциялары өзгешелiкте болады. Ал қалған қадамдар
дәл осындай жолмен жүрiледi.

Мәселен, шекаралық шарттар

u (0, t) = 0, ux (l, t) = 0,
ux (0, t) = 0, u (l, t) = 0,
ux (0, t) = 0, ux (l, t) = 0,

түрдегi шарттардың бiрiмен берiлсе, онда оларға сәйкес меншiктi мәндер мен
меншiктi функциялар:

λk =
(2k + 1)π

2l
, Xk = sin

(2k + 1)

2l
πx, k = 0, 1, ...

λk =
(2k + 1)π

2l
, Xk = cos

(2k + 1)

2l
πx, k = 0, 1, ...

λk =
πk

l
, Xk = cos

πk

l
x, k = 0, 1, ...

Мысал 4.2.1 Бiртектi толқын теңдеуi үшiн бастапқы–шеттiк есебiн
шешiңiз.
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utt = 4uxx, 0 < x < 1, t > 0

u(0, t) = u(1, t) = 0, t > 0,

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = x− x2, 0 ≤ x ≤ 1.

Шешуi. Мұнда шекаралық шарттар Дирихле шартымен берiлгендiктен,
сәйкес меншiктi сандар мен меншiктi функциялар

λk =
πk

l

∣∣∣∣
l=1

= πk, Xk (x) = sinπkx, k = 1, 2, 3, ...

болады. Сондай ақ, l = 1, a = 2, ϕ (x) = 0, ψ (x) = x(1−x) болғандықтан (4.2.28)
формуладан Ak = 0, ал Bk коэффициентi келесi түрде есептелiнедi:

Bk =
1

πk

1∫
0

(x− x2) sin kπxdx =

∣∣∣∣∣ u = (x− x2), du = (1− 2x) dx,

dv = sin kπxdx, v = −cos kπx

kπ

∣∣∣∣∣ =

1

πk

− cos kπx

kπ
(x− x2)

∣∣∣∣1
0

+
1

kπ

1∫
0

(1− 2x) cos kπxdx

 =

∣∣∣∣∣ u = 1− 2x, du = −2dx,

dv = cos kπxdx, v =
sin kπx

kπ

∣∣∣∣∣ = (1− 2x)
sin kπx

(kπ)3

∣∣∣∣1
0

+
2

k3π3

1∫
0

sin kπxdx =

−2 cos kπx

(kπ)4

∣∣∣∣1
0

= − 2

k4π4

(
(−1)k − 1

)
=

 0, k = 2n,
4

(2n+ 1)4π4
, k = 2n+ 1.

Олай болса, (4.2.24) бойынша шешiм:

u (x, t) =

∞∑
n=0

4

(2n+ 1)4 π4
sin 2π (2n+ 1) t · sinπ (2n+ 1)x.

Мысал 4.2.2 Бiртектi толқын теңдеуi үшiн бастапқы–шеттiк есебiн
шешiңiз.

utt = 81uxx, 0 < x <
5

2
, t > 0,

u (0, t) = 0, u′x

(
5

2
, t

)
= 0, t > 0,

u(x, 0) = π sin 3πx, ut(x, 0) = 9π sinπx, 0 ≤ x ≤ 5

2
.

Шешуi. Мұндай шекаралық шарттарға сәйкес меншiктi сандар мен
меншiктi функциялар

λk =
(2k + 1)π

2l

∣∣∣∣
l= 5

2

=
(2k + 1)π

5
, Xk = sin

(2k + 1)π

5
x, k = 0, 1, ...
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Ал (4.2.24) бойынша шешiмдi

u (x, t) =

∞∑
k=0

(
Ak cos

9(2k + 1)π

5
t+Bk sin

9(2k + 1)π

5
t

)
sin

(2k + 1)π

5
x

түрде iздеймiз. Мұндағы Ak, ал Bk коэффициенттерiн табу үшiн бастапқы
шарттарды қолданамыз. u(x, 0) = π sin 3πx шарты бойынша

u (x, 0) =

∞∑
k=0

Ak sin
(2k + 1)π

5
x = π sin 3πx.

Бұдан, меншiктi функциялардың ортогоналдық қасиетiн ескерiп, фурье
коэффициенттерi ретiнде Ak, коэффициенттерiн есептеймiз:

Ak =
4

5

5
2∫

0

π sin 3πx · sin (2k + 1)π

5
xdx =

{
π, k = 7,
0, k 6= 7.

Ал ut(x, 0) = 9π sinπx екiншi бастапқы шарты бойынша

ut (x, 0) =

∞∑
k=0

9(2k + 1)π

5
Bk sin

(2k + 1)π

5
x = 9 sinπx.

Бұдан

(2k + 1)π

5
Bk =

4

5

5
2∫

0

π sinπx · sin (2k + 1)π

5
xdx =

{
π, k = 2,
0, k 6= 2.

немесе Bk =

{
1, k = 2,
0, k 6= 2.

Демек, шешiм u (x, t) = sin 9πt sinπx+ π cos 27πt sin 3πx.

4.2.2 Бiртектi емес толқын теңдеуi үшiн бiртектi
шекаралық шартты бастапқы-шеттiк есептер

Бiртектi шекаралық шарттармен берiлген, бiртектi емес толқын теңдеу үшiн
қойылған бастапқы-шеттiк есебiн қарастыралық:

utt = a2uxx + f (x, t) , 0 < x < l, t > 0, (4.2.33)

u (0, t) = u (l, t) = 0, t > 0, (4.2.34)

u (x, 0) = ϕ (x) , ut (x, 0) = ψ (x) , 0 ≤ x ≤ l. (4.2.35)
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Бұл есептiң шешiмiн (4.2.34) шекаралық шартына сәйкес Штурм-Лиувилль
есебiнiң меншiктi функциясы (бiздiң жағдайда олар Xk = sin πk

l x, 91–беттегi
№1–кестенi қараңыз) бойынша Фурье қатары түрiнде iздеймiз:

u (x, t) =
∞∑
k=1

Tk (t) sin
πk

l
x (4.2.36)

мүндағы Tk (t) белгiсiз функциялар. Оларды анықтау үшiн алдымен есептегi
белгiлi f (x, t), ϕ (x) , ψ(x) функцияларын меншiктi функциялар бойынша
Фурье қатарына жiктеймiз, яғни:

f (x, t) =

∞∑
k=1

fk (t) sin
πk

l
x, fk (t) =

2

l

l∫
0

f (x, t) sin
πk

l
xdx, k = 1, 2, ... (4.2.37)

ϕ (x) =
∞∑
k=1

ϕk sin
πk

l
x, ϕk =

2

l

l∫
0

ϕ (x) sin
πk

l
xdx, k = 1, 2, ... (4.2.38)

ψ (x) =

∞∑
k=1

ψk sin
πk

l
x, ψk =

2

l

l∫
0

ψ (x) sin
πk

l
xdx, k = 1, 2, ... (4.2.39)

Ендi (4.2.36) қатардың (әзiрше формальды түрде) t және x айнымалылары
бойынша екiншi реттi дербес туындыларын тауып, (4.2.37) қатармен бiрге
(4.2.33) теңдеуге қойсақ:

∞∑
k=1

T ′′k (t) sin
πk

l
x+

∞∑
k=1

(
aπk

l

)2

Tk (t) sin
πk

l
x = f(x, t) =

∞∑
k=1

fk (t) sin
πk

l
x.

Бұдан

T ′′k (t) +

(
aπk

l

)2

Tk (t) = fk (t) , k = 1, 2, 3, ... (4.2.40)

екiншi реттi бiртектi емес жай дифференциалдық теңдеулерiн аламыз. Ендi
(4.2.36) қатарды (4.2.35) бастапқы шарттарға қойсақ, онда (4.2.38), (4.2.39)
жiктелулерi бойынша

u (x, 0) =

∞∑
k=1

Tk (0) sin
πk

l
x = ϕ (x) =

∞∑
k=1

ϕk sin
πk

l
x,

ut (x, 0) =
∞∑
k=1

T ′k (0) sin
πk

l
x = ψ (x) =

∞∑
k=1

ϕk sin
πk

l
x
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теңдiктерiн аламыз. Ал бұл теңдiктерден (4.2.40) теңдеу үшiн

Tk (0) = ϕk, T
′
k (0) = ψk, k = 1, 2, 3, ... (4.2.41)

бастапқы шарттарын аламыз. Бұл (4.2.40)-(4.2.41) Коши есебi жәй
дифференциалдық теңдеулер теориясынан белгiлi бiрмәндi шешiледi. Олай
болса Tk (t) функцияларын анықтап, (4.2.36) қатарға қойсақ, iзделiндi u (x, t)
шешiмдi бiрмәндi анықтаймыз.

Мұнда байқағанымыз, фурье әдiсiнiң қолдану мағынасы (4.2.34) шекаралық
шарттарға тiкелей байланысты. Егер (4.2.34) шарттың орнында Нейман, немесе
аралас шекаралық шарттар болса, онда (4.2.36)-(4.2.39) өрнектер бұларға сәйкес
меншiктi функциялар бойынша өзгередi.
Кейде (4.2.33)-(4.2.35) есебiн редукция әдiсi арқылы бiртектi бастапқы
шарттармен қойылған бiртектi емес теңдеу үшiн аралас есеппен, теңдеуi
бiртектi, бiрақ бастапқы шарттары бiртектi емес есептерге жiктеп шешу кейбiр
есептеулердi ((4.2.40)-(4.2.41) есебiн) жеңiлдетедi.

Мысал 4.2.3 Келесi бiртектi емес толқын теңдеуi үшiн бастапқы-шеттiк
есептi шеш.

utt = uxx +
2x

π
(1− 3t)− 2, t ∈ (0,∞), x ∈ (0, π),

u(0, t) = u(π, t) = 0, t ∈ (0,∞),

u(x, 0) = 0, ut (x, 0) = sinx, x ∈ [0, π] .

Шешуi. Шекаралық шарттарға сәйкес меншiктi функциялар Xk = sin kx. Олай
болса шешiмдi

u (x, t) =
∞∑
k=1

Tk (t) sin kx (4.2.42)

түрiнде iздеймiз. Алдымен f(x, t) = 2x
π (1− 3t) − 2, ϕ(x) = 0, ψ(x) = sinx

функцияларын Фурье қатарына жiктеп, (4.2.37)-(4.2.39) формулалары бойынша
Фурье коэффициенттерiн есептеймiз:

f (x, t) =
2x

π
(1− 3t)− 2 =

∞∑
k=1

fk (t) sin kx,

fk (t) =
2

π

π∫
0

(
2x

π
(1− 3t)− 2

)
sin kx =

4

πk

[
3 (−1)k t− 1

]
, k = 1, 2, ...,

ψ (x) = sinx =
∞∑
k=1

ψk sin kx,
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ψk =
2

π

π∫
0

sinx sin kx =

{
1, k = 1,
0, k 6= 1,

ϕk = 0.

Бұларды берiлген есепке қойсақ, нәтижеде

T ′′k (t)+k2Tk (t) =
4

πk

[
3 (−1)k t− 1

]
, Tk (0) = 0, T ′k (0) = 0, k = 2, 3, ..., (4.2.43)

T ′′1 (t) + T1 (t) = − 4

π
[3t+ 1] , T1 (0) = 0, T ′1 (0) = 1 (4.2.44)

Коши есептерiн аламыз.
(4.2.43) есептi жеке қарастырайық. (4.2.43) теңдеудiң жалпы шешiмi

Tk(t) = T 0
k + T̃k(t)

болады, мұндағы T 0
k оған сәйкес бiртектi теңдеуiнiң жалпы шешiмi

T 0
k (t) = C1 cos kt+ C2 sin kt,

ал T̃k(t) бiр дербес шешiмi. Оны T̃k(t) = at+b түрiнде iздеймiз және оны теңдеуге
қойып, a, b белгiсiз тұрақтыларын анықтап, дербес шешiмiн табамыз, яғни

a =
12(−1)k

πk3
, b =

4

πk3
⇒ T̃k(t) =

4

πk3

(
3(−1)kt− 1

)
.

Демек, (4.2.43) теңдеудiң жалпы шешiмi

Tk(t) = C1 cos kt+ C2 sin kt+
4

πk3

(
3(−1)kt− 1

)
.

Бұған, бастапқы шарттарды қолданып, (4.2.43) Коши есебiнiң шешiмiн аламыз

Tk(t) =
4

πk3

[
cos kt− 3(−1)k

k
sin kt+ 3(−1)kt− 1

]
, k = 2, 3, .... (4.2.45)

Дәл осылайша, (4.2.44) есептiң шешiмiн тапсақ

T1(t) = sin t+
4

π
[cos t+ 3 sin t− 3t− 1] . (4.2.46)

Бұл анықталған (4.2.45), (4.2.46) шешiмдердi жоғарыдағы (4.2.42) қатарға
қойып, k бойынша бiрiктiрiп ықшамдасақ, iзделiндi шешiмдi аламыз

u(x, t) = sin t sinx+
4

π

∞∑
k=1

1

k3

[
cos kt− 3(−1)k

k
sin kt+ 3(−1)kt− 1

]
sin kx.
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4.2.3 Толқын теңдеуi үшiн жалпы түрде қойылған бастапқы
шеттiк есептер

Бiртектi емес шекаралық шарттармен берiлген, бiртектi емес толқын теңдеуi
үшiн жалпы түрде қойылған келесi бастапқы–шеттiк есептi қарастырайық:

utt = a2uxx + F (x, t) , 0 < x < l, t > 0 (4.2.47)

u (0, t) = µ (t) , u (l, t) = ν (t) , t > 0 (4.2.48)

u (x, 0) = Φ (x) , ut (x, 0) = Ψ (x) , 0 ≤ x ≤ l. (4.2.49)

Бұл есептi шешу әдiсiнiң басты мақсаты (4.2.48) шекаралық шарттарды
бiртектi түрге келтiру арқылы жоғарыдағы (4.2.33)-(4.2.35) тәрiздi есебiн алу.
Ол үшiн шешiмдi

u (x, t) = v (x, t) + ω (x, t) (4.2.50)

түрде iздеймiз. Мұндағы ω (x, t) функциясы (4.2.48) бертектi емес

ω (0, t) = µ (t) , ω (l, t) = ν (t) ,

шекаралық шартты қанағаттандыратын еркiн түрде таңдап алынған функция.
Бұл (4.2.50) түрдегi шешiмдi берiлген (4.2.47)-(4.2.48) есебiне қойсақ, нәтижеде
белгiсiз v (x, t) функциясына қатысты бiртектi шекаралық шартпен берiлген

vtt = a2vxx + f (x, t) , 0 < x < l, t > 0
v (0, t) = v (l, t) = 0, t > 0
v (x, 0) = ϕ (x) , vt (x, 0) = ψ (x) , 0 ≤ x ≤ l,

(4.2.51)

бастапқы-шеттiк есебiн аламыз. Мұндағы

f (x, t) = F (x, t)−[ωtt−a2ωxx], ϕ (x) = Φ (x)−ω (x, 0) , ψ (x) = Ψ (x)−ωt (x, 0) .

Бұл (4.2.51) есеп алдыңғы пункте қарастырылған (4.2.33)-(4.2.35) есебi тәрiздi.
Олай болса, жоғарыда көрсетiлген әдiстер бойынша оның шешiмiн тауып, ω (x, t)
функциясын қоссақ (4.2.47)-(4.2.49) есебiнiң шешiмiн аламыз.

Ескерту 4.2.2 Жоғарыдағы (4.2.48) шарттар үшiн ω (x, t) функциясын

ω (x, t) = µ (t) +
x

l
(ν (t)− µ (t))

түрде алуға болады.
Егер (4.2.48) шарттың орнында Нейман немесе басқада шекаралалық

шарттар болса, онда басқа да жолмен ω (x, t) функциясын қалауымызша таңдап
аламыз.
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Мысал 4.2.4 Келесi бiртектi емес шарттармен берiлген толқын теңдеуi
үшiн бастапқы-шеттiк есептi шеш.

utt = a2uxx, 0 < x < π, t > 0, (4.2.52)

u (0, t) = t2, u (l, t) = t3, t > 0, (4.2.53)

u (x, 0) = 0, ut (x, 0) = sinx, 0 ≤ x ≤ π. (4.2.54)

Шешiмдi u (x, t) = v (x, t)+ω (x, t) түрде iздеймiз. Мұнда ω (x, t) функциясын

ω (x, t) =
(

1− x

π

)
t2 +

x

π
t3

түрде таңдап алуға болады (4.2.2-Ескертудi қараңыз). Олай болса

u (x, t) = v (x, t) +
(

1− x

π

)
t2 +

x

π
t3

берiлген есепке қойып, v (x, t) функциясы үшiн

vtt = vxx +
2x

π
(1− 3t)− 2, t ∈ (0,∞), x ∈ (0, π),

v(0, t) = v(π, t) = 0, t ∈ (0,∞),

v(x, 0) = 0, vt (x, 0) = sinx, x ∈ [0, π] .

есебiн аламыз. Бұл есеп жоғарыдағы 4.2.3–мысалда қарастырылған және оның
шешiмi

v(x, t) = sin t sinx+
4

π

∞∑
k=1

1

k3

[
cos kt− 3(−1)k

k
sin kt+ 3(−1)kt− 1

]
sin kx.

Олай болса, iзделiндi шешiм

u(x, t) =
(

1− x

π

)
t2 +

x

π
t3 + sin t sinx+

4

π

∞∑
k=1

1

k3

[
cos kt− 3(−1)k

k
sin kt+ 3(−1)kt− 1

]
sin kx.
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4.2.4 Толқын теңдеуi үшiн стационарлы бiртектi емес бастапқы-
шеттiк есептер

Егер (4.2.47)-(4.2.49) есептiң берiлгендерi уақыттан тәуелсiз функциялар болса,
мұндай есеп стационарлы бiртектi емес есеп деп талады және оны төмендегi
түрде шешу жеңiл болады.

Есептiң қойылымы:

utt = a2uxx + f (x) , 0 < x < l, t > 0, (4.2.55)

u (0, t) = u1 = const, u (l, t) = u2 = const, t > 0, (4.2.56)

u (x, 0) = ϕ (x) , ut (x, 0) = ψ (x) , 0 ≤ x ≤ l. (4.2.57)

Шешуi. Есептiң шешiмiн

u (x, t) = v (x, t) + q (x) (4.2.58)

түрiнде iздеймiз. Мұның қажеттi utt = vtt, uxx = vxx + q′′ (x) туындыларын
тауып, (4.2.55)-(4.2.57) есепке қойсақ

vtt = a2vxx + a2q′′ + f (x) , 0 < x < l, t > 0,
v (0, t) = u1 − q (0) , v (l, t) = u2 − q (l) , t > 0,
v (x, 0) = ϕ (x)− q (x) , vt (x, 0) = ψ (x) , 0 ≤ x ≤ l

(4.2.59)

есебiн аламыз. Бұл есеп сызықты болғандықтан, оны келесi екi есепке
ажыратамыз, яғни q (x) функциясы

a2q′′ + f (x) = 0, q (0) = u1, q (l) = u2 (4.2.60)

жәй дифференциалдық теңдеуi үшiн шеттiк есептiң шешiмi, ал v (x, t)
функциясы

vtt = a2vxx, 0 < x < l, t > 0,
v (0, t) = v (l, t) = 0, t > 0,
v (x, 0) = ϕ (x)− q (x) , vt (x, 0) = ψ (x)− q (x) , 0 ≤ x ≤ l,

(4.2.61)

бастапқы–шеттiк есептiң шешiмi. Алдымен (4.2.60) есептiң q (x) шешiмiн
анықтап, оны (4.2.61) есептегi бастапқы шарттарға қойып, 4.2.1–бөлiмдегiдей
v (x, t) шешiмiн табамыз. Бұл екi есептiң шешiмiн қосып, iзделiндi есептiң
шешiмiн аламыз.

Мысал 4.2.5 Келесi стацинорлы бiртектi емес толқын теңдеуi үшiн
бастапқы-шеттiк есептi шеш.
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
utt = uxx − 9 sin

3x

2
, 0 < x < π, t > 0,

u (0, t) = 1, ux (π, t) = 1, t > 0,
u (x, 0) = x+ 1, ut (x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ π

Жоғарыды айтылғандайын, шешiмдi u (x, t) = v (x, t)+q (x) түрiнде iздеймiз,
мұнда

q (x) : q′′ − 9 sin
3x

2
= 0, q (0) = 1, q′ (π) = 1.

есептiң шешiмi және оны төмендегiше анықтаймыз:

q′′ = 9 sin
3x

2
⇒ q′ = −6 cos

3x

2
+ c1 ⇒

q (x) = −4 sin
3x

2
+ c1x+ c2 ⇒ q (0) = c2 = 1, q′ (π) = c1 = 1

q (x) = −4 sin
3x

2
+ x+ 1.

Ал v (x, t) функциясы

vt = vxx, 0 < x < π, t > 0,
v (0, t) = vx (π, t) = 0, t > 0,

v (x, 0) = x+ 1− q(x) = 4 sin
3x

2
, vt(x, 0) = 0.

есептiң шешiмi. Алдыңғы бөлiмдегiдей оның шешiмiн тапсақ

v (x, t) = 4 cos
3t

2
sin

3x

2
.

Демек, берiлген есептiң шешiмi

u (x, t) = 4

(
cos

3t

2
− 1

)
sin

3x

2
+ x+ 1.

4.2.5 Жаттығулар

Жоғарыдағы әдiстердi қолданып, келесi тербелiс теңдеуi үшiн бастапқы–
шеттiк есептердi шешiңiздер.

4.2.1


utt = a2uxx, 0 < x < l, t > 0;
u (0, t) = u (l, t) = 0, t > 0;
u (x, 0) = 0, ut (x, 0) = sin 2πx

l , 0 ≤ x ≤ l.

4.2.2


utt = 16uxx, 0 < x < 8, t > 0;
u (0, t) = 0, u (8, t) = 0, t > 0;
u(x, 0) = 31 sinπx, ut(x, 0) = 4π sinπx, 0 ≤ x ≤ 8.
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4.2.3


utt = a2uxx, 0 < x < l, t > 0,
u (0, t) = ux (l, t) = 0, t > 0,
u (x, 0) = sin 5πx

2l , ut (x, 0) = sin πx
2l , 0 ≤ x ≤ l.

4.2.4


utt = a2uxx, 0 < x < l, t > 0,
ux (0, t) = ux (l, t) = 0, t > 0,
u (x, 0) = x, ut (x, 0) = 1, 0 ≤ x ≤ l;

4.2.5


utt = 36uxx, 0 < x < 4, t > 0,
u (0, t) = 4t, u (4, t) = 8t, t > 0,
u (x, 0) = 0, ut (x, 0) = 24π sin 4πx+ 4 + x, 0 ≤ x ≤ 4;

4.2.6


utt = uxx, 0 < x < π, t > 0,
u (0, t) = t, ux (π, t) = 1, t > 0,
u (x, 0) = sin x

2 , ut (x, 0) = 1, 0 ≤ x ≤ π;

4.2.7


utt = 2uxx − u, 0 < x < π, t > 0,
ux (0, t) = ux (π, t) = 0, t > 0,
u (x, 0) = 0, ut (x, 0) = 4 sin4 x, 0 ≤ x ≤ π;

4.2.8


utt = a2uxx +Ae−t sin πx

l , 0 < x < l, t > 0,
u (0, t) = u (l, t) = 0, t > 0,
u (x, 0) = ut (x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ l.

4.2.9


utt = a2uxx + sin 2t, 0 < x < l, t > 0,

ux (0, t) = 0, ux (l, t) =
2

a
sin 2l

a sin 2t, t > 0,

u (x, 0) = 0, ut (x, 0) = −2 cos 2x
a , 0 ≤ x ≤ l;

4.2.10


utt = ∆u(x, y, t), 0 < x < π, 0 < y < π, t > 0,
u (0, y, t) = u (π, y, t) = u (x, 0, t) = u (x, π, t) = 0, t > 0,
u (x, y, 0) = 3 sinx sin 2y, ut (x, y, 0) = 5 sin 3x sin 4y, 0 ≤ x, y ≤ π.

4.2.11


utt = a2uxx, 0 < x < l, t > 0,
ux (0, t) = 0, ux (l, t) + hu (l, t) = 0, h > 0, t > 0,
u (x, 0) = 0, ut (x, 0) = 1, 0 ≤ x ≤ l;

4.2.12


utt = 9uxx, 0 < x < 2, t > 0,
u (0, t) = −8, u (2, t) = 2, t > 0,
u (x, 0) = sin 6πx− 8 + 5x, ut (x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ 2;

4.2.13 Ұштары мықтап бекiтiлген, ұзындығы l - шектiң көлденең
тербелiсiнiң есебiн шешiңiз, егер ол бастапқы мезетте тыныштық жағдайда
болса (u(x, 0) = 0) және бастапқы жылдамдығы

ut(x, 0) =

{
v0, егер x ∈ [α, β]
0, егер x∈ [α, β]
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формуламен берiлсе, мұндағы 0 ≤ α < β ≤ l, v0 = const.

4.2.14 Шекарасында мықтап бекiтiлген (0 ≤ x ≤ p, 0 ≤ y ≤ p) квадрат
мeмбрананың еркiн тербелiсiнiң есебiн шешiңiз, егер бастапқы жағдайы мен
бастапқы жылдамдығы u(x, y, 0) = A sin πx

p sin πy
p , ut(x, y, 0) = 0 белгiлi болса.

4.2.15


utt − 2ut = uxx + 4t (sinx− x) , 0 < x < π

2 , t > 0,
u (0, t) = 3, ux

(
π
2 , t
)

= t2 + t, t > 0,
u (x, 0) = 3, ut (x, 0) = x+ sinx, 0 ≤ x ≤ π

2 ;

4.2.6 Жауаптары

4.2.1 u (x, t) = l
2aπ sin 2πx

l sin 2aπt
l .

4.2.2 u(x, t) = 31 cos 4πt sinπx+ sin 4πt sinπx.

4.2.3 u (x, t) = 2l
aπ sin πx

2l sin aπt
2l + sin 5πx

2l cos 5aπt
2l .

4.2.4 u (x, t) = t+
l

2
− 4l

π2

∞∑
k=0

1

(2k + 1)2 cos
a (2k + 1)πt

l
cos

(2k + 1)πx

l

4.2.5 u (x, t) = 4t+ xt+ sin 24πt sin 4πx.

4.2.6 u (x, t) = x+ t+ cos
t

2
sin

x

2
− 8

π

∞∑
k=0

(−1)k

(2k + 1)2 cos
(2k + 1) t

2
sin

(2k + 1)x

2
.

4.2.7 u (x, t) = 3
2 sin t− 2

3 sin 3t cos 2x+ 1
2
√

33
sin
√

33t cos 4x.

4.2.8 u (x, t) = A

1+(aπl )
2

(
e−t − cos aπtl + l

aπ sin aπt
l

)
sin πx

l .

4.2.9 u (x, t) =
t

2
−
(

1

4
+ cos

2x

a

)
sin 2t

4.2.10 u (x, t) = 3 cos
√

5t sinx sin 2y + sin 5t sin 3x sin 4y.

4.2.11 u (x, t) =
2h

a

∞∑
1

√
h2 + λk

λk (l (h2 + λk) + h)
sin a

√
λkt cos

√
λkx, мұндағы λk

сандары
√
λtg
√
λl = h теңдеуiнiң оң түбiрлерi.

4.2.12 u (x, t) = 5x− 8 + cos 18πt sin 6πx.

4.2.13 u(x, t) =
2lv0

π2a

∞∑
k=1

cos kπαl − cos kπβl
k2

sin
kπx

l
sin

kπat

l
.
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4.2.14 u(x, y, t) = A cos
aπ
√

2

p
t sin

πx

p
sin

πy

p
.

4.2.15 u (x, t) = 3 + x
(
t+ t2

)
+
(
5tet − 8et + 4t+ 8

)
sinx.
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4.3 Жылу өткiзгiш теңдеуi үшiн бастапқы-шеттiк
есептер

Бұл бөлiмде Фурье әдiсiн қолданып жылу өткiзгiш үшiн әртүрлi қойылымдағы
бастапқы-шеттiк есептердi шешу қарастырылады.

4.3.1 Бiртектi жылу өткiзгiш теңдеуi үшiн Фурье әдiсi.

Бiр өлшемдi (1D) жылу өткiзгiш теңдеуi үшiн бiртектi бiрiншi шекаралық
(Дирихле) шартымен берiлген

ut = a2uxx, 0 < x < l, t > 0, (4.3.62)

u (0, t) = u (l, t) = 0, t > 0 (4.3.63)

u (x, 0) = ϕ (x) , 0 ≤ x ≤ l (4.3.64)

бастапқы-шеттiк есептiң u (x, t) ∈ C2,1
x,t (Qt) ∩ C(Qt) шешiмiн табу керек.

Бұл есептi шешу үшiн Фурьенiң айнымалылар бойынша жiктеу әдiсiн
қолданамыз, яғни u (x, t) 6= 0 нөлдiк емес шешiмдi

u (x, t) = T (t)X (x) 6= 0 (4.3.65)

түрiнде iздеймiз. Бұдан

ut = T
′
(t)X (x) , ux = T (t)X

′
(x) , uxx = TX

′′
(x)

туындыларын тауып, (4.3.62) теңдеуге қойсақ

T ′ (t)X (x) = a2T (t)X ′′ (x) ⇒ T ′ (t)

a2T (t)
=
X ′′(x)

X (x)
= −λ2

немесе

T ′ (t) + (aλ)2 T = 0 (4.3.66)

және

X ′′ (x) + λ2X (x) = 0 (4.3.67)

екi жәй дифференциалдық (ЖДТ) теңдеуге ажыратамыз. (4.3.65)–шешiмдi
(4.3.63) шекаралық шарттарға қойсақ:

u (0, t) = X (0)T (t) = 0, u (l, t) = X (l)T (t) = 0 ⇒
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X (0) = 0, X (l) = 0 (4.3.68)

шарттарын аламыз. Бұл (4.3.67)-(4.3.68) – Штурм-Лиувиль есебi. Оның
меншiктi мәндерi мен меншiктi функциялары

λk =
πk

l
, Xk (x) = sin

πk

l
x, k = 1, 2, 3, . . . . (4.3.69)

Ал (4.3.66) бiрiншi реттi ЖДТ теңдеудiң жалпы шешiмi

Tk (t) = Ce−a
2λ2t

немесе λk =
πk

l
болғандықтан

Tk (t) = Cke
−a2(πkl )

2
t, k = 1, 2, 3, . . . . (4.3.70)

Мұндағы Ck–белгiсiз еркiн тұрақты сандар. Демек, дербес шешiмдерi

uk (x, t) = Cke
−a2(πkl )

2
t sin

πk

l
x,

ал суперпозиция қағидасы бойынша есептiң жалпы шешiмi

u (x, t) =
∞∑
k=1

Cke
−a2(πkl )

2
t sin

πk

l
x. (4.3.71)

Мұндағы Ck тұрақтыларын (4.3.64) бастапқы шартты қолданып анықтаймыз

u (x, 0) =

∞∑
k=1

Ck sin
πk

l
x = ϕ (x) .

Соңғы өрнек, екiншi жағынан ϕ (x) функциясының
{

sin
πk

l
x

}
бойынша Фурье

қатарына жiктелуiн бередi. Олай болса Ck Фурье коэффиценттерi:

Ck =
2

l

l∫
0

ϕ(x) sin
πk

l
xdx, k = 1, 2, 3, . . . . (4.3.72)

Бұл Ck мәндерiн анықтап, (4.3.71) өрнекке қойсақ (4.3.62)-(4.3.64) аралас есебiнiң
шешiмiн аламыз.

Теорема 4.3.1 Егер ϕ (x) ∈ C[0, l], ϕ′ (x) − Q̄ облысында бөлiктi үзiлiссiз,
ϕ (0) = ϕ (l) = 0 болса, онда (4.3.71) қатар Q = {t ≥ 0, 0 ≤ x ≤ l}
облысында бiрқалыпты және абсолюттi жинақталады және (4.3.62)-(4.3.64)
есептi қанағаттандырады ([]-қараңыз).
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Ескерту 4.3.1 Жоғарыдағы (4.3.63) Дирихле шарттарының орнында Нейман
шарты немесе үшiншi шекаралық шарттар берiлсе, онда да есеп дәл осындай
жолмен шығарылады, тек меншiктi мәндер мен меншiктi функциялары
өзгешелiкте болады.

Мысал 4.3.1 Келесi есептi шешiңiз:
ut − uxx = 0, 0 < x < 1, t > 0,
u (0, t) = u (l, t) = 0, t > 0,
u (x, 0) = 10 sinπx, 0 ≤ x ≤ 1.

(4.3.73)

Шешуi. Мұнда a = 1, l = 1, ϕ (x) = 10 sinπx болғандықтан (4.3.72) бойынша

Ck = 2

1∫
0

10 sinπx sinπkxdx =

{
10, k = 1
0, k = 2, 3, . . .

Демек,

u (x, t) = 10e−πt sinπx.

Мысал 4.3.2 Төмендегi Нейман шартымен берiлген бастапқы-шеттiк есептi
арастырайық:

ut = a2uxx, 0 < x < l, t > 0
ux (0, t) = ux (l, t) = 0, t > 0
u (x, 0) = ϕ (x) , 0 ≤ x ≤ l.

(4.3.74)

Бұл жағдайда

λk =
πk

l
, Xk (x) = cos

πk

l
x, k = 0, 1, 2, . . . , ‖X0‖ = 1, ‖Xk‖ =

l

2
, k = 1, 2, ...

болғандықтан (91–беттегi №1–кестенi қараңыз) Нейман есебiнiң шешiмi:

u (x, t) =

∞∑
k=0

Cke
−(aπkl )

2
t cos

πk

l
x (4.3.75)

болады, мұнда

C0 =
1

l

l∫
0

ϕ(x)xdx, Ck =
2

l

l∫
0

ϕ(x) cos
πk

l
xdx, k = 1, 2, 3, . . .

Мысал 4.3.3 Төмендегi бастапқы-шеттiк есептi шешiңiз:
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ut = 2uxx, 0 < x < 6, t > 0,

ux (0, t) = ux (6, t) = 0, t > 0

u (x, 0) = 31 cos 3πx+ cos 4πx, 0 ≤ x ≤ 6.

Шешуi. Бұл есепке сәйкес меншiктi мәндер мен меншiктi функциялар:

λk =
πk

6
, λk (x) = cos

πk

6
x, k = 0, 1, 2, . . . ,

және

u (x, t) =
∑
k=0

Cke
−2(πk6 )

2
t cos

πk

6
x, k = 0, 1, 2, . . . .

Бастапқы шарты бойынша

u (x, 0) =

∞∑
k=0

Ck cos
πk

6
x = 31 cos 3πx+ cos 4πx.

Бұдан

C0 =
1

6

6∫
0

(31 cos 3πx+ cos 4πx)dx = 0,

Ck =
2

6

6∫
0

(31 cos 3πx+ cos 4πx) cos
πk

6
xdx =


31, k = 18
1, k = 24
0, k 6= 18, 24, k ∈ N

Демек шешiм:

u (x, t) = 18e−18π2t cos 3πx+ e−32π2t cos 4πx.

Мысал 4.3.4 Бастапқы-шеттiк есептi шешiңiз:

ut = a2uxx, 0 < x < 1, t > 0,

ux (0, t) = u (1, t) = 0, t > 0,

u (x, 0) = x− 1, 0 ≤ x ≤ 1

бастапқы-шеттiк есебiнiң u (x, t) ∈ C2,1
x,t

(
Q = {t ≥ 0, 0 ≤ x ≤ 1}

)
шешiмiн тап.

ux (0, t) = u (1, t) = 0 шекаралық шарттарға сәйкес келетiн Ш-Л есебiнiң
меншiктi мәндерi мен меншiктi функциялары 91–беттегi №1–кестенi қараңыз)

λk =
(2k + 1)π

2
, Xk (x) = cos

(2k + 1)π

2
x, k = 0, 1, 2, . . . .

Демек, шешiмдi:

u (x, t) =
∞∑
k=0

Cke
−
(

(2k+1)π
2

)2
t
cos

(2k + 1)π

2
x

118



қатар түрiнде iздеймiз, мұндағы Ck- Фурье коэффиценттерi:

Ck = 2

1∫
0

(x− 1) cos
(2k + 1)π

2
xdx =

2 (x− 1) · 2

(2k + 1)π
sin

(2k + 1)π

2
x

∣∣∣∣1
0

− 4

(2k + 1)π

1∫
0

sin
(2k + 1)π

2
xdx =

8

(2k + 1)2 π2
cos

(2k + 1)π

2
x

∣∣∣∣1
0

= − 8

(2k + 1)2 π2
, k = 0, 1, 2, . . . .

Олай болса шешiм

u (x, t) = − 8

π2

∞∑
k=0

1

(2k + 1)2 e
− (2k+1)2π2

4
t cos

(2k + 1)π

2
x.

4.3.2 Бiртектi емес шекаралық шарттармен берiлген бiртектi
жылу өткiзгiш теңдеуi үшiн бастапқы-шеттiк есеп

Айталық, x = 0, x = l шекарасында

u (0, t) = µ (t) , u (l, t) = ν (t) (4.3.76)

бiртектi емес шекаралық шарттарды және

u (x, 0) = ϕ (x) , t > 0, (4.3.77)

бастапқы шартты қанағаттандыратын

ut = a2uxx, 0 ≤ x ≤ l, t > 0 (4.3.78)

жылу өткiзгiш теңдеуiнiң шешiмiн табайық.
Егер шекаралық шарт бiртектi болмаса, онда шешiмге шекарада нөлге тең

болатындай ауыстыру енгiзу қажет. Көбiнде шешiмдi

u (x, t) = v (x, t) + ω (x, t) (4.3.79)

түрде iздеймiз. Мұндағы ω (x, t) функциясын (4.3.76) шекаралық шарт
орындалатындай қалағанымызша таңдап аламыз. Мәселен

ω (x, t) = µ (t) +
x

l
(ν (t)− µ (t))

түрiнде алуғa болады. Бұдан кейiн (4.3.79) шешiмдi (4.3.76)-(4.3.78) есепке
қойсақ, онда белгiсiз v (x, t) функциясы үшiн бiртектi шекaралық шартты , бiрақ
оң жағы бiртектi емес аралас есеп аламыз:

vt = a2vxx + f (x, t) , 0 ≤ x ≤ l, t > 0
v (0, t) = v (l, t) = 0, t > 0
v (x, 0) = ϕ̄ (x) , 0 ≤ x ≤ l.
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Шындығында (4.3.79) бойынша

u (0, t) = v (0, t) + µ (t) = µ (t) ⇒ v (0, t) = 0;

u (l, t) = v (l, t) + ν (t) = ν (t) ⇒ v (l, t) = 0;

u (x, 0) = v (x, 0) + µ (0) +
x

l
(µ (0)− ν (0)) = ϕ (x) ⇒

v (x, 0) = ϕ− µ (0) +
x

l
(v (0)− µ (0)) = ϕ̄

vt + ωt = a2vxx ⇒ vt = a2vxx + f (x, t) ,

мұндағы f (x, t) ≡ −µ′ + x

l
(µ′ − ν ′).

4.3.3 Бiртектi шекаралық шартпен берiлген бiртектi емес жылу
өткiзгiш теңдеуi үшiн бастапқы-шеттiк есеп.

Qt = {(x, t) | 0 < x < l, t > 0} облысында

ut = a2uxx + f (x, t) (4.3.80)

бiртектi емес жылу өткiзгiш теңдеуiн,

u|t=0 = ϕ (x) , 0 ≤ x ≤ l (4.3.81)

бастапқы және

u (0, t) = 0, u (l, t) = 0, t > 0 (4.3.82)

бiртектi шекаралық шарттарын қанағаттандыратын u (x, t) ∈ C2,1
x,t (Qt)

классикалық шешiмiн табу есебiн қарастырайық.
(4.3.80)- (4.3.82) есебiнiң шешiмiн, оның бiртектi жағдайына сәйкес келетiн

Штурм-Лиувилль есебiнiң меншiктi функциялары бойынша Фурье қатары
түрiнде iздеймiз. (4.3.82) шекаралық шарттар үшiн меншiктi функциялар жүйесi{

sin
πk

l
x

}
болғандықтан (91–беттегi №1–кестенi қараңыз) шешiм

u (x, t) =

∞∑
k=1

Tk (t) sin
πk

l
x (4.3.83)

түрде iзделiнедi. Мүндағы Tk (t) белгiсiз функциялар. Оларды анықтау үшiн
алдымен есептегi белгiлi f (x, t) және ϕ (x) функцияларын меншiктi функциялар
бойынша Фурье қатарына жiктеймiз, яғни:

f (x, t) =

∞∑
k=1

fk (t) sin
πk

l
x, fk (t) =

2

l

l∫
0

f (x, t) sin
πk

l
xdx, k = 1, 2, 3, . . . ;
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(4.3.84)

ϕ (x) =
∞∑
k=1

ϕk sin
πk

l
x, ϕk =

2

l

l∫
0

ϕ (x) sin
πk

l
xdx, k = 1, 2, 3, . . . . (4.3.85)

(4.3.83) қатардың t және x бойынша сәйкес қажеттi дербес туындыларын
тауып (4.3.84) қатармен бiрге (4.3.80) теңдеуге қойсақ

T ′k (t) +

(
aπk

l

)2

Tk (t) = fk (t) , k = 1, 2, 3, . . . (4.3.86)

бiрiншi реттi бiртектi емес жай дифференциалдық теңдеулерiн аламыз.
Жоғарыдағы (4.3.81) бастапқы шартты және (4.3.85) жiктелудi ескерiп

u (x, 0) =
∞∑
k=1

Tk (0) sin
πk

l
x = ϕ (x) =

∞∑
k=1

ϕk sin
πk

l
x

(4.3.86) теңдеулер үшiн

Tk (0) = ϕk, k = 1, 2, 3, . . . (4.3.87)

бастапқы шарттарын аламыз. Бұл (4.3.86)-(4.3.87) Коши есебiнiң Tk (t) шешiмiн
бiрмәндi анықтап (4.3.83) –қатарға қойсақ, iзделiндi u (x, t) шешiмдi аламыз.

Мысал 4.3.5 Төмендегi бiртектi емес аралас есептi шешiңiз:

ut = uxx + sin t sin 4x, 0 < x < π, t > 0,
u (x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ π,
u (0, t) = u (π, t) = 0, t ≥ 0

бастапқы-шеттiк есебiн шешу керек.
Шешуi. Шекаралық шарттарға сәйкес меншiктi функцияларXk (x) = sin kx

болғандықтан шешiмдi

u (x, t) =
∞∑
k=1

Tk (t) sin kx

түрде iздеймiз.
Ендi f (x, t) = sin t sin 4x функциясын Фурье қатарына жiктейiк

sin t sin 4x =
∞∑
k=1

fk (t) sin kx ⇒

fk (t) =
2

π

π∫
0

sin t sin 4x sin kxdx =

{
sin t, k = 4,
0, k 6= 4.
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Бұларды берiлген есепке қойсақ, нәтижеде

T ′k (t) + k2Tk (t) = 0, Tk (0) = 0, k 6= 4, k ∈ N;

T ′4 (t) + 16T4 (t) = sin t, T4 (0) = 0

Коши есептерiн аламыз. Бұдан

Tk (t) = 0, k 6= 4, k ∈ N;

T4 (t) = e−16t

t∫
0

sin τe16τdτ =
1

257

(
e−16t + 16 sin t− cos t

)
.

Демек,

u (x, t) =
1

257

(
e−16t + 16 sin t− cos t

)
sin 4x.

4.3.4 Жалпы түрдегi бiртектi емес жылу өткiзгiш теңдеуi үшiн
аралас есеп.

Жылу өткiзгiш теңдеуi үшiн жалпы түрде қойылған бiртектi емес бастапқы
шеттiк есептi қарастырайық:

ut = a2uxx + f (x, t) , 0 < x < l, t > 0, (4.3.88)

u (0, t) = µ (t) , u (l, t) = ν (t) , t > 0, (4.3.89)

u (x, 0) = ϕ (x) , 0 ≤ x ≤ l. (4.3.90)

Есептiң шешiмiн ω (0, t) = µ (t) , ω (l, t) = ν (t) шекаралық шарттарын
қанағаттандыратын алдын-ала таңдап алынған белгiлi ω (x, t) функциясы мен
белгiсiз v (x, t) функциясының қосындысы түрiнде iздеймiз:

u (x, t) = v (x, t) + ω (x, t) (4.3.91)

Мұны астапқы (4.3.88)-(4.3.90) есепке қойып, v (x, t) функциясы үшiн бiртектi
шекаралық шартпен берiлген бастапқы-шеттiк есебiн аламыз:

vt = a2vxx + h (x, t) , 0 < x < l, t > 0,
v (0, t) = v (l, t) = 0, t > 0
v (x, 0) = g (x) , 0 ≤ x ≤ l,

Мұндағы

h (x, t) = f (x, t)− [ωt − a2ωxx], g (x) = ϕ (x)− ω (x, 0) .

Бұл аралас есеп 4.3.3–бөлiмде қарастырылған есеп.
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Мысал 4.3.6 Төмендегi бiртектi емес бастапқы-шеттiк есептi шешiңiз:
ut = 4uxx + x

(
3et + 1

)
, 0 < x < π, t > 0

u (x, 0) = 2 + 3 sin
3x

2
, 0 ≤ x ≤ π,

u (0, t) = 2, ux (0, t) = t, t > 0.

Шешуi. Шешiмдi

u (x, t) = v (x, t) + ω (x, t) (4.3.92)

түрiнде iздеймiз, мұнда ω (x, t) функциясын

ω (0, t) = 2, ωx (π, t) = t (4.3.93)

шарттарын қанағаттандыратындай таңдап аламыз. Мәселен

ω (x, t) = (ax+ b) t+ 2c

түрiнде iздейiк. Онда (4.3.93) бойынша{
ω (0, t) = bt+ 2c = 2
ωx (π, t) = at = t

Бұл a = 1, b = 0, c = 1 десек орындалады және шешiм

u (x, t) = v (x, t) + xt+ 2 (4.3.94)

түрде iзделiнедi. Мұны берiлген есепке қойсақ, v (x, t) функциясына қатысты
келесi есептi аламыз:

vt = 4vxx + 3xet, 0 < x < π, t > 0,
v (0, t) = vx (π, t) = 0, t > 0,

v (x, 0) = 3 sin
3x

2
, 0 ≤ x ≤ π.

(4.3.95)

Бұл есепке сәйкес Ш-Л есебiн меншiктi мәндерi мен меншiктi функциялары

λk =
(2k + 1)

2
, xk = sin

2k + 1

2
x, k = 0, 1, 2, . . . .

Сондықтан v (x, t) шешiмдi

v (x, t) =
∞∑
k=1

Tk (t) sin
2k + 1

2
x

түрде iздеймiз, мұнда Tk (t) -белгiсiз функция. Ендi теңдеудiң оң жағындағы

3xet және бастапқы шарттағы 3 sin
3x

2
функцияларын

{
sin

2k + 1

2
x

}
бойынша

Фурье қатарына жiктейiк:

3xet =
∞∑
k=0

fk (t) sin
2k + 1

2
x, 3 sin

3x

2
=
∞∑
k=0

αk sin
2k + 1

2
x ⇒ (4.3.96)
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fk (t) =
2

π

π∫
0

3xet sin
2k + 1

2
xdx = (−1)k

24et

π (2k + 1)2 , k = 0, 1, 2, ..., (4.3.97)

αk =
2

π

π∫
0

3 sin
3x

2
sin

2k + 1

2
xdx =

{
3, k = 1
0, k 6= 1.

(4.3.98)

Бұларды (4.3.95) қойсақ, Tk (t) функциясы үшiн

∞∑
k=1

[
T ′k (t) + (2k + 1)2 Tk (t)

]
sin

2k + 1

2
x =

∞∑
k=1

(−1)k
24et

π (2k + 1)2 sin
2k + 1

2
x

немесе

T ′k (t) + (2k + 1)2 = (−1)k
24et

π (2k + 1)2 , k = 0, 1, 2, ... (4.3.99)

жәй дифференциалдық теңдеулерiн аламыз. Бастапқы шарт бойынша

T1 (0) = 3, Tk (0) = 0, k = 0, 2, 3, . . . . (4.3.100)

Бұл (4.3.99), (4.3.100) бiрiншi реттi ЖДТ үшiн Коши есебiнiң k = 1 және k =
0, 2, 3, . . . үшiн сәйкес шешiмдерi:

T1 (t) = − 24

9π
· 1

10

(
et − e−9t

)
+ 3e−9t,

Tk (t) =
24 · (−1)k

π (2k + 1)2
(

(2k + 1)2 + 1
) (et − e−(2k+1)2t

)
, k 6= 1.

Демек,

v (x, t) = 3e−9t sin
3x

2
+

24

π

∞∑
k=0

(−1)k
(
et − e−9t

)
(2k + 1)2

(
(2k + 1)2 + 1

) sin
2k + 1

2
x,

ал бастапқы есептiң шешiмi

u (x, t) = v (x, t) + ω (x, t) = 2 + xt+ 3e−9t sin
3x

2
+

24

π

∞∑
k=0

(−1)k
(
et − e−9t

)
(2k + 1)2

(
(2k + 1)2 + 1

) sin
2k + 1

2
x.
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4.3.5 Стационарлы бiртектi емес жылу өткiзгiш теңдеуi үшiн
бастапқы-шеттiк есеп

Шекарасында температурасы u0 және ul тұрақты және оң жағы t
уақыттан тәуелсiз функция болатын шектелген l ұзындықтағы стерженнiң
температурасын анықтау есебiн қарастырайық.

Есептiң қойылымы:
ut = a2uxx + f (x) , 0 < x < l, t > 0,
u (0, t) = u0 = const, u (l, t) = ul = const, t > 0,
u (x, 0) = ϕ (x) , 0 ≤ x ≤ l.

(4.3.101)

Бұл жағдайда (4.3.101) есептiң шешiмiн

u (x, t) = v (x, t) + q (x) (4.3.102)

түрiнде iздеймiз. Мұндағы q(x)–стационар температура, ал v(x, t)–стационар
температурадан ауытқуы.

(4.3.102) өрнектен ut = vt, uxx = vxx + q′′ (x) туындыларын тауып, (4.3.101)
есепке қойсақ

vt = a2vxx + a2q′′ + f (x) , 0 < x < l, t > 0,
v (0, t) = u0 − q (0) , v (l, t) = ul − q (l) , t > 0,
v (x, 0) = ϕ (x)− q (x) , 0 ≤ x ≤ l

есепке келемiз.
Егер q(x) функциясын{

a2q′′ (x) + f (x) = 0,
q (0) = u0, q (l) = ul

(4.3.103)

есептiң шешiмi түрiнде таңдап алсақ, онда v (x, t) функциясы

vt = a2vxx, 0 < x < l, t > 0,
v (0, t) = v (l, t) = 0, t > 0,
v (x, 0) = ϕ (x)− q (x) , 0 ≤ x ≤ l,

(4.3.104)

бастапқы-шеттiк есептiң шешiмi болар едi. Демек, (4.3.101) есептiң шешiмiн
(4.3.103) екiншi реттi жәй дифференциалдық теңдеу үшiн шекаралық есебi
мен (4.3.104) бiртектi бастапқы-шеттiк есептiң шешiмiнiң қосындысы түрiнде
аламыз.

Мысал 4.3.7 Келесi бастапқы-шеттiк есептi шешiңiз:
ut = uxx − 6x+ 2, 0 < x < 1, t > 0,
ux (0, t) = 2, u (1, t) = 3, t > 0,
u (x, 0) = x3 − x2 − 3x, 0 ≤ x ≤ 1
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Шешiмдi u (x, t) = v (x, t) + q (x) түрiнде iздейiк. Мұнда q (x)

q′′ − 6x+ 2 = 0, q′ (0) = 2, q (1) = 3

есептiң шешiмi. Бұдан

q′′ = 6x− 2,
q′ = 3x2 − 2x+ c1

q (x) = x3 − x2 + c1x+ c2 ⇒
q′ (0) = c1 = 2, q (1) = c1 + c2 = 3 ⇒ c2 = 1. ⇒
q (x) = x3 − x2 + 2x+ 1.

Aл v (x, t) функциясы

vt = vxx, 0 < x < 1, t > 0,
v (0, t) = v (1, t) = 0, t > 0,
v (x, 0) = x3 − x2 + 3x−

(
x3 − x2 + 2x+

)
= x− 1, 0 ≤ x ≤ 1

есептiң шешiмi. Ол жоғарыдағы §2− бөлiмдегi 4-мысал бойынша,

v (x, t) = − 8

π2

∞∑
k=0

1

(2k + 1)2 e
− (2k+1)2π2

4
t cos

(2k + 1)π

2
x

болады. Олай болса, берiлген бастапқы мысал есептiң шешiмi

u (x, t) = x3 − x2 + 2x+ 1− 8

π2

∞∑
k=0

1

(2k + 1)2 e
− (2k+1)2π2

4
t cos

(2k + 1)π

2
x.

4.3.6 Жаттығулар

4.3.1 Ұзынды l = π болатын жұқа бiртектi стержiннiң баcтапқы
темперaтурасы u(x, 0) = 2 cosx + 3 cos 2x тең. Егер стержiннiң ұштарында
жылу ағыны нөлгe тең болса, стержiн iшiндегi u(x, t), t > 0 темперaтураны
анықтаңыз.

4.3.2 Ұзынды l = π болатын жұқа бiртектi стержiннiң баcтапқы
темперaтурасы u(x, 0) = 2 sin 3x + 5 sin 8x тең. Егер стержiннiң
ұштарындағы температура мұз еритiндей болса стержiн iшiндегi u(x, t), t > 0
темперaтурасын анықтаңыз.

Жоғарыдағы әдiстердi қолданып, келесi есептердi шешiңiздер:

4.3.3


ut = 9uxx, 0 < x < π, t > 0,
u (0, t) = u (π, t) = 0, t > 0,
u (x, 0) = 1, 0 ≤ x ≤ π.
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4.3.4


ut = uxx − βu, 0 < x < π, t > 0,
u (0, t) = ux (π, t) = 0, t > 0,

u (x, 0) = sin
x

2
, 0 ≤ x ≤ π.

4.3.5


ut = a2uxx, 0 < x < π, t > 0,
ux (0, t) = ux (π, t) = 0, t > 0,
u (x, 0) = cos2x, 0 ≤ x ≤ π.

4.3.6


ut = uxx, 0 < x < 1, t > 0,
u (0, t) = 2, u (1, t) = 3, t > 0,
u (x, 0) = 1, 0 < x < 1.

4.3.7


ut = uxx, 0 < x < π, t > 0,
ux (0, t) = ux (π, t) = 0, t > 0,

u (x, 0) =

{
x, 0 ≤ x ≤ π

2
1, π

2 < x ≤ π.

4.3.8


ut = a2uxx + t sin 2x, 0 < x < π, t > 0,
u (0, t) = u (π, t) = 0, t > 0,
u (x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ π.

4.3.9


ut = uxx + u+ 2 sin 2x sinx, 0 < x < π

2 , t > 0,
ux (0, t) = u

(
π
2 , t
)

= 0, t > 0,
u (x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ π

2 .

4.3.10


ut = uxx − 2ux + x+ 2t, 0 < x < 1, t > 0,
u (0, t) = u (1, t) = t, t > 0,
u (x, 0) = ex sinπx, 0 ≤ x ≤ 1.

4.3.11


ut = 9uxx − 54x, 0 < x < 4, t > 0,
u (0, t) = 1, u (4, t) = 61, t > 0
u (x, 0) = 2− x+ x3, 0 ≤ x ≤ 4

4.3.12 Өлшемi [0, π] × [0, π] болатын жұқа бiртектi тiктөртбұрышты
пластинканың баcтапқы темперaтурасы u(x, y, 0) = 3 sinx sin 5y және
шеттерiндегi темперaтура нөлгe тең. Пластинкадағы температураның
u(x, y, t), t > 0 таралуын анықтаңыз.

4.3.13 Айталық, u(x, t) ∈ C2,1
x,t (Q) ∩

(
Q
)
, Q = (0, 2)× (0,∞) функциясы

ut = uxx, 0 < x < 2, t > 0,
ux (0, t) = ux (2, t) = 3, t > 0,
u (x, 0) = x3 − 3x2 + 3x, 0 ≤ x ≤ 2.

аралас есептiң шешiмi болсын. lim
t→+∞

u(x, t) шектi есептеңiз.
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4.3.14 Айталық, u(x, t) ∈ C2,1
x,t (Q) ∩

(
Q
)
, Q = (−π, π)× (0,∞) функциясы

ut = uxx, −π < x < π, t > 0,
u (−π, t) = u (π, t) = 0, t > 0,
u (x, 0) = sin2 x, −π ≤ x ≤ π.

аралас есептiң шешiмi болсын. lim
t→+∞

π∫
0

u(x, t)dx шектi есептеңiз.

4.3.15


ut = a2uxx, 0 < x < l, t > 0,
ux (0, t)− h · u (0, t) = 0, u (l, t) = 0, t > 0,
u (x, 0) = u0 = const, 0 ≤ x ≤ l.

4.3.7 Жауаптары

4.3.1 u (x, t) = 2e−a
2t cosx+ 3e−4a2t cos 2x.

4.3.2 u (x, t) = 2e−9a2t sin 3x+ 5e−64a2t sin 8x.

4.3.3 u (x, t) =
4

π

∞∑
k=1

1

2k − 1
e−9(2k−1)2t sin(2k − 1)x.

4.3.4 u (x, t) = e−(β+ 1
4

)t sin
x

2
.

4.3.5 u (x, t) =
1

2
+

1

2
e−4a2t cos 2x.

4.3.6 u (x, t) = 2 + x+
2

π

∞∑
k=1

2(−1)k − 1

k
e−(πk)2t sinπkx.

4.3.7 u (x, t) =
π2

8
+
π

2
+

2

π

∞∑
k=1

(
π − 2

2k
sin

πk

2
+

1

k2

(
cos

πk

2
− 1

))
e−k

2t cos kx.

4.3.8 u (x, t) =
1

4a2

[
t+

1

4a2

(
e−4a2t − 1

)]
sin 2x.

4.3.9 u (x, t) = t cosx+
1

8

(
e−8t − 1

)
cos 3x.

4.3.10 u (x, t) = xt+ sinπxex−t−π
2t.

4.3.11 u (x, t) = 1− x+ x3 +
4

π

∞∑
n=1

e−9π2(2n−1)2t/16

(2n−1) sin (2n−1)πx
4 .
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4.3.12 u (x, y, t) = 3e−26a2t sinx sin 5y.

4.3.13 3x− 2.

4.3.14 0.

4.3.15 u(x, t) = 2u0

∞∑
k=1

h− (−1)k
√
h2 + µ2

k

µk
(
l
(
h2 + µ2

k

)
+ h
) e−(aµk)2t (µk cos(µkx) + h sin(µkx))

мұндағы µk сандары h · tg(µl) = −µ теңдеуiнiң оң түбiрлерi.
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4.4 Тiктөртбұрышта қойылған Лаплас және Пуассон
теңдеулерi үшiн шеттiк есептер.

4.4.1 Лаплас теңдеуi үшiн шекаралық есеп.

T = {(x, y) , 0 < x < a, 0 < y < b} тiктөртбұрышының iшiнде

∆u (x, y) = 0 (4.4.105)

Лаплас теңдеуiн, ал шекарасында жалпы түрдегi

(1− α)u (x, 0) + α · uy (x, 0) = ϕ0 (x) , 0 ≤ x ≤ a,
(1− β)u (x, b) + β · uy (x, b) = ϕ1 (x) , 0 ≤ x ≤ a,
(1− γ)u (0, y) + γ · ux (0, y) = ψ0 (y) , 0 ≤ y ≤ b,
(1− δ)u (a, y) + δ · ux (a, y) = ψ1 (y) , 0 ≤ y ≤ b,

(4.4.106)

шекаралық шарттарын қанағаттандыратын u (x, y) ∈ C2,2
x,y (T )

⋂
C1,1
x,y

(
T
)

-
функциясын табу есебiн қарастырайық.

Егер α = β = γ = δ = 0 болса, онда Дирихле есебi, ал α = β = γ = δ = 1
болса, онда Нейман есебi, қалған жағдайлар үшiн аралас есеп немесе үшiншi
шеттiк есеп деп аталады. Мұндай тiктөртбұрышты облыста берiлген есептердi
Фурьенiң айнымалыларға жiктеу әдiсi арқылы шешу оңай болады. Мәселен, ең
қарапайым жағдайы

∆u (x, y) = 0, (x, y) ∈ T,
u (x, 0) = ϕ0 (x) , u (x, b) = ϕ1 (x) , 0 ≤ x ≤ a,
u (0, y) = 0, u (a, y) = 0, 0 ≤ y ≤ b

(4.4.107)

Дирихле есебiн қарастырайық.

x

y

∆u(x, y) = 0 u = 0u = 0

u = ϕ1

u = ϕ00 a

b

Фурье әдiсi бойынша шешiмдi

u (x, y) = X (x)Y (y) 6= 0 (4.4.108)

түрiнде iздеймiз. Мұны теңдеуге қойып, айнымалыларын ажыратсақ:

X ′′ (x)

X (x)
= −Y

′′ (y)

Y (y)
= −λ2
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теңдеуiн немесе

Y ′′ (y)− λ2Y (y) = 0, (4.4.109)

X ′′ (x) + λ2X (x) = 0 (4.4.110)

жәй дифференциалдық теңдеулерiн аламыз. Ендi (4.4.108) шешiмдi (4.4.107)-
тегi сoңғы шекаралық шартқа қойып (мұнда Штурм-Лиувилль есебiн алу үшiн x
және y айнымалыларының рөлi бiрдей болғандықтан, олардың iшiндегi бiртектi
шекаралық шарт қойылғанын таңдаймыз), (4.4.110) теңдеуi үшiн

X (0) = 0, X (a) = 0 (4.4.111)

шекаралық шарттарын аламыз. Бұл (4.4.110)-(4.4.111) Штурм-Лиувилль
есебiнiң меншiктi мәндерi мен сәйкес меншiктi функциялары (91–беттегi №1–
кестенi қараңыз)

λk =
πk

a
, Xk (x) = sin

πk

a
x, k = 1, 2 . . . . (4.4.112)

Ал мұндай λk меншiктi мәндерге сәйкес (4.4.109) теңдеудiң жалпы шешiмi

Yk (y) = Ake
πk
a
y +Bke

−πk
a
y, k = 1, 2, 3 . . . .

Демек, (4.4.105) есебiнiң жалпы шешiмi

u (x, y) =
∞∑
k=1

(
Ake

πk
a
y +Bke

−πk
a
y
)

sin
πk

a
x (4.4.113)

түрде болады. Мұндағы Ak, Bk, k = 1, 2, 3 . . . белгiсiз коэффициенттерi
(4.4.107)-тегi бiрiншi шекаралық шарттардан анықталады, яғни:

u (x, 0) =
∞∑
k=1

(Ak +Bk) sin
πk

a
x = ϕ0 (x) ,

u (x, a) =

∞∑
k=1

(
Ake

πk
a
b +Bke

−πk
a
b
)

sin
πk

a
x = ϕ1 (x)

Бұл теңдiктер екiншi жағынан сәйкес ϕ0, ϕ1 функцияларының
{

sin
πk

a
x

}
жүйесi бойынша Фурье қатарына жiктелуiн бередi. Олай болса, Фурье
коэффициенттерi бойынша

Ak +Bk = ϕk0

Ake
πk
a
b +Bke

−πk
a
b = ϕk1, k = 1, 2, 3, . . .

(4.4.114)
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жүйесiн аламыз, мұндағы

ϕk0 =
2

a

a∫
0

ϕ0 (x) sin
πk

a
xdx, ϕk1 =

2

a

a∫
0

ϕ1 (x) sin
πk

a
xdx, (4.4.115)

Фурье коэффициенттерi. (4.4.114) жүйенiң шешiмдерi

Ak =
1

2shπka b

(
ϕk1 − ϕk0e−

πk
a
b
)
, Bk =

1

2shπka b

(
ϕk0e

πk
a
b − ϕk1

)
, k = 1, 2, 3, . . . .

Бұл анықталған Ak, Bk коэффициенттердi (4.4.113) қатарға қойып,
ықшамдасақ, нәтижеде

u (x, y) =

∞∑
k=1

[
ϕk1sh

πk

a
y + ϕk0sh

πk

a
(b− y)

] sin
πk

a
x

shπka b
. (4.4.116)

iзделiндi шешiмдi аламыз.

Мысал 4.4.1 Лаплас теңдеуi үшiн қойылған келесi Дирихле есебiн шешiңiз:


∆u (x, y) = 0, 0 < x < π, 0 < y < 1,
u (x, 0) = x sinx, u (x, 1) = 0, 0 ≤ x ≤ π
u (0, y) = 0, u (π, y) = 0, 0 ≤ y ≤ 1, u (x, y) =?

Шешуi. Бұл мысал үшiн a = π, b = 1, ϕ0 (x) = x sinx, ϕ1 (x) = 0
болғандықтан (4.4.115) формула бойынша фурье коэффициенттерi:

ϕk1 = 0, k = 1, 2, 3, . . . ,

ϕk0 =
2

π

π∫
0

x sinx · sin kxdx =?

Соңғы интегралды k = 1 және қалған мәндерiн жеке-жеке есептейiк.

1. k = 1. ϕ1
0 =

2

π

π∫
0

x sin2 xdx =
2

π

π∫
0

x

2
(1− cos 2x) dx =

π

2
.
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2. k 6= 1 ⇒

ϕk0 =
2

π

π∫
0

x sinx sin kxdx =
1

π

π∫
0

x [cos (1− k)x− cos (1 + k)x] dx =

1

π

[
x

(
1

1− k
sin (1− k)x − 1

1 + k
sin (1 + k)x

)]∣∣∣∣π
0

−

1

π

[(
− 1

(1− k)2 cos (1− k)x+
1

(1 + k)2 cos (1 + k)x

)]∣∣∣∣π
0

=

1

π

[
1

(1− k)2 (cos (1− k)π − 1)− 1

(1 + k)2 (cos (1 + k)π − 1)

]
=


0, k = 2n− 1,

− 8k

π (k2 − 1)2 , k = 2n.

Яғни

ϕ2k
0 = − 16k

π (4k2 − 1)2 , ϕ
2k+1
0 = 0, k = 1, 2, 3, . . . .

Демек, (4.4.115) формула бойынша шешiм:

u (x, y) =
∞∑
k=1

ϕk0sh (1− y) k
sin kx

shk
=

π

2

sh (1− y)

sh1
sinx− 16

π

∞∑
k=1

k · sh2k (1− y)

(4k2 − 1)2 sh2k
sin 2kx.

Ескерту 4.4.1 Егер Нейман немесе аралас есебi берiлсе де дәл осындай жолмен
талданады. Мұнда тек шекаралық шарттарға қатысты меншiктi мәндер мен
меншiктi функциялар өзгешелiкте болады.

Мысал 4.4.2 Лаплас теңдеуi үшiн қойылған аралас есебiн шешiңiз:
∆u (x, y) = 0, 0 < x < a, 0 < y < b,
u (x, 0) = 0, uy (x, b) = x , 0 ≤ x ≤ a
ux (0, y) = 0, ux (a, y) = 0, 0 ≤ y ≤ b

Шешуi. Шешiмдi u (x, y) = X (x)Y (y) 6= 0 түрде iздесек, онда шекаралық
шарттарға байланысты

Y ′′ (y)− λ2Y (y) = 0, Y (0) = 0
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теңдеуiн және

X ′′ (x) + λ2X (x) = 0, X ′ (0) = 0, X ′ (a) = 0

Штурм-Лиувилль есебiн аламыз. Бұдан (91–беттегi №1–кестенi қараңыз)

λk =
πk

a
, Xk (x) = cos

πk

a
x, k = 0, 1, 2, 3 . . . ,

‖X0‖2 = a, ‖Xk‖2 =
a

2
, k = 1, 2, 3, . . . .

Сондай-ақ, мұндай λk =
πk

a
, k = 1, 2, 3, . . . меншiктi мәндерге сәйкес Y (y) шешiмi

Yk (y) = ake
πk
a
y + bke

−πk
a
y, k = 1, 2, 3, . . . .

Ал λ0 = 0 мәнiне сәйкес шешiм

Y0 (y) = a0y + b0

түрде болады. Бұларға Y (0) = 0 шартын қолдансақ,

ak = −bk, k = 1, 2, 3, . . . , b0 = 0

немесе дербес шешiмдерi

Y0 (y) = a0 · y, Yk (y) = 2ak · sh
πk

a
y, k = 1, 2, 3, . . .

болады. Демек есептiң дербес шешiмдерi

u0 (x, y) = a0y, uk (x, y) = 2aksh
πk

a
y · cos

πk

a
x, k = 1, 2, 3, . . . ,

ал суперпозиция қағидасы бойынша u (x, y) шешiм

u (x, y) = a0y +
∞∑
k=1

2aksh
πk

a
y · cos

πk

a
x.

Ендi uy (x, b) = x шартын пайдаланып ak коэффициенттерiн анықтаймыз:

uy (x, b) = a0 +

∞∑
k=1

2akπk

a
ch
πk

a
b · cos

πk

a
x = x

Бұдан a0 =
1

a

a∫
0

xdx =
a

2
,

ak =
a

2πk · chπk
a
b

· 2

a

a∫
0

x cos
πk

a
xdx =


0, k = 2n,

− 2a2

(πk)3 ch
πk

a
b

, k = 2n− 1
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немесе

a2k−1 = − 2a2

π3 (2k − 1)3 ch
π (2k − 1)

a
b

, a2k = 0, k = 1, 2, 3, . . . .

Олай болса есептiң шешiмi

u (x, y) =
a

2
y − 4a2

π3

∞∑
k=1

sh
π (2k − 1)

a
y

(2k − 1)3 ch
π (2k − 1)

a
b

· cos
π (2k − 1)

a
x.

4.4.2 Бiртектi емес шекаралық шартпен берiлген Дирихле есебi.

Егер Дирихле есебi бiртектi емес шекаралық шартпен берiлсе, онда редукция
әдiсiн қолданып есеп бiртектi шекаралық шартты екi есепке жiктеп, шешiледi.

Мәселен
∆u (x, y) = 0, (x, y) ∈ T
u (x, 0) = ϕ0 (x) , u (x, b) = ϕ1 (x) , 0 ≤ x ≤ a
u (0, y) = ψ0 (y) , u (a, y) = ψ1 (y) , 0 ≤ y ≤ b

(4.4.117)

есебi берiлсiн. Есеп сызықты болғандықтан шешiмдi

u (x, y) = u1 (x, y) + u2 (x, y)

түрде iздеймiз. Мұндағы u1 (x, y) функциясы
∆u1 (x, y) = 0, (x, y) ∈ T
u1 (x, 0) = ϕ0 (x) , u1 (x, b) = ϕ1 (x) , 0 ≤ x ≤ a
u1 (0, y) = 0, u1 (a, y) = 0, 0 ≤ y ≤ b

(4.4.118)

есебiнiң, ал u2 (x, y) функциясы
∆u2 (x, y) = 0, (x, y) ∈ T
u2 (x, 0) = 0, u2 (x, b) = 0, 0 ≤ x ≤ a
u2 (0, y) = ψ0 (y) , u2 (a, y) = ψ1 (y) , 0 ≤ y ≤ b

(4.4.119)

есебiнiң шешiмi. Бұл екi есеп жоғарыдағы (4.4.105) есебiмен бiрдей. (4.4.119)
есепте y айнымалысы мен x айнымалысының орындары ауысып тұр. Сондықтан
оларды жоғарыдағыдай шешiп, шешiмдерiн қоссақ болғаны.

Ескерту 4.4.2 (4.4.119) есебiнiң u (x, y) шешiмi үзiлiссiз болуы үшiн

ϕ0 (0) = ψ0 (0) , ϕ1 (0) = ψ0 (b) , ϕ0 (a) = ψ1 (0) , ϕ1 (a) = ψ1 (b)

үйлесiмдiлiк шарттары орындалуы қажет.
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4.4.3 Тiктөртбұрышта қойылған Пуассон теңдеуi үшiн шеттiк
есеп

Пуассон теңдеуi – бiртектi емес Лаплас теңдеуi болғандықтан, оны алдыңғы
бөлiмдерде зерттелген бiртектi емес толқын теңдеуi, жылуөткiзгiш теңдеулерi
үшiн шеттiк есептердегiдей әдiспен шешiмiн табамыз. Дәлiрек айтқанда,
шешiмдi y немесе x айнымалыларының бiреуiне қатысты Штурм–Лиувилль
есебiнiң меншiктi функциялары арқылы қатар түрiнде iздеймiз.

Мысал 4.4.3 Тiктөртбұрышта берiлген бiртектi шекаралық шартты
Пуассон теңдеуi үшiн келесi шеттiк есептi шешiңiз:

∆u (x, y) = x2y, 0 < x < a, 0 < y < b,
u (x, 0) = 0, uy (x, b) = 0, 0 ≤ x ≤ a,
u (0, y) = 0, u (a, y) = 0, 0 ≤ y ≤ b.

Шешуi. Барлық шекаралық шарттар бiртектi болғандықтан, бiртектi
теңдеу үшiн Штурм-Лиувилль есебiн немесе айнымалысының кез келгенi үшiн
жазуға болады. Мәселен y айнымалысы бойынша Штурм–Лиувилль есебi:

Y ′′ + λ2Y = 0, Y (0) = Y ′ (b) = 0.

Ал мұның меншiктi мәндер мен меншiктi функциялары:

λk =
(2k + 1)π

2b
, Yk (y) = sin

(2k + 1)π

2b
y, k = 0, 1, 2, . . . .

Олай болса, есептiң шешiмiн

u (x, y) =
∞∑
k=0

Xk (x) · sin (2k + 1)π

2b
y.

түрде iздеймiз. Әуелi f (x, y) = x2y функциясын {Yk (y)} жүйесi бойынша Фурье
қатарына жiктейiк:

x2y =

∞∑
k=0

fk (x) · sin (2k + 1)πy

2b
,

мұнда

fk (x) =
2

b
x2

b∫
0

y sin
(2k + 1)π

2b
ydy =

(−1)k 2

bλ2
k

x2, k = 0, 1, 2, . . . .

Бұларды берiлген есепке қойсақ, онда келесi екiншi реттi ЖДТ үшiн шекаралық
есепке келемiз:

X ′′k (x)− λ2
kXk (x) =

(−1)k 2

bλ2
k

x2 Xk (0) = Xk (a) = 0, k = 0, 1, 2...
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ЖДТ теориясы бойынша

X ′′k (x)− λ2
kXk (x) = 0, k = 0, 1, 2...

бiртектi теңдеуiнiң шешiмi

X0
k (x) = ake

λkx + bke
−λkx

ал X̄k (x) дербес шешiмi

X̄k (x) = Ax2 +Bx+ C

түрiнде iзделiнедi. Мұны теңдеуге қойып, A, A, A коэффициенттерiн тапсақ,
дербес шешiм

X̄k (x) = (−1)k+1

(
2

bλ4
k

x2 +
4

bλ6
k

)
=

(−1)k 2

bλ6
k

(
−2− λ2

kx
2
)

болады. Демек жалпы шешiмi

Xk (x) = ake
λkx + bke

−λkx +
(−1)k 2

bλ6
k

(
2 + λ2

kx
2
)
.

Бұған Xk (0) = Xk (a) = 0 шарттарын қолданып, ak, bk белгiсiздерi үшiн ak + bk + (−1)k+14
bλ6
k

= 0

ake
λka + bke

−λka + (−1)k+14
bλ6
k

+ (−1)k+12a2

bλ4
k

= 0, k = 0, 1, 2, ...

жүйесiн аламыз. Ал бұл жүйенiң шешiмдерi:

ak =
(−1)k

bλ6
kshλka

(
λ2
ka

2 + 2
(
1− e−λka

))
,

bk =
(−1)k

bλ6
kshλka

[
2
(
e−λka − 1

)
− λ2

ka
2
]
, k = 0, 1, 2, . . . .

Олай болса, есептiң шешiмi

u (x, y) =
2

l

∞∑
k=0

(−1)k

λ6
kshλka

[(
2 + a2λ2

k

)
shλkx− 2sh (x− a)λk − 2− λ2

kx
2
]

sinλky,

мұндағы λk =
(2k + 1)π

2b
.
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4.4.4 Жаттығулар

Жоғарыдағы әдiстердi қолданып, келесi шеттiк есептердi
шешiңiздер:

4.4.1


∆u = 0, 0 < x < π, 0 < y < π,
ux (0, y) = 0, ux (π, y) = 0,
u (x, 0) = π, u (x, π) = x.

4.4.2


∆u = 0, 0 < x < π, 0 < y < l,
u (0, y) = 0, ux (π, y) = 0, 0 ≤ y ≤ l,
uy (x, 0) = A sin x

2 , u (x, l) = 0, 0 ≤ x ≤ π, A = const.

4.4.3


∆u(x, y) = 0, 0 < x < 1, 0 < y < 4,
u (x, 0) = 0, u (x, 4) = 0, 0 < x < 1,

ux (0, y) = 0, ux (1, y) =

{
y, 0 ≤ y ≤ 2,
4− y, 2 ≤ y ≤ 4

0 < y < b

4.4.4


∆u(x, y) = 0, 0 < x < 2, 0 < y < π,
uy (x, 0) = 0, uy (x, π) = 0, 0 < x < 2,
ux (0, y) = y, u (2, y) = 0, 0 < y < π

4.4.5


∆u(x, y) = 0, 0 < x <∞, 0 < y < l,
u (0, y) = f (y) , u (∞, y) = 0,
uy (x, 0) = 0, uy (x, l) + hu (x, l) = 0, h > 0.

4.4.6


∆u(x, y) = 0, 0 < x < π, 0 < y < π,
u (0, y) = 0, u (π, y) = Ay,
u (x, 0) = 0, u (x, π) = Ax.

4.4.7


∆u(x, y) = 0, 0 < x < π, 0 < y < π,
ux (0, y) = sin y, ux (π, y) = sin 5y,
u (x, 0) = cosx, u (x, π) = cos 3x.

4.4.8


∆u = 0, 0 < x < p, 0 < y < s,
u (0, y) = ux (p, y) = 0, 0 ≤ y ≤ s,
u (x, 0) = 0, u (x, s) = f (x) , 0 ≤ x ≤ p, f(0) = f ′(p) = 0.

4.4.9


∆u = −2, 0 < x < a, − b

2 < y < b
2 ,

u (0, y) = 0, u (a, y) = 0, − b
2 ≤ y ≤

b
2 ,

u
(
x,− b

2

)
= 0, u

(
x, b2

)
= 0, 0 ≤ x ≤ a.

4.4.10


∆u = 0, [0, a]× [0,∞),
u (0, y) = 0, u (a, y) = 0, 0 ≤ y <∞,
u (x, 0) = A

(
1− x

a

)
, lim

y→∞
u (x, y) = 0, 0 ≤ x ≤ a.
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4.4.11


∆u = 0, 0 < x <∞, 0 < y < l,
u (x, 0) = 0, uy (x, l) = 0,
u (0, y) = f(y), lim

y→∞
u (x, y) = 0.

4.4.5 Жауаптары

4.4.1 u (x, y) = π − 1

2
y − 4

π

∞∑
k=0

cos(2k + 1)x · sh(2k + 1)y

(2k + 1)2 sh(2k + 1)π
.

4.4.2 u (x, y) = 2A
shy−l2

ch l2
sin x

2 , shα · chβ − shβ · chα = sh(α − β) формуласын

қолданыңыз.

4.4.3 u (x, y) =
64

π3

∞∑
n=1

(−1)n+1 cosh (2n−1)πx
4

(2n− 1)3 sinh (2n−1)π
4

sin
(2n− 1)πy

4
.

4.4.4 u (x, y) =
π (x− 2)

2
− 4

π

∞∑
n=1

sinh (2n− 1) (x− 2)

(2n− 1)3 cosh 2 (2n− 1)
cos (2n− 1) y.

4.4.5 u (x, t) =
∞∑
k=1

fke
−λkx cosλky, мұндағы λk саныдары λtgλl = h теңдеуiнiң

оң түбiрлерi, ал fk = (f,Yk)
(Yk,Yk) =

2(h2+λ2
k)

l(h2+λ2
k)+h

l∫
0

f (x) cosλkydy.

4.4.6 u (x, y) = 2A
∞∑
k=1

(−1)k+1

k
·
(

sin kx · sh(ky) + sin ky · sh(kx)

sh(kπ)

)
.

4.4.7 u (x, y) =
sh(π − y)

shπ
cosx+

sh3y

sh3π
cos 3x− ch(π − x)

shπ
sin y +

ch5x

5sh5π
sin 5y.

4.4.8 u (x, y) =
∞∑
k=1

fke
− (2k−1)πx

2l sin
(2k − 1)πy

2l
,

fk =
(f, Yk)

(Yk, Yk)
=

2

l

l∫
0

f (x) sin
(2k − 1)πy

2l
dy

4.4.9 u (x, y) = x(a− x)− 8a2

π3

∞∑
k=0

sin (2k+1)πx
a ch (2k+1)πy

b

(2k + 1)3 ch (2k+1)πb
2a

.

4.4.10 u (x, y) =
2A

π

∞∑
k=1

1

k
e−

πky
a sin

πkx

a
.
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4.4.11 u (x, y) =
∞∑
k=1

fk

sh (2k−1)πs
2p

sh
(2k − 1)πy

2p
sin

(2k − 1)πx

2p
,

fk =
2

p

p∫
0

f (x) sin
(2k − 1)πx

2p
dx.

140



Бөлiм 5

Эллиптикалық типтi теңдеулер.
Шеттiк есептер

5.1 Негiзгi эллиптикалық типтi теңдеулер.
Гармоникалық функциялар

5.1.1 Лаплас теңдеуi. Гармоникалық функциялар және
олардың негiзгi қасиеттерi

Эллиптикалық типтi теңдеулердiң ең қарапайымы әрi маңыздысының бiрi

∆u = 0 (5.1.1)

Лаплас теңдеуi. Мұндағы ∆ – Лаплас операторы деп аталады және ол
Декарттық координата жүйесiнде

∆u =

n∑
i=1

∂2u

∂x2
i

; (5.1.2)

түрде, x = r cosϕ, y = r sinϕ – полярлық координат жүйесiнде

∆u =
1

r
· ∂
∂r

(
r
∂u

∂r

)
+

1

r2
· ∂

2u

∂ϕ2
; (5.1.3)

түрде, aл x = r cosϕ sin θ, y = r sinϕ sin θ, z = r cos θ – сфералық координат
жүйесiнде

∆u =
1

r2
· ∂
∂r

(
r2∂u

∂r

)
+

1

r2 sin θ
· ∂
∂θ

(
sin θ · ∂

∂θ

)
+

1

r2 sin2 θ
· ∂

2u

∂ϕ2
(5.1.4)

түрде анықталады.
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Анықтама 5.1.1 Cm (Ω) – функциялар класы (кеңiстiгi) деп, Ω ⊂ Rn

облысында анықталған және өзiнiң m – ретке дейiнгi дербес туындыларымен
бiрге үзiлiссiз u (x) функциялар класын түсiнемiз. Егер m=0 болса, C (Ω) – Ω
облысында үзiлiссiз функциялар класын бередi.

Анықтама 5.1.2 Шенелген Ω облысында екiншi реттi дербес туындыларымен
бiрге үзiлiссiз

(
u (x) ∈ C2 (Ω)

)
және Ω облысының әрбiр нүктесiнде (5.1.1)

Лаплас теңдеуiн қанағаттандыратын u (x) функциясы гармоникалық
функция деп аталады.

Эллиптикалық типтi теңдеулердiң тағы да қарапайымы әрi маңыздылары

∆u = f (x) (5.1.5)

Пуассон және

∆u+ λu = f (x)

Гельмгольц теңдеулерi.

5.1.2 Лаплас теңдеуiне қойылатын негiзгi шеттiк есептер.

Гармоникалық функциялар теориясында Дирихле, Нейман немесе үшiншi
шеттiк есептердiң қойылымы өте маңызды.

1. Дирихле есебi. Лаплас теңдеуi үшiн Дирихле есебi немесе бiрiншi
шеттiк есеп деп, Ω облысында үзiлiссiз u (x) ∈ C

(
Ω
)
және

u (x) = ϕ (x) , x ∈ ∂Ω
(u |∂Ω = ϕ)

(5.1.6)

шекаралық шартын қанағаттандыратын, Ω облысында гармоникалық u (x)
функциясын табу есебiн айтамыз. Мұндағы ϕ (x) функциясы ∂Ω шекарада
берiлген үзiлiссiз функция, Ω = Ω

⋃
∂Ω. Қысқаша жазсақ:{

∆u = 0, x ∈ Ω,

u|∂Ω = ϕ, x ∈ ∂Ω, u (x) ∈ C2 (Ω) ∪ C
(
Ω
)
−?

2. Нейман есебi. Лаплас теңдеуi үшiн Нейман есебi немесе екiншi шеттiк
есеп деп, C1

(
Ω
)
класында жататын және шекарада

∂u

∂n

∣∣∣∣
∂Ω

= ϕ (5.1.7)

шартын қанағаттандыратын, Ω облысында гармоникалық u (x) функциясын
табу есебiн түсiнемiз. Мұндағы ~n – ∂Ω бетiне тұрғызылған сыртқы нормал,
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∂u

∂n
– n нормал бойынша алынған туынды. Ал ϕ ∈ C (∂Ω). Нейман есебi бiрмәндi

шешiлуi үшiн∫
∂Ω

ϕds = 0 (5.1.8)

шартының орындалуы қажеттi және жеткiлiктi1.
3. Үшiншi шеттiк есеп. Лаплас теңдеуi үшiн үшiншi шеттiк есеп деп Ω

облысында гармоникалық, ∂Ω шекарада

∂u

∂n
+ αu

∣∣∣∣
∂Ω

= ϕ (5.1.9)

шартын қанағаттандыратын және u ∈ C1
(
Ω
)

класында жататын u (x)
функциясын анықтау есебiн айтамыз.

Егер жоғарыдағы қойылған есептердiң шешiмдерi ∂Ω шекараΩ облысының
а қатысты Ω облысының iшiнде немесе сыртында iзделiнсе, онда сәйкес iшкi
немесе сыртқы есеп деп аталады. Дқл осылайша, басқа да эллиптикалық
теңдеулер үшiн (5.1.6), (5.1.7) немесе (5.1.9) шекаралық шарттарымен берiлген
шеттiк есептердiң қойылымын келтiруге болады.

5.1.3 Лаплас теңдеуiнiң iргелi шешiмдерi

Лаплас теңдеуi көптеген түрлендiрулерге қатысты инвариантты, сондықтан
оның радиалдық, яғни r = |x| тәуелдi u = u (r) шешiмдерiн iздейiк.

r = |x| =
√
x2

1 + x2
2 + ...+ x2

n,
∂r

∂xk
=
xk
r
,

∂u

∂xk
=
∂u

∂r
· ∂r
∂xk

= u′r ·
xk
r
,

∂2u

∂x2
k

=
∂u

∂xk

(
u′r ·

xk
r

)
= u′′rr ·

x2
k

r2
+ u′r ·

(
1

r
−
x2
k

r3

)
, k = 1, 2, ...n.

Лаплас операторы бойынша

∆u (r) =
n∑
i=1

∂2u

∂x2
i

= u′′rr + u′r ·
(
n

r
− 1

r

)
,

1(дәлелдеуiн төмендегi 5.1.3- - теоремадан қараңыз)
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Демек,

∆u (r) = u′′rr +
n− 1

r
u′r =

1

rn−1

(
rn−1ur

)′
r

= 0. (5.1.10)

1. n=2 жағдайда

r ·∆u =
1

r
· d
dr

(
r
du

dr

)
= 0. (5.1.11)

Екi жағын r – ге көбейтiп, интегралдасақ:

r
du

dr
= C1 ⇒ u (r) = C1 ln r + C2 (5.1.12)

2. n ≥ 3 жағдай. (5.1.10) екi жағын rn−1 – ге көбейтiп, интегралдасақ:

rn−1du

dr
= C1 ⇒

du

dr
=

C1

rn−1

Бұдан

u (r) = − C1

(n− 2) rn−2
+ C2. (5.1.13)

(5.1.12) және (5.1.13) шешiмдерде негiзгi рөл бiрiншi қосылғыш болып тұр,
себебi тұрақты сан әрқашанда Лаплас теңдеуiнiң шешiмi болады әрi ешқандай
мәлiмет бермейдi. Сондықтан да, екi жағдайда да қолайлылық үшiн C2 = 0, ал

C1 = − 1

ωn
деп алайық2. Мұндағы ωn =

2 (
√
π)
n

Γ
(n

2

) – n өлшемдi кеңiстiктегi бiрлiк

сфера ауданы, мәселен, ω2 = 2π, ω3 = 4π, ....

Анықтама 5.1.3 Лаплас теңдеуiнiң iргелi шешiмi деп

E (x) =


1

2π
ln

1

|x|
, n = 2,

1

ωn (n− 2) |x|n−2 , n ≥ 3

функциясын айтамыз.

Жалпы жағдайда, ~r радиус векторы ретiнде жоғарыдағыдай O(0, 0, ..., 0)
координат басынан емес, кез келген ξ ∈ Ω нүктесiнен x нүктесiне дейiнгi
r = |ξ − x| арақашықтықты қарастырып, iргелi шешiмдi беруге болады.

2 Кейбiр оқулықтарда C1 тұрақтысын оң таңбалы қылып та таңдайды.
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Анықтама 5.1.4 Лаплас теңдеуiнiң iргелi шешiмi деп

E (x, ξ) =



1

2π
ln

1

|ξ − x|
, n = 2,

1

4π |ξ − x|
, n = 3,

1

ωn (n− 2) |ξ − x|n−2 , n > 3

(5.1.14)

функциясын айтамыз.

Мысал 5.1.1 Төмендегi шарттарды қанағаттандыратын 0 < a < r < b шар
қабатында u = u (r) гармоникалық функцияны анықтаңыз:

∆u (r) = 0, u (a) = A, u (b) = B;

Шешуi. а) n=2 өлшемдi жағдайда Лаплас теңдеуiнiң iргелi шешiмi

u (r) = C1 ln r + C2

болғандықтан, шекаралық шарттарды қолдансақ

C1 ln a+ C2 = A
C1 ln b+ C2 = B

}
⇒

C1 =
A−B
ln
a

b

; C2 = A− C1 ln a = A− A−B
ln
a

b

· ln a

u (r) =
A−B
ln
a

b

· ln r +A− A−B
ln
a

b

· ln a = A+
A−B
ln
a

b

· ln r
a

;

немесе

u (r) =
A−B
ln
a

b

· [2π · E (x, y)− ln a] +A.

б). n=3 жағдайда iргелi шешiм u =
C1

r
+ C2 болғандықтан

C1

a
+ C2 = A

C1

b
+ C2 = B

⇒
C1 =

(A−B) ab

b− a
; C2 = A− C1

a
= A− (A−B) b

b− a
=
Bb−Aa
b− a

u (v) =
1

b− a

[
(A−B) ab

r
+Bb−Aa

]
=

1

b− a
[(A−B) ab · 4π · E (x, y, z) +Bb−Aa] .
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Мысал 5.1.2 u (r) функциясы K : a2 < x2 + y2 = r2 < b2 сақинада ∆u (r) =
1

2
Пуассон теңдеуiнiң К аймақта үзiлiсiз шешiмi болсын. Егер u (b) = A, u (c) =
B болса, u (a) -қандай мәнге ие.

5.1.4 Гармоникалық функциялардың негiзгi қасиеттерi. Грин
формулалары

Гармоникалық функцияның қасиеттерiн зерттеуде Гриннiң бiрiншi және екiншi
формулалары жиi қолданылады.

Грин формулалары

Айталық, Ω ⊂ Rn – Евклид кеңiстiгiндегi жатық ∂Ω ∈ C1 шекаралы шенелген
облыс болсын.

Теорема 5.1.1 Айталық u ∈ C2 (Ω)
⋂
C1
(
Ω
)
және v ∈ C1 (Ω)

⋂
C
(
Ω
)
болсын.

Онда бұл u, v функциялары үшiн Гриннiң бiрiншi формуласы деп аталатын∫
Ω

v ·∆udx =

∫
∂Ω

v · ∂u
∂~n
ds−

∫
Ω

∇u · ∇vdx, (5.1.15)

мына теңдiгi орынды, мұндағы ~n сыртқы нормал вектор, ∇u =
n∑
k=1

∂u

∂xk
.

Дәлелдеуi. ∆ – операторы бойынша∫
Ω

v ·∆udx =

∫
Ω

v ·
n∑
k=1

∂2u

∂x2
k

dx.

Бұдан
∫
Ω

v · ∂
2u

∂x2
k

dx интегралын жеке алып бөлiктеп интегралдасақ:

∫
Ω

v · ∂
2u

∂x2
k

dx =

∫
∂Ω

v · ∂u
∂xk
· nkds−

∫
Ω

∂v

∂xk
· ∂u
∂xk

dx.

Мұны k бойынша 1-ден n- ге дейiн қосындыласақ, нәтижеде∫
Ω

v
n∑
k=1

∂2u

∂x2
k

dx =

∫
∂Ω

v
n∑
k=1

∂u

∂xk
nkds−

∫
Ω

n∑
k=1

∂v

∂xk

∂u

∂xk
dx.

жоғарыдағы (5.1.15) – Гриннiң3 бiрiншi формуласын аламыз, яғни:∫
Ω

v ·∆u =

∫
∂Ω

v · ∂u
∂n
ds−

∫
Ω

∇v · ∇udx.

3GEORGE GREEN (Джордж Грин), (1793–1841)–ағылшын математигi. Ол математикалық
физиканың көптеген бөлiмдерiне елеулi үлесiн қосқан ғалым.
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Теорема 5.1.2 Айталық u (x) , v (x) ∈ C2 (Ω)
⋂
C1
(
Ω
)
болсын. Онда бұл u

және v функциялары үшiн∫
Ω

(v∆u− u∆v) dx =

∫
∂Ω

(
v
∂u

∂~n
− u∂v

∂~n

)
ds (5.1.16)

Гриннiң екiншi формуласы орынды.

Дәлелдеуi. Гриннiң бiрiншi формуласы бойынша ((5.1.15) қараңыз)∫
Ω

u∆v =

∫
∂Ω

v
∂u

∂~n
−
∫
Ω

∇v∇udx. (5.1.17)

теңдiгi орынды. Бұл (5.1.15) теңдiктен (5.1.17) мүшелеп алсақ бiрден (5.1.16)
аламыз.

Гармоникалық функциялардың негiзгi қасиеттерi.

10. Гармоникалық функцияның нормал туындысы.

Теорема 5.1.3 Егер u (x) функциясы жатық шекаралы Ω облысында
гармоникалық және Ω тұйық облысында үзiлiссiз дифференциалданса, онда∫∫

∂Ω

∂u

∂n
ds = 0. (5.1.18)

Дәлелдеуi. Егер (5.1.15) Гриннiң бiрiншi формуласын v = 1 және u = u (x)
гармоникалық функциясы үшiн жазсақ, ∇v = 0, ∆u = 0 болғандықтан, бiрден
(5.1.18) теңдiктi аламыз. Бұл (5.1.18) теңдiк жоғарыдағы (5.1.7) Нейман есебiнiң
шешiлу шарты.

20. Гармоникалық функцияның дифференциалдануы.

Теорема 5.1.4 Ω облысында гармоникалық u (x) функциясы осы гармоникалық
Ω облысының кез-келген x ∈ Ω нүктесiнде шексiз дифференциалданады.

30. Арифметикалық орта мән туралы теорема.
Айталық B (x0, r) – центрi x0 нүктесiндегi, радиусы r-ге тең шар, ал ∂B (x0, r)

оның бетi, яғни сфера болсын.

Теорема 5.1.5 Егер u (x) функциясы B (x0, r) шар iшiнде гармоникалық, ал
∂B (x0, r) сферасында үзiлiссiз болса, онда оның x0 центрiндегi мәнi бүкiл
шардың (сфера) бетi бойынша арифметикалық орта мәнiне тең, яғни

u (x0) =
1

ωnrn−1

∫
∂B(x0,r)

uds (5.1.19)
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40. Гармоникалық функцияның интеграл арқылы өрнектелуi

Теорема 5.1.6 Айталық u (x) ∈ C2 (Ω) ∩ C1
(
Ω
)
болсын. Онда

u (x) =

∫
∂Ω

[
E (x, ξ)

∂u (ξ)

∂~nξ
− u∂E (x, ξ)

∂~nξ

]
dsξ −

∫
Ω

E (x, y) ∆u (y) dy (5.1.20)

теңдiгi орынды.

Бұл (5.1.20) өрнек Гриннiң негiзгi формуласы деп аталады.

Теорема 5.1.7 Айталық u (x) функциясы Ω облысында гармоникалық және
u (x) ∈ C1

(
Ω
)
болсын. Онда

u (x) =

∫
∂Ω

[
E (x, ξ)

∂u (ξ)

∂~nξ
− u∂E (x, ξ)

∂~nξ

]
dsξ (5.1.21)

теңдiгi орынды.

(5.1.21) теңдiк гармоникалық u (x) функциясының интеграл арқылы
өрнектелу формуласы деп аталады. Мұндағы E (x, ξ) – Лаплас теңдеуiнiң iргелi
шешiмi.

50. Максимум қағидасы.

Теорема 5.1.8 Ақырлы Ω облысында гармоникалық және Ω тұйық облысында
үзiлiссiз u (x) функциясы өзiнiң ең үлкен және ең кiшi мәндерiне Ω облысының
тек шекарасында ғана ие болады. Басқаша айтқанда, ∀x ∈ Ω үшiн

min
x∈∂Ω

u(x) < u (x) < max
x∈∂Ω

u (x) (5.1.22)

теңсiздiгiн қанағаттандырады.

Салдар 1. Ω облысында гармоникалық және Ω облысында үзiлiссiз u (x)
функциясы өзiнiң ең үлкен мәнiн (ең кiшi мәнiн) Ω облысының iшкi нүктесiнде
қабылдайтын болса, онда ол бүкiл Ω облысында тұрақты функция болады, яғни
u (x) = const.

Салдар 2. Егер Ω облысында гармоникалық және Ω тұйық облысында
үзiлiссiз u (x) және v (x) функциялары ∂Ω шекарада

u (x) ≤ v (x) , x ∈ ∂Ω

теңсiздiгiн қанағаттандырса, онда бүкiл Ω тұйық облысында

u (x) ≤ v (x) , x ∈ Ω

теңсiздiгi орындалады.
60. Лаплас теңдеуi үшiн Дирихле есебi шешiмiнiң жалғыздығы

және орнықтылығы.
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Теорема 5.1.9 Лаплас теңдеуiне қойылған Дирихле есебiнiң шешiмi жалғыз.

Дәлелдеуi. Керi жорып, есептiң әртүрлi u1 (x) 6= u2 (x) екi шешiмi бар болсын
делiк, яғни

∆uk = 0, x ∈ Ω,

uk|∂Ω = ϕ, x ∈ ∂Ω, uk ∈ C
(
Ω
)
, k = 1, 2.

Бұл u1 және u2 шешiмдерiнiң айырымы u = u1 − u2 үшiн

∆u = 0, x ∈ Ω,

u|∂Ω = 0, x ∈ ∂Ω, u ∈ C
(
Ω
)

есебiн аламыз. Бұдан максимум қағидасы бойынша ∀x ∈ Ω үшiн u (x) ≡ 0.
Демек u1 ≡ u2, яғни қарама- қайшылыққа келемiз.

Теорема 5.1.10 Лаплас теңдеуiне қойылған Дирихле есебiнiң шешiмi
орнықты.

Дәлелдеуi. Айталық, u1 (x) , u2 (x) функциялары

∆uk = 0, x ∈ Ω,

uk |∂Ω = ϕk (x) , x ∈ ∂Ω, uk ∈ C
(
Ω
)
, k = 1, 2

Дирихле есептерiнiң шешiмдерi болсын. Егер ∀ε > 0 үшiн ∃δ (ε) > 0 табылып,
|f1 − f2| < δ ⇒ |u1 − u2| < ε болса, u = u1−u2 үшiн ∆u = 0 – гармоникалық және
∂Ω шекарада |u| = |f1 − f2| < δ орындалады. Салдар 2 ⇒ |u| < δ < ε ∀x ∈ Ω

70. Аналитикалық функция мен гармоникалық функция
арасындағы байланыс.

Теорема 5.1.11 Егер комплекс айнымалылы f (z) = u (x, y) + iv (x, y)
функциясы аналитикалық болса, онда оның u (x), v (x) нақты және жорамал
бөлiктерi гармоникалық функциялар болады.

Дәлелдеуi. Аналитикалық функция болудың қажеттi және жеткiлiктi шарты-
Коши-Риман шартын қолданамыз:


∂u

∂x
=
∂v

∂y
∂u

∂y
= −∂v

∂x

Бұл Коши-Риман шартының бiрiншiсiн x бойынша, екiншiсiн y бойынша
дифференциалдап, қоссақ, uxx + uyy = ∆u = 0 теңдiгiн аламыз. Дәл сол
сияқты бiрiншiсiн y бойынша, екiншiсiн x бойынша дифференциалдап, алсақ,
vxx + vyy = ∆v = 0 теңсiздiгiн аламыз.

Мұндай нақты және жорамал бөлiктерi болатын гармоникалық u (x) , v (x)
функцияларын түйiндес гармоникалық функциялар деп атайды.
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Мысал 5.1.3 u (x, y) = x2 − y2 − x гармоникалық функциясы берiлген. Оған
түйiндес v (x, y) гармоникалық функциясын анықтаңз.

Шешуi. Коши-Риман шарты бойынша:

ux = 2x− 1 = vy
uy = −2y = −vx

}
⇒
{
vy = 2x− 1
vx = 2y

Бiрiншi теңдiктi y бойынша интегралдасақ: v = 2xy − y + ϕ (x), мұндағы ϕ (x)
кез-келген еркiн функция. Мұны екiншi теңдiкке қойсақ:

2y + ϕ′ (x) = 2y ⇒ ϕ′ (x) = 0 ⇒ ϕ (x) = C

Демек v (x, y) = 2xy − y + C – гармоникалық. Ал

f (z) = x2 − y2 − x+ i (2xy − y + C) = z2 − z + iC

функциясы аналитикалық функция.

5.1.5 Жаттығулар

5.1.1 u(x) функциясы гармоникалық болатындай α параметрiнiң мәндерiн
табыңыздар:
1. u (x, y, z) = x2 + y2 + αz2;
2. u (x) = r−α, мұндағы r2 = x2

1 + ...+ x2
n, (x = 0 нүктесi енбейтiн облыста).

5.1.2 Айталық, u(x) функциясы D ⊂ Rn облысында гармоникалық болсын.
1. v (x) = u (x+ h) , h = const ∈ Rn функциясы D′ ≡ D − h = {x− h : x ∈ D}
облысында гармоникалық функция бола ма?

2. v (x) =

4∑
k=1

xk
∂u

∂xk
функциясы D облысында гармоникалық функция бола ма?

3. v (x) = u (λx) , λ = const ∈ R, λ 6= 0 функциясы гармоникалық функция бола
ма? және қандай облыста гармоникалық?

5.1.3 Төменде f(x, y) аналитикалық функциясының Ref (z) = u (x, y) нақты
бөлiгi берiлген. Оған түйiндес Imf (z) = v (x, y) гармоникалық функцияны
анықтап, f(x, y) аналитикалық функциясын құрыңыз:
1. u (x, y) = x2 − y2 + 2x;
2. u (x, y) = ex sin y;
3. ux (x, y) = y3 − 3x2y;

5.1.4 R3 кеңiстiгiнде үзiлiссiз және ∆u(r) = ln r теңдеуiн
қанағаттандыратын барлық u = u(r) функцияларды анықтаңыз.

5.1.5 R2 жазықтығындағы a < r < b сақинада гарманикалық (∆u = 0) және
шекарада

u|r=a = T, (ur + u)|r=b = U, 0 < a < b <∞, T, U = const

шарттарды қанағаттандыратын u = u(r) функциясын табыңыз.
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5.1.6 Коши-Риман теңдеулер жүйесiн пайдаланып, u (x, y) гармоникалық
функциясын табыңыз, eгер uy = ex cos y болса.

5.1.7 ∆u (r) = 0, u (a) = A, ur (b) = B шарттарды қанағаттандыратын 0 <
a < r < b сақинада u = u (r) гармоникалық функцияны анықтаңыз, мұндағы
a, b, A,B = const.

5.1.8 Айталық, u (r) K : a < r < b, 0 ≤ ϕ ≤ 2π, 0 < a < b <∞ шар қабатында
гармоникалық және K тұйық облыста үзiлiссiз функция болсын. u(a) мәнiн
қалай таңдау керек, егер:
1. u (c) = A, u (b) = B, r =

√
x2 + y2, (n = 2).

2. u (c) = A, ur (b) = B, r =
√
x2 + y2 + z2 (n = 3), мұнда a < c < b,

a, b, c, A,B = const.

5.1.9 x2 + y2 = r2 < R2 шеңберi iшiнде Нейман есебi дұрыс қойылған ба? a
және b тұрақтыларының қандай мәндерiнде дұрыс қойылады?

4u(x, y) = 0, 0 ≤ r < R,
∂u(x, y)

∂r

∣∣
r=R = ax2 − by2 + y.

5.1.10 Айталық, u (r) функциясы K : x2 + y2 = r2 < R2 шеңберiнде 4u(x, y) =
kr, k = const Пуассон теңдеуiнiң шешiмi және K тұйық облысында үзiлiссiз
болсын. Егер u (c) = A белгiлi бoлса u(R) мәнiн анықтаңыз, мұнда 0 ≤ c <
R, c,A,R = const.

5.1.11 D облысында гармоникалық болатын u (x, y) = xy функциясының D ={
x2 + y2 ≤ 1

}
тұйық облысындағы экстремум нүктелерiн табыңыздар.

5.1.12 u = x2 − y2 функциясының D =
{

(x, y) : x
2

4 + y2

9 ≤ 1
}

облысындағы
экстремум нүктелерiнде D облысының S шекарасына тұрғызылған сыртқы n
нормал бойынша ∂u

∂n туындысының мәндерiн табыңыз.

5.1.6 Жауаптары

5.1.1 1. α = −2; 2. α = 0 және α = n− 2 егер n > 2 болса;

5.1.2 1. гармоникалық; 2. гармоникалық; 3. гармоникалық.

5.1.3 1. v(x, y) = 2xy + 2y + C, f (z) = z2 + 2z + iC, C = const ∈ R;
2. v(x, y) = −ex cos y + C, f (z) = i (C − ez) , C = const ∈ R;
3. v(x, y) = 1

4

(
x4 + y4

)
− 3

2x
2y2 + C1x+ C2, f (z) = u+ iv, C1, C2 = const ∈ R.

5.1.4 u(r) =
r2

6

(
ln r − 5

6

)
+ C, ∀C = const.
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5.1.5 u(r) = T +
(U − T )b ln r

a

1 + b ln b
a

.

5.1.6 u = ex sin y + C1x+ C2

5.1.7 u(r) = A+ bB ln r
a

5.1.8 1. u(a) =
A ln b

a
−B ln c

a

ln b
c

; 2. u(a) = A+ b2B(a−c)
ac .

5.1.9 a = b

5.1.10 u(R) = A+ k(R3−c3)
9 .

5.1.11 (x, y) =
(
±
√

2
2 ,±

√
2

2

)
5.1.12 (2, 0) , (−2, 0) максимум нүктелерiнде ∂u

∂n = 4, ал (0, 3) , (0,−3)

минимум нүктелерiнде ∂u
∂n = −6.
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5.2 Лаплас және Пуассон теңдеулерi үшiн шеңбер
типтi облыстарда қойылған шеттiк есептер

5.2.1 Шеңбер iшiнде қойылған Лаплас теңдеуi үшiн шеттiк
есептер

Ω = {x2 + y2 < R2} шеңберi iшiнде

∆u (r, ϕ) = 0 (5.2.23)

Лаплас теңдеуiн, ∂Ω = {x2 + y2 = R2} шеңберi шекарасында (бойында)

u|∂Ω = f (5.2.24)

шекаралық шартын қанағаттандыратын Ω = Ω ∪ ∂Ω тұйық облысында үзiлiссiз
u (x, y) шешiмiн анықтау есебiн қарастырайық. Бұл есеп шеңбер iшiнде қойылған
Дирихле есебi деп аталады.

Егер декарттық координата жүйесiнен x = r cosϕ, y = r sinϕ полярлық
координата жүйесiне өтсек, Ω = {x2 + y2 ≤ R2} шеңберi Ω′ = {0 ≤ r ≤ R, 0 ≤
ϕ ≤ 2π} тiктөртбұрышына айналады (сурет 5.2.1.-1).

x

y

Ω

∆u = 0

RR0

u = f

ϕ

r

∆u = 0

Ω′

2π

R

0

Cурет 5.2.1.-1.

Ал (5.2.23)-(5.2.24) есебi

∆u =
∂2u

∂r2
+

1

r

∂u

∂r
+

1

r2

∂2u

∂ϕ2
= 0, (r, ϕ) ∈ Ω′ (5.2.25)

u|r=R = f (ϕ) , f (ϕ+ 2π) = f (ϕ) , ϕ ∈ [0, 2π] (5.2.26)

түрге келедi. Бұл жағдайда u (r, ϕ) iзделiндi шешiмi периодты функция екендiгi
анық, яғни:

u (r, ϕ+ 2π) = u (r, ϕ) . (5.2.27)
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Сонымен қатар, r = 0 шеңбер центрiнде u (r, ϕ) функциясы r және ϕ бойынша
үзiлiссiз дифференциалданады. Сондықтан, r = 0 нүктеде шешiлген

|u (0, ϕ)| < const. (5.2.28)

Фурье әдiсi бойынша (5.2.25)-(5.2.26) есептiң шешiмiн

u (r, ϕ) = R (r) Φ (ϕ) 6= 0 (5.2.29)

түрiнде iздеймiз. Мұны (5.2.27) және (5.2.28) шарттарға қойсақ, бiрден

Φ (ϕ+ 2π) = Φ (ϕ) , (5.2.30)

|R (0)| < const (5.2.31)

шарттарын аламыз. Ал (5.2.25) теңдеуге қойсақ

R
′′

(r) Φ +
1

r
R
′
Φ +

1

r2
RΦ′′ = 0.

Екi жағын
r2

RΦ
көбейтiп

r2R′′ + rR′

R
= −Φ′′

Φ
= λ (5.2.32)

теңдiгiн, ал бұдан келесi екi ЖДТ аламыз:

r2R′′ + rR′ − λR = 0, (5.2.33)

Φ′′ + λΦ (ϕ) = 0. (5.2.34)

(5.2.34), (5.2.30) Штурм-Лиувиль есебiн қарастырайық:
а) Айталық λ = 0 болсын. Онда (5.2.34) теңдеудiң жалпы шешiмi

Φ (ϕ) = c1ϕ+ c2

Бұдан (5.2.30) шарты бойынша, c1 = 0, ал C2– кез келген тұрақты. Олай болса,
λ = 0 үшiн

Φ0 (ϕ) = a0, a0 = const (5.2.35)

б) Айталық λ = −µ2 < 0, (µ > 0) терiс сан болсын. Онда (5.2.34) теңдеу

Φ′′ (ϕ)− µ2Φ (ϕ) = 0
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түрде, және оның жалпы шешiмi:

Φ (ϕ) = c1e
µϕ + c2e

−µϕ

болады. Бұл шешiм периодты емес, яғни (5.2.30) шарт орындалмайды.
Сондықтан λ = −µ2 меншiктi сан бола алмайды.

в) Айталық λ = µ2 > 0, µ > 0 оң сан болсын. Онда (5.2.34) теңдеу

Φ′′ (ϕ) + µ2Φ (ϕ) = 0

түрде жазылады, және оның жалпы шешiмi:

Φ (ϕ) = a cosµϕ+ b sinµϕ (5.2.36)

Бұл шешiм (5.2.30) периодтылық шартын тек µ = n, n = 1, 2, 3, ... жағдайда
ғана қанағаттандырады. Демек (5.2.34), (5.2.30) есебiнiң шешiмдерi

λ = 0 кезде Φ0 = a0,
λ = n2 кездеΦn (ϕ) = an cosnϕ+ bn sinnϕ, n = 1, 2, 3, ...

болады. Ендi бұл λ меншiктi сандар үшiн (5.2.33) теңдеудi шешейiк.
1) Егер λ = 0 болса,

r2R′′ (r) + rR′ (r) = 0.

Екi жағын r2R′ (r) қысқартсақ:

R′′ (r)

R′′ (r)
+

1

r
= 0, ⇒ ln |R′|+ ln |r| = ln c1 ⇒

R′ (r) =
c1

r
, R (r) = c1 ln r + c2. (5.2.37)

Бұдан (5.2.31) шенелгендiк шарты бойынша c1 = 0 ал c2 кез-келген нөлден өзге
тұрақты сан.

Егер c2 = 1 деп алсақ, R0 (r) = 1. Демек,

u0 (r, ϕ) = Φ0R0 = a0. (5.2.38)

Ендi λ = n2, n = 1, 2, 3, ... жағдайды қарастырайық. Бұған сәйкес (5.2.33)
теңдеу

r2R′′ + rR′ − n2R = 0 (5.2.39)
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түрде жазылады. Бұл теңдеудiң шешiмiн R (r) = rm түрiнде iздейiк. Мұндағы
m санын rm теңдеудiң шешiмi болатындай таңдап аламыз.

r2m (m− 1) rm−2 + rmrm−1 − n2rm = 0 ⇒ m = ±n.

Олай болса, (5.2.39) теңдеудiң сызықты тәуелсiз дербес шешiмдерi R1 (r) =
rn, R2 (r) = r−n функциялары, ал жалпы шешiмi

Rn (r) = c1r
n + c2r

−n (5.2.40)

функциясы болады. Шеңбер iшi үшiн, яғни жоғарыдағы (5.2.31) шарты
орындалу үшiн c2 = 0 болуы қажет. Ал c1 еркiн тұрақты бола алады. Егер
оны c1 = 1 деп таңдап алсақ, онда шешiм келесiдей болады:

Rn (r) = rn, n = 1, 2, 3, ... (5.2.41)

Демек, (iзделiндi u (r, ϕ) шешiм) (5.2.25)-(5.2.26) есебiнiң шенелген әрi периодты
шешiмдерi:

u0 (r, ϕ) = a0

un (r, ϕ) = rn (an cosnϕ+ bn sinnϕ) , n = 1, 2, 3, ...

болады. Ал жалпы шешiм, суперпозиция қағидасы бойынша

u (r, ϕ) = a0 +
∞∑
k=1

rn (an cosnϕ+ bn sinnϕ) (5.2.42)

қатарымен анықталады. Мұндағы ai, bj , i = 0,∞, j = 1,∞ белгiсiз
коэффиценттерiн (5.2.26) шекаралық шарт орындалатындай таңдап аламыз.

Айталық f (ϕ) функциясы {1, cosnϕ, sinnϕ}∞n=1 толық ортогонал жүйесi
бойынша Фурье қатарына жiктелiнсiн, яғни

f (ϕ) = A0 +

∞∑
k=1

(An cosnϕ+Bn sinnϕ) , (5.2.43)

мұндағы An, Bn Фурье коэффиценттерi:

A0 =
1

2π

2π∫
0

f (ϕ) dϕ, An =
1

π

2π∫
0

f (ϕ) cosnϕdϕ,

Bn =
1

π

2π∫
0

f (ϕ) sinnϕdϕ, n = 1, 2, 3, ....

(5.2.44)
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(5.2.26) шекаралық шарт бойынша r = R жағдайда (5.2.42) және (5.2.43)
қатарларды салыстырып,

a0 = A0; an =
An
Rn

, bn =
Bn
Rn

(5.2.45)

белгiсiз коэффиценттерiн анықтаймыз. Бұл анықталған коэффициенттердi
(5.2.42) қатарға қойсақ, Дирихленiң шеңбер iшiндегi шешiмiн аламыз

u (r, ϕ) = A0 +

∞∑
n=1

( r
R

)n
(An cosnϕ+Bn sinnϕ) . (5.2.46)

5.2.2 Шеңбер сыртында қойылған Лаплас теңдеуi үшiн шеттiк
есептер

Есептiң қойылымы. Ω = {x2 + y2 = r2 > R2} шеңберi сыртында келесi
Дирихле есебiнiң шешiмiн анықтайық:

∆u (x, y) = 0,Ω = {x2 + y2 = r2 > R2}, (5.2.47)

u|∂Ω = f, ∂Ω = {x2 + y2 = R2}. (5.2.48)

Бұл есеп жоғарыдағы iшкi есеп тәрiздi шешiледi. Алайда, Ω облысы шенелмеген
облыс болғандықтан, шешiмнiң шексiздiкте шенелген болуы талап етiледi, яғни

|u (M)| < c, M (x, y)→∞. (5.2.49)

Сондықтан, (5.2.40) жалпы шешiмде c1 = 0 болуы талап етiледi. Олай болса,
сыртқы есеп үшiн (5.2.39) теңдеудiң шешiмi

Rn (r) = r−n

түрде болады. Демек, Дирихленiң сыртқы есебiнiң жалпы шешiмi

u (r, ϕ) = a0 +

∞∑
k=1

r−n (an cosnϕ+ bn sinnϕ) (5.2.50)

формуламен анықталады. Мұнда

a0 = A0, an = AnR
n, bn = BnR

n, n = 1, 2, 3, .... (5.2.51)

ал, An, Bn сандары (5.2.44) формуламен есептелiнедi.
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Ескерту 5.2.1 Жоғарыдағы табылған (5.2.46) және (5.2.50) қатарлары сәйкес
Дирихленiң iшкi және сыртқы есептерiнiң формалды шешiмдерi. Бiрақ олардың
сәйкес r < R және r > R облыстарында бiрқалыпты жинақтылығын әрi
Дирихле есебiнiң шешiмi болатындығын дәлелдеуге болады. ([]-[] әдебиеттерден
табуға болады).

Ескерту 5.2.2 Егер (5.2.23)-(5.2.24) және (5.2.47)-(5.2.48) есептерi – Дирихле
шартыны орнында үшiншi шеттiк немесе Нейман шартымен қойылан iшкi
немесе сыртқы есептер болса, онда да олар дәл осындай жолмен шешiледi. Бұл
кезде тек an, bn коэффиценттерiндер ғана өзгешелiкте болады.

Мысал 5.2.1 (x+ 1)2 + y2 < 1 шеңберi iшiнде келесi Дирихле есебiн шешiңiз:

∆u (x, y) = 0, Ω = {(x+ 1)2 + y2 < 1}
u|∂Ω = 4x3 + 6x− 1, ∂Ω = {(x+ 1)2 + y2 = 1}.

Шешуi. Есептiң шешiмi полярлық координата жүйесiнде (5.2.46)
формуламен өрнектеледi:

u (r, ϕ) = A0 +
∞∑
n=1

rn (An cosnϕ+Bn sinnϕ)

Егер {
x+ 1 = r cosϕ
y = r sinϕ

бойынша полярлық координата жүйесiне өтсек

Ω′ = {0 ≤ r ≤ 1, 0 ≤ ϕ ≤ 2π}

және шекаралық функция

f (r, ϕ) = 4 (r cosϕ− 1)3 + 6 (r cosϕ− 1)− 1.

Шекарадағы мәнi:

f (r, ϕ)|r=1 = 4 (r cosϕ− 1)3 + 6 (r cosϕ− 1)− 1 =

4 cos3 ϕ− 12 cos2 ϕ+ 12 cosϕ− 4 + 6 cosϕ− 6− 1 =

4 cos3 ϕ− 3 cosϕ− 12 cos2 ϕ+ 21 cosϕ− 11 = cos 3ϕ− 6 cos 2ϕ− 17 + 21 cosϕ.

Бұдан (5.2.44), (5.2.45) формулалар бойынша Фурье коэффициенттерiн есептесек

a0 =
1

2π

2π∫
0

(cos 3ϕ− 6 cos 2ϕ− 17 + 21 cosϕ) dϕ =

1

2π

[
1

3
sin 3ϕ− 3 sin 2ϕ+ 21 sinϕ− 17ϕ

]∣∣∣∣2π
0

= −17
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an =
1

π

2π∫
0

(cos 3ϕ− 6 cos 2ϕ− 17 + 21 cosϕ) cosnϕdϕ =


21, n = 1
−6, n = 2
−1, n = 3
0, n = 0, 4, 5, ...

bn = Bn =
1

π

∫ 2π

0
(cos 3ϕ− 6 cos 2ϕ− 17 + 21 cosϕ) sinnϕdϕ = 0.

Олай болса, полярлық координата жүйесiнде табылған шешiм

u (r, ϕ) = −17 + 21r cosϕ− 6r2 cos 2ϕ+ r3 cos 3ϕ

Ендi керi декарттық жүйесiне көшсек,

u (x, y) = −17 + 21r cosϕ− 6r2
(
cos2 ϕ− sin2 ϕ

)
+ r3

(
4 cos3 ϕ− 3 cosϕ

)
=

−17 + 21 (x+ 1)− 6 (x+ 1)2 + 6y2 + 4 (x+ 1)3 − 3
(

(x+ 1)2 + y2
)

(x+ 1) =

x3 − 3x2 + 3y2 + 12x− 3xy2 − 1.

Жауабы: u (x, y) = x3 − 3x2 + 3y2 + 12x− 3xy2 − 1.
Бұл есептi (5.2.44)-(5.2.45) интегралдарды есептемей-ақ, анықталмаған

коэффиценттер әдiсiн қолданып шешу жеңiлiрек болады. (5.2.46) формула
бойынша

u (r, ϕ) |r=1 = a0 +
∞∑
n=1

rn (an cosnϕ+ bn sinnϕ)

∣∣∣∣
r=1

=

a0 + a1 cosϕ+ b1 sinϕ+ a2 cos 2ϕ+ b2 sin 2ϕ+ a3 cos 3ϕ+ b3 sin 3ϕ = ...

(5.2.52)

Екiншi жағынан шекаралық шарт бойынша

u (1, ϕ) = f (1, ϕ) = cos 3ϕ− 6 cos 2ϕ+ 21 cosϕ− 17 (5.2.53)

Бұл (5.2.52), (5.2.53) өрнектерiн салыстырып, cosnϕ, sinnϕ, n = 0, 1, 2, ...
функцияларының алдындағы коэффиценттерiн теңестiрсек:

a0 = −17, a1 = 2, a2 = −6, a3 = 1, a4 = a5 = ..... = 0,
b1 = b2 = ... = 0.
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Демек шешiм,

u (r, ϕ) = −17 + 21r cosϕ− 6r2 cos 2ϕ+ r3 cos 3ϕ

немесе декарттық координата жүйесiнде

u (x, y) = x3 − 3x2 + 3y2 + 12x− 3xy2 − 1.

Мысал 5.2.2 Дирихленiң сыртқы есебiн шешiңiз:

∆u (x, y) = 0, x2 + y2 > R2,

u (x, y) = y2 − xy, x2 + y2 = R2.

Шешуi. (5.2.50) формуламен анықталынған u (r, ϕ) шешiмi r = R шекарада

u (r, ϕ) |r=R = a0 +

∞∑
n=1

(
1

r

)n
(an cosnϕ+ bn sinnϕ)

∣∣∣∣∣
r=R

=

a0 +
a1

R
cosϕ+

b1
R

sinϕ+
a2

R2
cos 2ϕ+

b2
R2

sin 2ϕ+ ...

Ал шекарадағы мәнi (шекаралық шарт) бойынша

u (R,ϕ) = f (R,ϕ) =
(
y2 − xy

)∣∣
x = R cosϕ
y = R sinϕ

= R2 sin2 ϕ−R2 sinϕ cosϕ =

R2

2
(1− cos 2ϕ) +

R2

2
sin 2ϕ =

R2

2
− R2

2
cos 2ϕ− R2

2
sin 2ϕ

Соңғы екi өрнектi салыстырып

a0 =
R2

2
, a1 = 0, a2 = −R

4

2
, a3 = a4 = a5 = ..... = 0

b1 = 0, b2 = −R
4

2
, b3 = b4 = ... = 0

коэффициенттерiн анықтаймыз. Олай болса,

u (r, ϕ) =
R2

2
− R4

2r4
cos 2ϕ− R4

2r4
sin 2ϕ
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немесе

u (x, y) =
R2

2
− R4

2r4

(
r2 cos 2ϕ− r2 sin 2ϕ

)∣∣∣∣ x = r cosϕ
y = r sinϕ

=

=
R2

2
− R4

2r4

(
r2
(
cos2 ϕ− sin2 ϕ

)
− 2r2 cosϕ sin 2ϕ

)∣∣∣∣ x = r cosϕ
y = r sinϕ

=

R2

2
− R4

2 (x2 + y2)2

(
x2 − y2 − 2xy

)
.

Жауабы: u (x, y) =
R2

2
− R4

2 (x2 + y2)2

(
x2 − y2 − 2xy

)
.

Мысал 5.2.3 Полярлық координата жүйесiнде берiлген келесi Нейманның iшкi
есебiнiң шешiмiн анықтаңыз:

∆u (r, ϕ) = 0, Ω = {0 < r < R, 0 ≤ ϕ ≤ 2π},

∂u

∂r

∣∣∣∣
r=R

= cos3 ϕ, 0 ≤ ϕ ≤ 2π.

Шешуi. Әуелi Нейман есебiнiң
∫
∂Ω

∂u

∂n
ds = 0 шешiмдiлiк шартын тексерейiк.

∂u

∂n

∣∣∣∣
r=R

=
∂u

∂r

∣∣∣∣
r=R

⇒

∫
∂Ω′

∂u

∂n
ds =

2π∫
0

cos3 ϕdϕ =
3

4

2π∫
0

cosϕdϕ+
1

4

2π∫
0

cos 3ϕdϕ = 0. X

Екiншiден, (5.2.42) формула бойынша

∂u

∂r

∣∣∣∣
r=R

=

∞∑
k=1

nrn−1 (an cosnϕ+ bn sinnϕ)

∣∣∣∣∣
r=R

=

a1 cosϕ+ b1 sinϕ+ 2R1a2 cos 2ϕ+ 2R1b2 sin 2ϕ+ 3R2a3 cos 3ϕ+ 3R2 sin 3ϕ+ ... =

3

4
cosϕ+

1

4
cos 3ϕ.
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Бұдан

a0 = c = const, a1 =
3

4
, a3 =

1

12R2
, ai = 0, i = 2, 4, 6, . . . ,

bj = 0, j = 0, 1, 2, . . . .

Демек шешiм,

u (r, ϕ) =
3

4
r cosϕ+

r3

12R2
cos 3ϕ+ c, c = const.

5.2.3 Сақинада қойылған Лаплас теңдеуi үшiн шеттiк есептер

Радиустары R1 және R2 (R1 < R2) , центрi бас нүктеде орналасқан екi шеңбердiң
арасындағы сақинада (сурет 5.2.3.-2)

∆ (x, y) = 0,
(
R2

1 < x2 + y2 < R2
2

)
Лаплас теңдеуiн қанағаттандыратын және сақина шекарасында

u|x2+y2=R2
1

= f1 (x, y) , u|x2+y2=R2
2

= f2 (x, y) (5.2.54)

шарттарын қанағаттандыратын u (x, y) шешiмiн табу есебiн қарастырайық.

x

y

∆u = 0

R2R10

u = f2u = f1

Cурет 5.2.3.-2.

Жоғарыдағыдай, декарттық координата жүйесiнен полярлық координата
жүйесiне (5.1.3) өтсек, бұл есеп



∂2u

∂r2
+

1

r

∂u

∂r
+

1

r2

∂2u

∂ϕ2
= 0, R1 < r < R2, 0 < ϕ < 2π,

u (R1, ϕ) = f1 (ϕ) ,

u (R2, ϕ) = f2 (ϕ) , 0 ≤ ϕ ≤ 2π

(5.2.55)
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түрде қойылады.
Мұнда f1 (ϕ) , f2 (ϕ) шекаралық функциялары 2π периодты деп

қабылдаймыз. Фурье әдiсiн қолданып, шешiмдi u (r, ϕ) = R (r) Φ (ϕ) 6= 0
түрiнде iздесек, нәтижеде

r2R′′ + rR′ − λ2R = 0 (5.2.56)

Φ′′ (ϕ) + λ2Φ (ϕ) = 0,
Φ (ϕ+ 2π) = Φ (ϕ)

(5.2.57)

теңдеулерiне келемiз. (5.2.57) есептiң периодтық шартын қанағаттандыратын
шешiмдерi тек λn = ±n, n = 0, 1, 2, . . . жағдайда ғана бар болады, және оларға
сәйкес дербес шешiмдерi

Φ1n = cosnϕ, Φ2n = sinnϕ, n = 0, 1, 2, . . . .

ал мұндай λn сәйкес (5.2.56) теңдеудiң сызықты тәуелсiз дербес шешiмдерi

R10 = 1, R20 = ln r, n = 0,

R1n = rn, R2n = r−n, n = 1, 2, 3, . . .

болады. Олай болса (5.2.55) есептiң жалпы шешiмi:

u (r, ϕ) = a0+b0 ln r+

∞∑
n=1

[(
anr

n + bnr
−n) cosnϕ+

(
cnr

n + dnr
−n) sinnϕ

]
(5.2.58)

түрде болады. Мұндағы ai, bi, i = 0, 1, 2, . . . белгiсiз коэффиценттердi
шекаралық шарттарды қолданып анықтаймыз, яғни:

u (R1, ϕ) = a0+b0 lnR1+

∞∑
n=1

[(
anR

n
1 + bnR

−n
1

)
cosnϕ+

(
cnR

n
1 + dnR

−n
1

)
sinnϕ

]
= f1 (ϕ) ,

u (R2, ϕ) = a0+b0 lnR2+
∞∑
n=1

[(
anR

n
2 + bnR

−n
2

)
cosnϕ+

(
cnR

n
2 + dnR

−n
2

)
sinnϕ

]
= f2 (ϕ) .

Бұл екi қатарды екiншi жағынан f1 (ϕ) және f2 (ϕ) функциялары
үшiн Фурье қатары деп қабылдап, Фурье коэффиценттерi бойынша, a0, b0
коэффиценттерiне қатысты

a0 + b0 lnR1 =
1

2π

2π∫
0

f1 (ϕ) dϕ,

a0 + b0 lnR2 =
1

2π

2π∫
0

f2 (ϕ) dϕ

(5.2.59)
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жүйесiн, an, bn, n = 1, 2, 3, . . . коэффиценттерiне байланысты
anR

n
1 + bnR

−n
1 =

1

π

2π∫
0

f1 (ϕ) cosnϕdϕ,

anR
n
2 + bnR

−n
2 =

1

π

2π∫
0

f2 (ϕ) cosnϕdϕ

(5.2.60)

жүйесiн және cn, dn, n = 1, 2, 3, . . . коэффиценттерiне байланысты
cnR

n
1 + dnR

−n
1 =

1

π

2π∫
0

f1 (ϕ) sinnϕdϕ,

cnR
n
2 + dnR

−n
2 =

1

π

2π∫
0

f2 (ϕ) sinnϕdϕ

(5.2.61)

жүйелерiн аламыз. Бұл (5.2.59)-(5.2.61) теңдеулер жүйелерiнен
a0, b0, an, bn, cn, dn белгiсiз коэффициенттерiн анықтап, (5.2.58) қойсақ,
iзделiндi шешiмдi аламыз.

Мысал 5.2.4 Келесi сақинада берiлген Дирихле есебiн қарастырайық:


∆u (r, ϕ) = 0, 1 < r < 2, 0 < ϕ < 2π
u (1, ϕ) = cosϕ, 0 ≤ ϕ ≤ 2π,
u (2, ϕ) = 3 sin 2ϕ, 0 ≤ ϕ ≤ 2π.

Шешуi. 1. (5.2.58) формула бойынша шекаралық шарттарды қолдансақ:

u (1, ϕ) = a0 + (a1 + b1) cosϕ+ (c1 + d1) sinϕ+ (a2 + b2) cos 2ϕ+ (c2 + d2) sin 2ϕ+ . . . = cosϕ,

u (2, ϕ) = a0 + b0 ln 2 +

(
2a1 +

b1
2

)
cosϕ+

(
2c1 +

d1

2

)
sinϕ+

(
4a2 +

b2
4

)
cos 2ϕ+

(
4c2 +

d2

4

)
sin 2ϕ+ . . . = 3 sin 2ϕ

Бұдан n = 1, 2 жағдайда, яғни a1, b1, c2, d2 коэффициенттерi ұшiн{
a1 + b1 = 1

2c1 +
b1
2

= 0,

{
c2 + d2 = 0

4c2 +
d2

4
= 3.

(5.2.62)

теңдеулер жұйесiн аламыз, ал қалан ai, bi, ci, di коэффициенттерiнiң барлығы
нөлгe тең. Бұл жүйелердiң шешiмдерi:
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a1 = −1

3
, b1 =

4

3
, c2 =

4

5
, d2 = −4

5
.

Демек, шешiм (5.2.58) бойынша:

u (r, ϕ) =

(
−1

3
r +

4

3r

)
cosϕ+

(
4

5
r2 − 4

5r2

)
sin 2ϕ.

2. Екiншiден, жоғарыдағы (5.2.59)-(5.2.61) формулаларын қолдансақ,
онда да ортогональдық қасиетi бойынша (5.2.62) жүйеге келемiз. қалған
коэффициенттерi нөлге тең болады.

5.2.4 Сақинада қойылған Пуассон теңдеуi үшiн шеттiк есептер

Есептiң қойылымы. Төмендегi Пуассон теңдеуi үшiн сақинада қойылған
үшiншi шеттiк есептi қарастырайық:

∆u = f (r, ϕ) , r1 < r < r2, (5.2.63)

u|r=r1 = g1 (ϕ) , (5.2.64)

∂u

∂r

∣∣∣∣
r=r2

= g2 (ϕ) . (5.2.65)

Есептiң берiлу облысы шеңбер типтi болғандықтан, (5.2.63) теңдеу (r, ϕ)
полярлық координата жүйесiнде

1

r

∂

∂r

(
r
∂u

∂r

)
+

1

r2

∂2u

∂ϕ2
= f (r, ϕ) (5.2.66)

түрде жазылады. Бұл (5.2.66) теңдеудiң шешiмiн

u (r, ϕ) = a0 (r) +

∞∑
n=1

an (r) cos nϕ+ bn (r) sin nϕ (5.2.67)

тригонометриялық Фурье қатары түрiнде iздеймiз, мұндағы
a0 (r) , an (r) , bn (r) - әзiрге белгiсiз функциялар. Алда оларды анықтап,
бастапқы (5.2.63)-(5.2.65) есептiң шешiмiн табатын боламыз.

Ол үшiн алдымен f (r, ϕ) функциясын Фурье қатарына жiктеп (мұнда әрине
жiктеледi деп жоримыз)

f (r, ϕ) = ã0 (r) +

∞∑
n=1

ãn (r) cos nϕ+ b̃n (r) sin nϕ, (5.2.68)
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және оны (5.2.67) түрде iзделiнген u (r, ϕ) функциясымен қоса (5.2.66) теңдеуге
қоямыз, яғни:

1

r

d

dr

(
r
da0 (r)

dr

)
+

∞∑
n=1

[
1

r

d

dr

(
r
dan (r)

dr

)
− n2

r2
an (r)

]
cosnϕ+

∞∑
n=1

[
1

r

d

dr

(
r
dbn (r)

dr

)
− n2

r2
bn (r)

]
sinnϕ =

ã0 (r) +
∞∑
n=1

[
ãn (r) cosnϕ+ b̃n (r) sinnϕ

]
.

(5.2.69)

Бұл теңдiктен, f (r, ϕ) функциясы үшiн Фурье коэффициенттерiн ескерiп,
анықталмаған коэффициенттер әдiсi бойынша келесi теңдеулер жүйесiн
аламыз:

1

r

d

dr

(
r
da0 (r)

dr

)
=

1

2π

2π∫
0

f (r, ϕ) dϕ = ã0 (r) , (5.2.70)

1

r

d

dr

(
r
dan (r)

dr

)
− n2an (r)

r2
=

1

π

2π∫
0

f (r, ϕ) cos nϕdϕ = ãn (r) , (5.2.71)

1

r

d

dr

(
r
dbn (r)

dr

)
− n2bn (r)

r2
=

1

π

2π∫
0

f (r, ϕ) sin nϕdϕ = b̃n (r) . (5.2.72)

Бұл (5.2.70)-(5.2.72) дифференциалдық теңдеулерiн шешiп,
a0 (r) , an (r) , bn (r) коэффициенттерiн анықтаймыз. Бұлар жалпы шешiмдер
болғандықтан олар кез келген тұрақты санға дейiнгi дәлдiкпен анықталады.
Мәселен, (5.2.70) теңдеу – ретi төмендетiлетiн теңдеу және оның жалпы шешiмi

a0 (r) = A0 (r) + E0 + F0 ln r (5.2.73)

түрде болады, мұндағы A0 (r) - белгiлi функция, ал E0 және F0 - кез келген
тұрақты сандар.

(5.2.71) теңдеуi

r2a′′n (r) + ra′n (r)− n2an (r) = r2ãn(r)

түрдегi бiртектi емес Эйлер теңдеуi. Мұны тұрақтыны вариациялау әдiсi арқылы
шешемiз. Мұның сәйкес бiртектi теңдеуiнiң жалпы шешiмi

an (r) = Cnr
n +Dnr

−n
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болғандықтан, жалпы шешiмi

an (r) = Cn (r) rn +Dn (r) r−n, n = 1, 2, ...

түрде iзделiнедi. Мұндағы Cn (r), Dn (r) белгiсiз функциялары
r2nC ′n (r) +D′n (r) = 0,

r2nC ′n (r)−D′n (r) = rn+3ãn (r) /n.

дифференциалдық теңдеулер жүйесiнен кез келген En және Fn тұрақты
сандарына дейiнгi дәлдiкпен анықталады.

Дәл осындай жолмен, bn (r) коэффициенттерi де кез келген Gn, Hn тұрақты
сандарына дейiнгi дәлдiкпен анықталады.

Бұл a0 (r) , an (r) , bn (r) коэффициенттерiн (5.2.67) қатарға қойып, белгiсiз
еркiн тұрақты сандары бар u (r, ϕ) жалпы шешiмдi аламыз. Бұл белгiсiз
сандарды (5.2.64)-(5.2.65) шекаралық шарттарды пайдаланып анықтаймыз.

Мысал 5.2.5 Сақинада қойылған Пуассон теңдеуi үшiн үшiншi шеттiк
есептi шешiңiз:

∆u = r3 cosϕ, 1 < r < 2, (5.2.74)

u|r=1 = cos 2ϕ, (5.2.75)

∂u

∂r

∣∣∣∣
r=2

= sin 3ϕ. (5.2.76)

Шешуi. Алдымен f(r, ϕ) = r3 cosϕ функциясын (5.2.68) түрдегi Фурье
қатарына жiктеймiз. Бұл функцияның өзi Фурье қатары түрiнде болғандықтан,
Фурье коэффициенттерi бiрден анықталынады, яғни:

ã0 (r) = 0, ã1 (r) = r3, ãn (r) = 0, n = 1, 2..., b̃n (r) = 0, n = 0, 1, 2....

Жоарыда айтылғандайын, шешiмдi

u (r, ϕ) = a0 (r) +

∞∑
n=1

an (r) cos nϕ+ bn (r) sin nϕ (5.2.77)

түрде iздеймiз. Мұндағы a0 (r) , an (r) , bn (r) – коэффициенттерi

1

r

d

dr

(
r
da0 (r)

dr

)
= 0, (5.2.78)
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1

r

d

dr

(
r
da1 (r)

dr

)
− a1 (r)

r2
= r3, (5.2.79)

1

r

d

dr

(
r
dan (r)

dr

)
− n2an (r)

r2
= 0, n = 2, 3, ..., (5.2.80)

1

r

d

dr

(
r
dbn (r)

dr

)
− n2bn (r)

r2
= 0, n = 1, 2, ... (5.2.81)

теңдеулер жүйесiнен анықталынады.
(5.2.78) теңдеудiң жалпы шешiмi

a0 (r) = E0 + F0 ln r,

мұндағы E0, F0 – белгiсiз еркiн тұрақтылар.
Ал, (5.2.79) теңдеудiң жалпы шешiмi

a1 (r) = C1 (r) r +D1 (r) r−1

түрде iзделiнедi. Мұндағы C1 (r), D1 (r) функциялары{
r2C ′1 (r) +D′1 (r) = 0,
r2C ′1 (r)−D′1 (r) = r7

дифференциалдық теңдеулер жүйесiнен анықталады. Демек,

a1 (r) =
r7

48
+ E1r + F1r

−1,

мұндағы E1 және F1 кез келген тұрақты сандар.
(5.2.80), (5.2.81) теңдеулер бiртектi болғандықтан олардың сәйкес жалпы

шешiмдерi

an (r) = Cnr
n +Dnr

−n, n = 2, 3, ...,

bn (r) = Gnr
n +Hnr

−n, n = 1, 2...,

мұндағы Cn, Dn, Gn, Hn әзiрге белгiсiз еркiн тұрақты сандар.
Демек, берiлген есептiң жалпы шешiмi

u (r, ϕ) = a0 (r) +

∞∑
n=1

an (r) cosnϕ+ bn (r) sinnϕ =

E0 + F0 ln r +
(
r7

48 + E1r + F1r
−1
)

cosϕ+

+

∞∑
n=2

(
Enr

n + Fnr
−n) cosnϕ+

∞∑
n=1

(
Gnr

n +Hnr
−n) sinnϕ

(5.2.82)

168



болады. Бұл белгiсiз еркiн тұрақтыларын анықтау үшiн шекаралық шарттарды
қолданамыз, яғни бiрiншi шекаралық шарт бойынша:

u (1, ϕ) = E0 +

(
1

48
+ E1 + F1

)
cos ϕ+

∞∑
n=2

(En + Fn) cosnϕ+

∞∑
n=1

(Gn +Hn) sinnϕ = cosϕ,

екiншi шарт бойынша

u′r (2, ϕ) =
F0

2
+

28

3
cos ϕ+

∞∑
n=1

(
nEn2n−1 − nFn2−n−1

)
cosnϕ+

∞∑
n=1

(
nGn2n−1 − nHn2−n−1

)
sinnϕ = sin 3ϕ.

Бұлардан

E0 = 0, F0 = 0,
1

48
+ E1 + F1 = 0

28

3
+ E1 −

F1

4
= 0,


E2 + F2 = 1,

4E2 −
1

4
F2 = 0,


En + Fn = 0

nEn2n−1 − nFn2−n−1 = 0, n = 3, 4, ...,


Gn +Hn = 0

nGn2n−1 − nHn2−n−1 = 0, n 6= 3,


G3 +H3 = 0

12G3 −
3

16
H3 = 1.{

G3 +H3 = 0
3G322 − 3H32−4 = 1.

Бұл теңдеулер жүйесiн шешiп, белгiсiз тұрақтыларды анықтап оларды (5.2.77)
қойсақ, нәтижеде iзделiндi шешiмдi аламыз

u (r, ϕ) =

(
r5

24
− 1793

240
r +

447

60
r−1

)
cosϕ+(

1

17
r +

16

17
r−1

)
cos 2ϕ+

(
16
195r −

16

195
r−1

)
sin 3ϕ.

.
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5.2.5 Жаттығулар

Жоғарыдағы әдiстердi қолданып, келесi есептердi шешiңiздер:

5.2.1 ∆u = 0, 0 ≤ r < R, 0 ≤ ϕ ≤ 2π; u (R,ϕ) = ϕ · (2π − ϕ) , 0 ≤ ϕ ≤ 2π.

5.2.2 ∆u(x, y) = 0, x2 + y2 = r2 < 4, u|r=2 = x3 − 2xy + 1, u|r=0 <∞.

5.2.3 ∆u(r, ϕ) = 0, r > R, 0 < ϕ < 2π, ∂u
∂r

∣∣
r=R

= α sin ϕ
2 , 0 ≤ ϕ ≤ 2π, |u| <

∞.

Шеңбер iшiнде немесе сыртында берiлген төмендегi Нейман есебiнiң шешiлу
шартын тексерiп, шешiмiн анықтаңыз:

5.2.4 ∆u = 0, x2 + y2 = r2, 0 < r < 1, ∂u
∂r

∣∣
r=1

= 4(x2 − y2) + y.

5.2.5 ∆u = 0, x2 + y2 = r2, 0 < r < 1, ∂u
∂r

∣∣
r=1

= Ay2 −B.

5.2.6 ∆u(x, y) = 0, x2 + y2 = r2 < R2, ∂u
∂r

∣∣
r=R

= 4x2 −Ay2 + y
∣∣
r=R

.

5.2.7 ∆u(x, y) = 0, x2 + y2 = r2 < R2, ∂u
∂r

∣∣
r=R

= αx+ βy + γ|r=R .

5.2.8 ∆u(x, y) = 0, x2 + y2 = r2 < R2, ∂u
∂r

∣∣
r=R

= αx2 + βxy + γ
∣∣
r=R

.

5.2.9 ∆u = 0, 0 < r < R, ∂u
∂r

∣∣
r=R

= A cosϕ.

Келесi сақинада берiлген Дирихле есебiн шешiңiз:

5.2.10
{

∆u (r, ϕ) = 0, 1 < r < 2, 0 < ϕ < 2π
u (1, ϕ) = v1 = const, u (2, ϕ) = v2 = const, 0 ≤ ϕ ≤ 2π.

5.2.11
{

∆u (r, ϕ) = 0, 1 < r < 2, 0 < ϕ < 2π
u (1, ϕ) = 1 + cos2 ϕ, u (2, ϕ) = sin2 ϕ, 0 ≤ ϕ ≤ 2π.

5.2.12
{

∆u (r, ϕ) = 0, a < r < b, 0 < ϕ < 2π,
u (a, ϕ) = 0, u (b, ϕ) = A cosϕ, 0 ≤ ϕ ≤ 2π.

5.2.13 ∆u (x, y) = 0, 1 < r =
√
x2 + y2 < 3, u|r=1 = 0, u|r=3 = 3x.

5.2.14 x2 + y2 = r2 < R2 шеңберi iшiнде ∆u(x, y) = −Axy, A = const
Пуассон теңдеуiнiң шешiмiн табыңыз, егер u|r=R = 0 болса.

5.2.15 ∆u (x, y) = 0, 1 < r =
√
x2 + y2 < 2, u|r=1 = 1, u|r=2 = 2xy.
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5.2.6 Жауаптары

5.2.1 u (r, ϕ) =
2π2

3
− 4

∞∑
k=1

1

k2

( r
R

)k
cos kϕ.

5.2.2 u (x, y) = 1 + 3x− 2xy + 1
4x

3 − 3
4xy

2.

5.2.3 u (r, ϕ) =
2α

π
− 4α

π

∞∑
k=1

1

4k2 − 1

(
R

r

)k
cos kϕ.

5.2.4 Шешiлу шарты орындалады, u (x, y) = 2(x2 − y2) + y + C, C = const.

5.2.5 Шешiлу шарты A = 2B болса орындалады, u (x, y) = A
4 (y2−x2) +C, C =

const.

5.2.6 Шешiлу шарты A = 4 болса орындалады, u = 2R2(x2−y2) +Ry+C, C =
const.

5.2.7 Шешiлу шарты γ = 0, ∀α, β ∈ R болса орындалады, u = αx+βy+C, C =
const.

5.2.8 Шешiлу шарты γ = −αR2

2 ,∀α, β ∈ R болса орындалады, u = αR
4 (x2−y2)+

βR
2 xy + C, C = const.

5.2.9 Шешiлу шарты орындалады, u = Ar cosϕ+ C, C = const.

5.2.10 u = v1 + (v2 − v1)
ln r

ln 2
.

5.2.11
3

2
− ln r

ln 2
+

(
2

3r2
− 1

6
r2

)
cos 2ϕ.

5.2.12 u = A
b
(
r2 − a2

)
r (b2 − a2)

cosϕ.

5.2.13 u(x, y) =
27(x2 + y2 − 1)

8(x2 + y2)
x.

5.2.14 u = Ar2

24

(
R2 − r2

)
sin 2ϕ. Нұсқау: u = v + ω, мұндағы v =

−Axy
12

(
x2 + y2

)
= −Ar4

24 sin 2ϕ− Пуассон теңдеуiнiң дербес шешiмi, ал ω− Лаплас
теңдеуiнiң ω|r=R = A

24R
4 sin 2ϕ шекаралық шартын қанағаттандыратын

шешiмi.

5.2.15 u(x, y) =
ln

√
x2+y2

2

ln 1
2

+
32((x2 + y2)2 − 1)

15(x2 + y2)2
xy.
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5.3 Грин функциясы әдiсi

Бұл бөлiмде арнайы облыстарда қойылған Лаплас немесе Пуассон теңдеулерi
үшiн шеттiк есептердi шешудiң тағы бiр әдiсi –Грин функциясы әдiсi
қарастырылады. Электростатикалық кескiн әдiсi арқылы дербес жағдайдағы
облыстар үшiн Грин функциясын құру көрсетiледi.

5.3.1 Лаплас теңдеуiне қойылған Дирихле есебi үшiн Грин
функциясы. Грин функциясы әдiсi

Евклидтiк Rn кеңiстiктегi S = ∂Ω жатық шекаралы n– өлшемдi Ω облысында
қойылан Лаплас теңдеуi үшiн Дирихле есебiн қарастырайық, яғни

∆u ≡
n∑
k=1

∂2u

∂x2
k

= 0, x ∈ Ω,

u(x)|x∈S = ϕ(x), x ∈ S,

(5.3.83)

теңдеулер жүйесiн қанағаттандыратын u(x) ∈ C2 (Ω) ∩ C
(
Ω
)
функциясын табу

керек, мұндағы ϕ(x) ∈ C (S) берiлген үзiлiссiз функция.
Жоғарыдағы айтылған Лаплас теңдеуiнiң iргелi шешiмiн еске түсiрейiк

((5.1.14) қараңыз)

E (x, ξ) =


1

2π
ln

1

|ξ − x|
, n = 2,

1

4π |ξ − x|
, n = 3.

(5.3.84)

Анықтама 5.3.1 Ω облысында:

1. G (x, ξ) = E(x, ξ) + g(x, ξ), (5.3.85)

яғни E(x, ξ) – Лаплас теңдеуiнiң iргелi шешiмi мен Ω облысының барлық
жерiнде гармониялық g(x, ξ) функцияның қосындысынан тұратын және
шекарада

2. G(x, ξ)|S = 0 (5.3.86)

шартын қанағаттандыратын G(x, ξ), x 6= ξ ∈ Ω функциясы Лаплас теңдеуi
үшiн Дирихле есебiнiң Грин функциясы деп аталады.

Грин функциясының қасиеттерi. Лаплас теңдеуi үшiн Дирихле есебiнiң
G(x, ξ)-Грин функциясы келесi қасиеттерге ие:

10. G(x, ξ) ≥ 0, x 6= ξ ∈ Ω;
20. ∆xG(x, ξ) = ∆ξG(ξ, x) = 0, x 6= ξ ∈ Ω;
30. G(x, ξ) = G(ξ, x), x 6= ξ ∈ Ω.
Егер Грин функциясы белгiлi болса онда Лаплас және Пуассон теңдеулерi

үшiн Дирихле есебiн оңай шешуге болады.
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Теорема 5.3.1 Егер G(x, ξ)- (5.3.83) Дирихле есебiнiң Грин функциясы болса,
онда (5.3.83) есептiң шешiмi

u(x) = −
∫
S

ϕ(ξ)
∂G(x, ξ)

∂~nξ
dSξ (5.3.87)

түрде өрнектеледi, мұндағы
∂

∂~nξ
- ξ ∈ S нүктедегi S бетiне тұрғызылған

сыртқы нормал бойынша туынды, ал dSξ- ξ нүктедегi S бетi ауданының
элементi.

Дәлелдеуi. Жоғарыдығы (5.1.16)–Гриннiң екiншi формуласын осы u(x) және
g(x, y) функциялары үшiн қолданайық∫

Ω

(g (x, y) ∆u(x)− u(x)∆g (x, y)) dx =

∫
S

(
g (ξ, y)

∂u(ξ)

∂~nξ
− u(ξ)

∂g(ξ, y)

∂~nξ

)
dSξ

Бұдан ∆u(x) = 0, ∆g (x, y) = 0 болғандықтан∫
S

(
g (ξ, y)

∂u(ξ)

∂~nξ
− u(ξ)

∂g(ξ, y)

∂~nξ

)
dSξ = 0. (5.3.88)

Ендi гармоникалық функцияның интеграл арқылы өрнектелу формуласын
жазайық ((5.1.21) қараңыз):

u (x) =

∫
S

(
E(x, ξ)

∂u(ξ)

∂~nξ
− u (ξ)

∂E(x, ξ)

∂~nξ

)
dSξ. (5.3.89)

Егер Грин функциясының анықтамасындағы (5.3.85) G(x, ξ) = E(x, ξ) + g(x, ξ)
теңдiгiн ескерiп, (5.3.88) және (5.3.89) теңдiктердi қоссақ, онда

u (x) =

∫
S

(
G(x, ξ)

∂u(ξ)

∂~nξ
− u (ξ)

∂G(x, ξ)

∂~nξ

)
dSξ.

Бұған u(ξ) = ϕ (ξ) , ξ ∈ S және Грин функциясының анықтамасындағы
G(x, ξ) = 0, ξ ∈ S шекаралық шарттарын қолдансақ, нәтижеде

u(x) = −
∫
S

ϕ(ξ)
∂G(x, ξ)

∂~nξ
dSξ

теңдiктi аламыз.

Теорема 5.3.2 Егер G(x, ξ)- (5.3.83) Дирихле есебiнiң Грин функциясы болса,
онда

∆u(x) = −F (x), x ∈ Ω, u(x)|S = f(y)|y∈S
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Пуассон есебiнiң шешiмi

u(x) = −
∫
S

f(y)
∂G(x, y)

∂ny
dSy +

∫
Ω

F (y)G(x, y)dy (5.3.90)

түрде өрнектеледi, мұндағы ωn- бiрлiк сфера бетiнiң ауданы.

Демек, Лаплас немесе Пуассон теңдеулерiн үшiн Дирихле есебiн шешу үшiн
G(x, ξ) = E(x, ξ) + g(x, ξ) Грин функциясын құру жеткiлiктi. Алайда, E(x, ξ)
Лаплас теңдеуiнiң iргелi шешiмi белгiлi болғандықтан Грин функциясын құру
– g(x, ξ) гармоникалық функциясын табуға келiп тiреледi. Жоғарыдағы Грин
функциясының анықтамасы және 2–қасиетi бойынша, g(x, ξ) функциясы

∆xg(x, ξ) = ∆ξg(x, ξ) = 0, x, ξ ∈ Ω, (5.3.91)

g(x, ξ)|x∈S = −E(x, ξ)|x∈S (5.3.92)

шеттiк есебiнiң шешiмi болады. Бұл да Дирихле есебi, бiрақ шекаралық мәнi кез
келген емес арнайы түрдегi функция.

5.3.2 Грин функциясын құру. Электростатикалық кескiн әдiсi

Шекарасы жазықтық немесе сфера болып келетiн облыстарда Грин функциясы
айқын түрде құрылады. Грин функциясын физикалық интерпретациясы
бойынша электростатикалық кескiн әдiсi және математикалық түрде
конформдық бейнелеу әдiсi арқылы құруға болады.

Электростатикалық кескiн әдiсiн n = 3 өлшемдi жағдай үшiн қарастырайық.
Анықтама бойынша Грин функциясы

G(x, ξ) =
1

4π |x− ξ|
+ g(x, ξ). (5.3.93)

Жалпы физика курсынан белгiлi, ξ нүктеге жайғастырылған шамасы q-ге тең
электрлiк заряд шексiз кеңiстiкте белгiлi бiр координата жүйесiнде, потенциалы

q

4π |x− ξ|
(5.3.94)

болатын электростатикалық өрiстi тудырады. Бұл (5.3.94) потенциал ξ
нүктесiнен басқа барлық жерде гармоникалық функция болатынын көруге
болады, яғни Лаплас теңдеуiнiң iргелi шешiмi болады ((5.1.14) қараңыз).
Сондықтан (5.3.93) өрнектегi E(x, ξ) = 1

4π|x−ξ| бiрiншi қосылғышты ξ нүктеге
жайғастырылған q = 1 оң бiрлiк нүктелiк зарядтың потенциалы, ал екiншi
қосылғыш – g(x, ξ) функциясын Ω облысының сыртындағы ξk /∈ Ω нүктелерде

174



орналасқан qk, k = 1, 2, ...m нүктелiк зарядтары тудырған электростатикалық
өрiс потенциялы ретiнде қарастыруға болады, яғни:

g (x, ξ) =
1

4π

m∑
k=1

qk
|x− ξk|

, ξk /∈ Ω. (5.3.95)

Себебi, жоғарыда айтылғандайын, нүктелiк зарядтар тудырған
электростатикалық өрiс потенциалы ξk нүктелерден басқа жерлерде
гармоникалық функция болады.

Бұл Ω облысының сыртындағы qk, k = 1, 2, ...m зарядтары қосынды өрiс
потенциалы шекарада нөлге айналатындай, яғни

G (y, ξ) = 0, y ∈ ∂Ω

шарты орындалатындай таңдап алынады. qk зарядтары q = 1 бiрлiк зарядының
электростатикалық бейнесi деп аталады. Мұндай физикалық тұрғыда
Грин функциясын құру электростатикалық әдiс деп аталады. Бұл әдiс
бойынша Грин функциясын құру үшiн әуелi qk, k = 1, 2, ...m зарядтары мен
ξk /∈ Ω нүктелерiн таңдай бiлу қажет. Мәселен, шекарасы жазықтық болып
келетiн облыстар үшiн ξk нүктелерi ретiнде ξ нүктесiнiң Ω облысын шектейтiн
әрбiр жазықтықтарға қатысты айналық бейнелерi алынады. Егер Ω – сфера
түрдегi облыс болса, онда сфера бойынша инверсия түрлендiруi қолданылады.

1. Жарты кеңiстiкте Грин функциясын құру
Грин функциясын құру арқылы Ω = {(x1, x2, x3) , x1, x2 ∈ R, x3 ≥ 0} жарты

кеңiстiгiнде

∆u(x1, x2, x3) = 0, x1, x2 ∈ R, x3 > 0,

u(x1, x2, x3)|x3=0 = ϕ (x1, x2) , x1, x2 ∈ R

Дирихле есебiнiң шешiмiн табуды қарастырайық. y

z

x

O

q=1
ξ

x

ξ∗

ξ2

ξ1

q1Cурет 5.3.2.-1.
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Жоғарыдағы әдiс бойынша, ξ = (ξ1, ξ2, ξ3) ∈ Ω нүктесiне оң q = 1 бiрлiк
зарядын орналастырамыз. ξ нүктесiнiң S = {x3 = 0} жазықтығына қатысты
айналы симметриялы ξ∗ = (ξ1, ξ2,−ξ3) нүктесiне q1 зарядын орналастырсақ,
онда q = 1 және q1 зарядтары тудырған қосынды өрiс потенциалы, яғни Грин
функциясы

G(x, ξ) =
1

4π

(
1

|x− ξ|
+

q1

|x− ξ∗|

)
(5.3.96)

түрде болады. Мұндағы q1 шамасын
G (x, ξ)|x3=0 = 0

шарты орындалатындай таңдап аламыз, яғни (5.3.96) өрнектен

q1 = − |x− ξ
∗|

|x− ξ|

∣∣∣∣
x3=0

= −

√
(x1 − ξ1)2 + (x2 − ξ2)2 + (x3 + ξ3)2√
(x1 − ξ1)2 + (x2 − ξ2)2 + (x3 − ξ3)2

∣∣∣∣∣∣
x3=0

= −1.

Демек, Грин функциясы

G(x, ξ) =
1

4π

(
1

|x− ξ|
− 1

|x− ξ∗|

)
.

Ендi (5.3.87) формуланы қолданып есептiң шешiмiн жазамыз. Ол үшiн
алдымен Грин функциясының нормал туындысын, яғни бiздiң жағдайда S бетке
тұрғызылған сыртқы нормалдың бағыты x3 өсiнiң оң бағытына қарама-қарсы
болқандықтан ∂G(y,ξ)

∂ny
= −∂G(x,ξ)

∂x3
туындыны табу қажет.

∂G(x, ξ)

∂x3
=

1

4π

∂

∂x3

(
1

|x− ξ|
− 1

|x− ξ∗|

)
=

1

4π

∂

∂x3

([
(x1 − ξ1)2 + (x2 − ξ2)2 + (x3 − ξ3)2

]− 1
2 −[

(x1 − ξ1)2 + (x2 − ξ2)2 + (x3 + ξ3)2
]− 1

2

)
=

− 1

4π

 x3 − ξ3[
(x1 − ξ1)2 + (x2 − ξ2)2 + (x3 − ξ3)2

] 3
2

−

x3 + ξ3[
(x1 − ξ1)2 + (x2 − ξ2)2 + (x3 + ξ3)2

] 3
2

 .
S = {x3 = 0} шекарадағы мәнi

∂G(y, ξ)

∂ny

∣∣∣∣
x3=0

= −∂G(x, ξ)

∂x3

∣∣∣∣∣
x3=0

= − ξ3

2π
[
(x1 − ξ1)2 + (x2 − ξ2)2 + ξ2

3

] 3
2
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Олай болса, (5.3.87) бойынша Дирихле есебiнiң шешiмi

u(ξ) =
ξ3

2π

∞∫
−∞

∞∫
−∞

ϕ (x1, x2) dx1dx2[
(x1 − ξ1)2 + (x2 − ξ2)2 + ξ2

3

] 3
2

. (5.3.97)

Жалпы жағдайда g(x, ξ) функциясын

g(x, ξ) = −
m∑
k=1

E
(
qkx, qkξ

k
)

(5.3.98)

түрде iздеуге болады. Мұндағы E(x, ξ)- Лаплас теңдеуiнiң iргелi шешiмi, qk-Ω
облысын шектейтiн k-шы жазықтық бойынша ξ нүктесiнiң айналық кескiнi. Бұл
qk шамалары

g(x, ξ)|x∈S = −E(x, ξ)|x∈S (5.3.99)

шарты орындалатындай таңдап алынады.

Мәселен, кеңiстiк өлшемi n = 2 болса, онда Грин функциясы (5.3.84), (5.3.98)
бойынша

G(x, ξ) =
1

2π
ln

1

|x− ξ|
+ g(x, ξ).

түрде құрылады. Мұндағы g(x, ξ) функциясы

g (x, ξ) = − 1

2π

m∑
k=1

ln
1

qk |x− ξk|

түрде iзделiнедi.

2. Жарты жазықтықта Грин функциясын құру.

Ω = {(x1, x2) , x1 ∈ R, x2 ≥ 0} жарты жазықтығында Грин
функциясын құрып, келесi Дирихле есебiнiң шешiмiн табуды қарастырайық:
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∆u(x1, x2) = 0, x1 ∈ R, x2 > 0,

u(x1, x2)|x2=0 = ϕ (x1) , x1 ∈ R.
x

y

ξ

ξ∗

ξ2

−ξ2

ξ1

q=1

q1

Cурет 5.3.2.-2.

Шешуi. ξ = (ξ1, ξ2) , ξ2 > 0 нүктесiне оң q = 1 бiрлiк зарядын
орналастырамыз. ξ нүктесiне S = {x2 = 0} түзуiне қатысты симметриялы нүкте
ξ∗ = (ξ1,−ξ2)

g(x, ξ) = −E (qx, qξ∗) = − 1

2π
ln

1

q |x− ξ∗|
(5.3.99) шарт бойынша

g(x, ξ)|x2=0 = − 1

2π
ln

1

q |x− ξ∗|

∣∣∣∣
x2=0

= − 1

2π
ln

1

|x− ξ|

∣∣∣∣
x2=0

.

Бұдан

q =
|x− ξ|
|x− ξ∗|

∣∣∣∣
x2=0

=

√
(x1 − ξ1)2 + (x2 − ξ2)2√
(x1 − ξ1)2 + (x2 + ξ2)2

∣∣∣∣∣∣
x2=0

= 1.

Демек, Грин функциясы

G(x, ξ) = E(x, ξ) + g(x, ξ) =
1

2π
ln

1

|x− ξ|
− 1

2π
ln

1

|x− ξ∗|
.

Ал нормал туынды

∂G(y, ξ)

∂ny
= − ∂G(x, ξ)

∂x2
= − 1

2π

∂

∂x2

(
ln

1

|x− ξ|
− ln

1

|x− ξ∗|

)
=

1

4π

∂

∂x2

(
ln
[
(x1 − ξ1)2 + (x2 − ξ2)2

]
− ln

[
(x1 − ξ1)2 + (x2 + ξ2)2

])
=

1

2π

[
x2 − ξ2

(x1 − ξ1)2 + (x2 − ξ2)2 −
x2 + ξ2

(x1 − ξ1)2 + (x2 + ξ2)2

]
.
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S = {x2 = 0} шекарада

∂G(y, ξ)

∂ny

∣∣∣∣
x2=0

= −∂G(x, ξ)

∂x2

∣∣∣∣∣
x2=0

= − 1

π

ξ2

(x1 − ξ1)2 + ξ2
2

.

Олай болса, (5.3.87) бойынша Дирихле есебiнiң шешiмi

u(ξ) =
ξ2

π

∞∫
−∞

ϕ (x1)

(x1 − ξ1)2 + ξ2
2

dx1. (5.3.100)

3. Шар үшiн Грин функциясы.
Грин функциясы әдiсi арқылы Ω =

{
x = (x1, x2, x3) : x2

1 + x2
2 + x2

3 < R2
}

шар iшiнде

∆u(x) = 0, x ∈ Ω,

Лаплас теңдеуiн және ∂Ω =
{
x = (x1, x2, x3) : x2

1 + x2
2 + x2

3 = R2
}

сферада
(шекарасында)

u(x)|∂Ω = ϕ(y), y ∈ ∂Ω

шекаралық шартын қанағаттандыратын u(x) функциясын табу есебiн
қарастырайық.

Шешуi. ξ = (ξ1, ξ2, ξ3) ∈ Ω нүктесiне оң q = 1 бiрлiк зарядын
орналастырамыз. Осы ξ нүктесiнiң |x| = R сферасына қатысты инверция
бойынша анықталатын ξ∗ = R2

|ξ|2 ξ нүктесiн аламыз, яғни ξ және ξ∗ нүктелерi
шар центрiнен шығатын бiр түзудiң бойында жатады және

|ξ| · |ξ∗| = R2 (5.3.101)

теңдiгi орындалады.

y

z

x

O

q=1
ξ

y
ξ∗

q1

θ

Cурет 5.3.2.-3.

y

z

x

x

O

ξ

y ξ∗

θ

Cурет 5.3.2.-4.
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Осы нүктеге q1 зарядын орналастырсақ, онда q = 1 және q1 зарядтары тудырған
қосынды өрiс потенциалы, яғни Грин функциясы

G(x, ξ) =
1

4π

(
1

|x− ξ|
− 1

q1 |x− ξ∗|

)
(5.3.102)

түрде ((5.3.98) бойынша g(x, ξ) = − 1
4π

1
q1|x−ξ∗| түрде iзделiнедi) болады. Мұндағы

q1 шамасын шекарада

G(y, ξ) =
1

4π

(
1

|y − ξ|
− 1

q1 |y − ξ∗|

)
= 0, y ∈ ∂Ω

шарты орындалатындай таңдап аламыз, яғни бұл өрнектен

q1 =
|y − ξ|
|y − ξ∗|

, y ∈ ∂Ω. (5.3.103)

Мұндағы ξ облыстың iшкi, ал y шекарадағы кез келген тұрақтандырылған нүкте.
Ендi (5.3.103) теңдiктiң оң жағы тұрақты екендiгiн көрсетейiк.

Шындығында 4yOξ ∼ 4yOξ∗ ұқсас үшбұрыштар, себебi (Cурет 5.3.2.-3.) O
төбесiндегi θ бұрышы ортақ және осы бұрышты құрайтын қабырғалары (5.3.101)
бойынша пропорционал. Олай болса үшбұрыштардың ұқсастығынан қалған
қабырғаларының пропорционалдығын аламыз:

|y − ξ|
|y − ξ∗|

=
|ξ|
R
, (5.3.104)

мұнда |ξ| = |Oξ|және |ξ|R = const. (5.3.103), (5.3.104) теңдiктердi ескерiп, (5.3.102)
теңдiктен

G(x, ξ) =
1

4π

(
1

|x− ξ|
− R

|ξ|
1

|x− ξ∗|

)
Грин функциясын аламыз.

Ендi шешiмдi табу үшiн Грин функциясының нормал туындысын есептеу
қажет. Айталық, x ∈ Ω кез келген айнымалы iшкi нүкте болсын және |x| = r
белгiлейiк (Сурет 5.3.2.-4.). Мұнда сфераға тұрғызылған сыртқы нормалдың
бағыты радиус бағытымен бағыттас болады. Сондықтан егер x ∈ ~ny болса, онда

|x− ξ|2 = r2 + |ξ|2 − 2r |ξ| cos θ, |x− ξ∗|2 = r2 + |ξ∗|2 − 2r |ξ∗| cos θ.

Олай болса
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∂G(y, ξ)

∂ny
=
∂G

∂r

∣∣∣∣
r=R

=
1

4π

∂

∂r

[(
r2 + |ξ|2 − 2r |ξ| cos θ

)−1/2
−

R

|ξ|

(
r2 +

(
R2

|ξ|

)2

− 2r
R2

|ξ|
cos θ

)−1/2

r=R

=

− 1

4π

 R− |ξ| cos θ(
R2 + |ξ|2 − 2R |ξ| cos θ

)3/2
− R

|ξ|
R− R2

|ξ| cos θ(
R2 +

(
R2

|ξ|

)2
− 2RR2

|ξ| cos θ

)3/2

 =

− 1

4πR

R2 − |ξ|2(
R2 + |ξ|2 − 2R |ξ| cos θ

)3/2
.

Егер x = y кезде R2 + |ξ|2 − 2R |ξ| cos θ = |y − ξ|2 екендiгiн ескерсек, онда

∂G(y, ξ)

∂ny
= − 1

4πR

R2 − |ξ|2

|y − ξ|3
.

Демек, (5.3.87) бойынша есептiң шешiмi

u(ξ) =
1

4πR

∫
|x|=R

R2 − |ξ|2

|y − ξ|3
ϕ(y)dsy. (5.3.105)

(5.3.105) формула Пуассон формуласы деп аталады, оң жағындағы интеграл
Пуассон интегралы, ал R2−|ξ|2

|y−ξ|3 оның ядросы деп аталады.
Егер жоғарыдағы есеп Пауссон теңдеуi үшiн қойылса, яғни{

∆u(x) = −f(x), x ∈ Ω,
u(y) = ϕ(y), y ∈ ∂Ω

болса, онда онда шешiм (5.3.90) бойынша

u(ξ) =
1

4πR

∫
|x|=R

R2 − |ξ|2

|y − ξ|3
ϕ(y)dsy +

1

4π

∫
|x|≤R

(
1

|x− ξ|
− R

|ξ|
1

|x− ξ∗|

)
f(x)dx

болады.

Мысал 5.3.1 Ω = {(x, y) : y > 0, −∞ < x <∞} жарты жазықтығында
гармоникалық u (x, y) функциясын анықтаңыз, егер ол функция үшiн u (x, 0) =
x

x2+1
ақпарат мәлiм болса.
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Шешуi. (5.3.100) бойынша шешiм

u (x, y) =
y

π

∞∫
−∞

ξ

(1 + ξ2)
[
(ξ − x)2 + y2

]dξ
интегралы арқылы есептелiнедi. Бұл интегралды есептеу үшiн шегерiмдер
теориясын4 қолданған тиiмдiрек болады, яғни:

∞∫
−∞

ξ

(1 + ξ2)
[
(ξ − x)2 + y2

]dξ = 2πi [res f (i) + res f (x+ iy)] ,

f (z) =
z

(1 + z2)
[
(z − x)2 + y2

] .
Мұнда res f (i) =

1

2
[
(i− x)2 + y2

] res f (x+ iy) =
x+ iy

2iy
[
1 + (x+ iy)2

]
болғандықтан,

u (x, y) =
y

π

∞∫
−∞

ξ

(1 + ξ2)
[
(ξ − x)2 + y2

]dξ =
iy

(i− x)2 + y2
+

x+ iy

1 + (x+ iy)2 =

iy

[(i− x) + iy] [(i− x)− iy]
+

x+ iy

(x+ iy − i) (x+ iy + i)
=

1

2

[
1

i− x− iy
− 1

i− x+ iy

]
+

1

2

[
1

x+ iy − i
+

1

x+ iy + i

]
=

1

2

[
1

i(1− y)− x
− 1

i(1 + y)− x
+

1

x+ i(y − 1)
+

1

x+ i(y + 1)

]
=

1

2

[
1

i(1 + y) + x
− 1

i(1 + y)− x

]
=

x

x2 + (x+ y)2 .

Жауабы u (x, y) =
x

x2 + (x+ y)2 .

Мысал 5.3.2 Ω = {(x, y, z) : −∞ < x, y <∞, z > 0} жарты кеңiстiгiнде
келесi Дирихле есебiн шешiңiз:{

∆u = 0, (x, y, z) ∈ Ω,
u|z=0 = cosx cos y, x, y ∈ R2.

4 Комплекс айнымалы функциялар теориясы пәнiн қараңыз.
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Шешуi. (5.3.97) формула бойынша шешiм

u (x, y, z) =
z

2π

∫∫
R2

cos ξ cos ηdξdη[
(ξ − x)2 + (η − y)2 + z2

]3/2

интегралы арқылы есептелiнедi.
Бұл интегралды есептеу үшiн ξ − x = u, η − y = v белгiлеу енгiземiз, мұнда

якобианы бiрге тең.

u (x, y, z) =
z

2π

∫∫
R2

cos (u+ x) cos (v + y) dudv

[u2 + v2 + z2]3/2
=

z

2π

∫∫
R2

(cosu cosx− sinu sinx) (cos v cos y − sin v sin y) dudv

[u2 + v2 + z2]3/2
=

z

2π
cosx cos y

∫∫
R2

cosu cos vdudv

[u2 + v2 + z2]3/2
.

Мұнда қалған интегралдар интеграл астында тақ функциялар болғандықтан
нөлге айналды. Ендi соңғы интегралды есептейiк:

J =

∫∫
R2

cosu cos vdudv

[u2 + v2 + z2]3/2
=

∫∫
R2

cos(u+ v) + sinu sin v

[u2 + v2 + z2]3/2
dudv =

∫∫
R2

cos(u+ v)dudv

[u2 + v2 + z2]3/2
=

∣∣∣∣∣ p = 1√
2
(u+ v),

q = 1√
2
(u− v)

∣∣∣∣∣ =

∫∫
R2

cos
(√

2p
)

[p2 + q2 + z2]3/2
dpdq =

∞∫
−∞

cos
(√

2p
)
dp

∞∫
−∞

dq

[p2 + q2 + z2]3/2
.

J1 =

∞∫
−∞

dq

[p2 + q2 + z2]3/2
=
∣∣∣q =

√
p2 + z2tgt

∣∣∣ =

π/2∫
−π/2

|cos t|
p2 + z2

dt =
2

p2 + z2
.

Олай болса,

J = 2

∞∫
−∞

cos
(√

2p
)

p2 + z2
dp = 2Re

∞∫
−∞

ei
√

2p

p2 + z2
dp =

4πi res
ei
√

2p

p2 + z2

∣∣∣∣∣
p=zi

= 4πi
e−
√

2z

2zi
=

2π

z
e−
√

2z.
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Демек,

u (x, y, z) = e−
√

2z cosx cos y.

Есеп

1. Ω =
{

(x1, x2, x3) : x2
1 + x2

2 + x2
3 < R2, x3 > 0

}
жарты шар үшiн Грин

функциясын құрыңыз

Жауабы G(x, ξ) = G0(x, ξ) −G0(x, ξ2), мұндағы G0(x, ξ) = 1
4π

(
1
|x−ξ| −

R
|ξ|

1
|x−ξ∗|

)
,

ал ξ2- x3 = 0 жазықтығына қатысты ξ нүктесiне симметриялы нүкте

5.3.3 Жаттығулар

Грин функциясын қолданып, келесi есептердi шешiңiздер:

5.3.1 ∆u (x1, x2) = 0, u|x2=0 =

{
−1, x1 ≤ 0,
0, x1 > 0,

x1 ∈ R, x2 > 0.

5.3.2 ∆u (x1, x2) = 0, u |x2=0 = sin 2x1, x1 ∈ R, x2 > 0.

5.3.3 ∆u (x1, x2) = 0, u|x2=0 =

{
1, x1 ≥ a,
0, x1 < a,

x1 ∈ R, x2 > 0.

5.3.4 ∆u (x1, x2) = 0, x1, x2 ≥ 0, u|x1=0 = a, u|x2=0 = b, a, b = const.

5.3.5 ∆u (x1, x2, x3) = 0, u|x3=0 = cosx1 cosx2, x1, x2 ∈ R, x3 > 0.

5.3.6 ∆u (x1, x2) = 0, u (x1, x2) |x2=0 =
1

1 + x2
1

, x1 ∈ R, x2 > 0.

5.3.7 ∆u (x1, x2) = 0, u (x1, x2) |x2=0 =
x1

1 + x2
1

, x1 ∈ R, x2 ≥ 0.

5.3.8 ∆u (x1, x2) = 0, u (x1, x2) |x2=0 =
x2

1 − 1(
1 + x2

1

)2 , x1 ∈ R, x2 ≥ 0.

5.3.9 ∆u (x1, x2) = 0, u (x1, x2) |x2=0 = cosx1, x1 ∈ R, x2 ≥ 0.

5.3.10 ∆u (x1, x2) = σ, u (x1, x2) |x2=0 = b, x1 ∈ R, x2 ≥ 0.

5.3.11 ∆u (x1, x2, x3) = 0, u (x3) |x3=0 = ϕ (x1, x2) , x1, x2 ∈ R, x3 > 0.

5.3.12


∆u (x1, x2) = 0, x1 ∈ R, 0 < x2 < π,

u (x1, x2)|x2=0 = 0, x1 ∈ R, u|x2=π =

{
u0, x1 ≥ 0,
0, x1 < 0.
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5.3.13 ∆u (x1, x2, x3) = e−x3 sinx1 cosx2, u |x3=0 = 0, x1, x2 ∈ R, x3 > 0.

5.3.14 ∆u (x1, x2, x3) = 0, u |x3=0 = Θ (x2 − x1) , x1, x2 ∈ R, x3 > 0.

5.3.15 ∆u (x1, x2, x3) = 0, u |x3=0 = e−4x1 sin 5x2, x1, x2 ∈ R, x3 > 0.

5.3.16

 ∆u (x1, x2, x3) = 2
[
x2

1 + x2
2 + (x3 + 1)2

]−2
,

u (x1, x2, x3) |x3=0 =
(
1 + x2

1 + x2
2

)−1
, x1, x2 ∈ R, x3 > 0.

5.3.4 Жауаптары

5.3.1 u (x1, x2) =
1

π
arctan

x1

x2
− 1

2
.

5.3.2 u (x1, x2) = e−2x2 sin 2x1.

5.3.3 u (x1, x2) =
1

2
+

1

π
arctan

x1 − a
x2

.

5.3.4 u (x1, x2) =
2

π

(
a arctan

x2

x1
+ b arctan

x1

x2

)
.

5.3.5 u (x1, x2) = e−
√

2x3 cosx1 cosx2.

5.3.6 u (x1, x2) =
x2 + 1

x2
1 + (x2 + 1)2 .

5.3.7 u (x1, x2) =
x1

x2
1 + (x2 + 1)2 .

5.3.8 u (x1, x2) =
x2

1 − (x2 + 1)2[
x2

1 + (x2 + 1)2
]2 .

5.3.9 u (x1, x2) = e−x2 cosx1.

5.3.10 u (r,Ψ) =
a

4

(
R2 − r2

)
+ b.

5.3.11 u (x1, x2, x3) =
1

2π

[
1

|x− ξ|
+

1

|x− ξ∗|

]∣∣∣∣
ξ3=0

dξ1dξ2 мұнда

x (x1, x2, x3) , ξ (ξ1, ξ2, ξ3) , ξ∗ (ξ1, ξ2 − ξ3) нүктелер.

5.3.12 u (x1, x2) =
u0

π

(
π

2
− arctan

ex1 + cosx2

sinx2

)
.

5.3.13 u (x1, x2, x3) =
(
e−
√

2x3 − e−x3

)
sinx1 cosx2.
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5.3.14 u (x1, x2, x3) =
1

2
+

1

π
arctg

x2 − x1√
2x3

.

5.3.15 u (x1, x2, x3) = e−4x1−3x3 sin 5x2.

5.3.16 u (x1, x2, x3) =
[
x2

1 + x2
2 + (x3 + 1)2

]−1
.
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Бөлiм 6

Интегралдық түрлендiрулер
әдiсi

6.1 Интегралдық түрлендiрулер әдiсi

Математкалық физика есептерiн жуықтап шешудiң тиiмдi әдiстерiнiң бiрi –
интегралдық түрлендiрулер әдiсi.

Интегралдық түрлендiрулердiң түрi көп және олар өз алдына үлкен
бiр теория. Бұл бөлiмде осындай интегралдық түрлендiрулердiң iшiндегi
ең қарапайым әрi жиi қолданылатын Фурье және Лапластың интегралдық
түрлендiрулерiн қарастыратын боламыз.

Анықтама 6.1.1 f (t) функциясының интегралдық түрлендiруi деп

f̃(z) =

b∫
a

K (z, t) f(t)dt

интегралы арқылы анықталған f̃ (z) функциясын айтамыз. Мұндағы
f (t) түпнұсқа, f̃ (z) функциясы бейне (интегралдық түрлендiруi), K (z, t)
интегралдық түрлендiрудiң ядросы деп аталады.

Интегралдық түрлендiру әдiсi арқылы дербес туындылы теңдеулер (ДТДТ)
үшiн қойылған есептердi шешудiң алгоритмi келесiдей:

1. Iзделiндi U функциясы үшiн ДТДТ –ге қойылған есептi (Коши,
шеттiк, бастапқы-шеттiк) қайсыбiр бiр айнымалысы бойынша интегралдық
түрлендiрудi қолданып, оны U функциясының интегралдық түрлендiруi
болатын Ũ функциясы үшiн жәй дифференциалдық теңдеуге (ЖДТ)
қойылған есепке (Коши немесе шеттiк) түрлендiру.

2. ЖДТ үшiн алынған есептiң Ũ шешiмiн табу.

3. Керi интегралдық түрлендiруi арқылы бастапқы есептiң U шешiмiн
анықтау.
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6.2 Фурьенiң интегралдық түрлендiрулерi

Анықтама 6.2.1 f (x) функциясы үшiн Фурьенiң интегралдық түрлендiруi деп

F [f ] ≡ f̃ (λ) =
1√
2π

∞∫
0

f (x) e−i xλdx (6.2.1)

интегралын, ал керi түрлендiруi деп

F−1 [f ] ≡ f (x) =
1√
2π

∞∫
0

f̃ (λ) ei xλdλ (6.2.2)

интегралын айтады.

f (x) функциясы үшiн (6.2.1) Фурье түрлендiруi бар болуы үшiн f (x)
функциясының (−∞,+∞) аралығында үзiлiссiз болуы f (x) ∈ C (R) немесе осы
аралықта саны арқылы бiрiншi реттi үзiлiс нүктелерi болуы және

+∞∫
−∞

f (x) dx

интегралының абсолюттi жинақты болуы жеткiлiктi, яғни f (x) ∈ L1 (R).
Егер f (x) жұп функция болса, онда (6.2.1), (6.2.2) түрлендiрулердiң орнына

сәйкес Фурьенiң косинус түрлендiрулерiн (тура және керi)

Fc [f ] ≡ f̃ (λ) =

√
π

2

+∞∫
0

f (x) cosλxdx, (6.2.3)

F−1
c [f ] ≡ f (x) =

√
π

2

+∞∫
0

f̃ (λ) cosλxdλ, (6.2.4)

ал f (x) тақ функция болса, онда Фурьенiң синус түрлендiрулерiн

Fs [f ] ≡ f̃ (λ) =

√
π

2

+∞∫
0

f (x) sinλxdx, (6.2.5)

F−1
s [f ] ≡ f (x) =

√
π

2

+∞∫
0

f̃ (λ) sinλxdλ (6.2.6)

қолдануға болады.
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Анықтама 6.2.2 (үйiрткi). (−∞,+∞) аралықта анықталған, шенелген және
абсолют интегралданатын ϕ (x) және ψ (x) функцияларының үйiрткiсi деп

ϕ ∗ ψ =
1√
2π

∞∫
−∞

ϕ (t)ψ (x− t) dt (6.2.7)

өрнегiн атайды.

6.2.1 Фурьенiң интегралдық түрлендiруiнiң негiзгi қасиеттерi.

Айталық u (x, t) ∈ L1 (R), u (x, t) → 0, x → ±∞, функциясының x айнымалысы
бойынша Фурье түрлендiруi F [u] = ũ (λ, t) болсын. Келесi қасиеттер орынды:

1. Сызықтығы: F [c1u1 + c2u2] = c1F [u1] + c2F [u2] = c1ũ1 + c2ũ2.

2. Дербес туындылары туралы.

F [ux] = iλũ (λ, t) , F [uxx] = (iλ)2 ũ (λ, t) , ..., F

[
∂nu

∂xn

]
= (iλ)n ũ (λ, t) ;

F [ut] = ũt (λ, t) , F [utt] = ũtt (λ, t) , ..., F

[
∂nu

∂tn

]
=
∂nũ (λ, t)

∂tn

3. Егер u (x) ∈ C (R), ux (x) ∈ L1 [0,∞) және u (x)→ 0, x→ +∞ болса, онда

Fc [ux] = λFs [u]−
√

2

π
ũ (0) , Fs [ux] = −λFc [u]

Fc [uxx] = −λ2Fc [u]−
√

2

π
ux (0) , Fs [uxx] = −λ2Fs [u] +

√
2

π
λu (0) .

4. Үйiрткi туралы. ϕ мен ψ функцияларының үйiрткiсi үшiн

F [ϕ ∗ ψ] = F [ϕ] · F [ψ]

теңдiгi орындалады.

5. F [f (x+ a)] = e−iλaF [f ] .

6. F

 x∫
0

f (η) dη

 =
F [f ]

iλ
.

Мысал 6.2.1 Коши есебiн

uxx − utt = 0, t > 0, x ∈ (−∞,+∞) ≡ R1,
u (x, 0) = ϕ (x) , ut (x, 0) = ψ (x) , x ∈ R1

Фурье түрлендiруiн (x айнымалы) қолданып шешiңiз.
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Шешуi. Есепке Фурье түрлендiруiн x айнымалы бойынша қолдансақ, онда
1–2 қасиеттерi бойынша есеп мына жай дифференциалдық теңдеу үшiн Коши
есебiне келтiрiледi

d2ũ (λ, t)

dt2
+ λ2ũ (λ, t) = 0, ũ (λ, 0) = ϕ̃ (λ) ,

dũ (λ, 0)

dt
= ψ̃ (λ) .

Бұл есептiң жалпы шешiмi:

ũ (λ, t) = C1 (λ) eiλt + C2 (λ) e−iλt ⇒

Бастапқы шарттарды қолдансақ

C1 (λ) =
1

2

[
ϕ̃ (λ) +

1

iλ
ψ̃ (λ)

]
, C2 (λ) =

1

2

[
ϕ̃ (λ)− 1

iλ
ψ̃ (λ)

]
⇒

ũ (λ, t) =
1

2
ϕ̃ (λ)

(
eiλt + e−iλt

)
+

1

2iλ
ψ̃
(
eiλt − e−iλt

)
.

Бұған (6.2.2) фурьенiң керi түрлендiруiн қолданып, бастапқы есептiң шешiмiн
аламыз

u (x, t) = 1
2
√

2π

∞∫
−∞

[
eiλ(x+t) + eiλ(x−t)

]
ϕ̃ (λ) dλ+

+ 1
2
√

2π

∞∫
−∞

[
eiλ(x+t) − eiλ(x−t)

] 1

iλ
ψ̃ (λ) dλ = (5◦, 6◦) =

=
1

2
[ϕ (x− t)− ϕ (x− t)] +

1

2

x+t∫
x−t

ψ (τ) dτ.

Бұл кәдiмгi Даламбер формуласы (47 бет, (3.2.12) қараңыз) .

Мысал 6.2.2 Жылуөткiзгiш теңдеуi үшiн

∂u

∂t
− a2∂

2u

∂x2
= 0,−∞ < x <∞, t > 0, (6.2.8)

u (x, 0) = ϕ (x) , −∞ < x <∞ (6.2.9)

Коши есебiн Фурье интегралдық түрлендiруi арқылы шешейiк.

Шешуi. Айталық ũ (λ, t) = F [u (x, t)] және ϕ̃ (λ) = F [ϕ (x)] сәйкес u (x, t)
және ϕ (x) функцияларының x айнымалысы бойынша Фурье түрлендiрулерi
болсын. Жоғарыдағы қасиеттердi ескере отырып (6.2.8) теңдеуге және (6.2.9)
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бастапқы шартқа Фурье түрлендiруiн x айнымалысы бойынша қолдансақ,
нәтижеде (6.2.8)-(6.2.9) есебi

ũ′ + (aλ)2 ũ = 0, ũ (λ, 0) = ϕ̃ (6.2.10)

бiрiншi реттi жай дифференциалдық теңдеуге қойылған Коши есебiне түрленедi.
Жай дифференциалдық теңдеулер курсын белгiлi (6.2.10) Коши есебiнiң шешiмi

ũ (λ, t) = ϕ̃ (λ) e−(aλ)2t.

Табылған ũ (λ, t) кескiн шешiмге (6.2.2) Фурьенiң керi түрлендiруiн қолдансақ

u (x, t) =
1√
2π

+∞∫
−∞

ũ (λ, t) eiλxdλ =
1√
2π

+∞∫
−∞

ϕ̃ (λ) e−(aλ)2teiλxdλ

теңдiгiн аламыз. Бұған

ϕ̃ (λ) = F [ϕ (x)] =
1√
2π

+∞∫
−∞

ϕ (y) e−iλydy

түрлендiруiн қойсақ

u (x, t) =
1

2π

+∞∫
−∞

ϕ (y)

 +∞∫
−∞

e−a
2λ2tei(λx−λy)dλ

 dy.
Iшкi интегрант Эйлер формуласы1 бойынша

e−a
2λ2tei(λx−λy) = e−a

2λ2t cos (λx− λy) + ie−a
2λ2t sin (λx− λy) .

Бұл комплекс айнымалы функцияның жорамал бөлiгi λ бойынша тақ функция
екенi анық. Олай болса оның интегралы нөлге тең. Ал нақты бөлiгi жұп
функция. Сондықтан (−∞, ∞) аралығы бойынша интегралы [0, ∞) бойынша
интегралды екi еселегенге тең, яғни

u (x, t) =
1

π

+∞∫
−∞

ϕ (y)

 +∞∫
0

e−a
2λ2t cos (λx− λy) dλ

 dy. (6.2.11)

Iшкi интегралға s = λa
√
t, b =

x− y
2a
√
t
белгiлеулер енгiзiп және

+∞∫
0

e−s
2

cos 2bsdz =

√
π

2
e−s

2
(6.2.12)

1 eiz = cos z + i sin z
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формуланы қолдансақ, онда

+∞∫
0

e−a
2λ2t cos (λx− λy) dλ =

√
π

2a
√
t
e−

(x−y)2

4a2t

теңдiгiн аламыз. Мұны (6.2.11) қойсақ

u (x, t) =
1

2a
√
πt

+∞∫
−∞

ϕ (y) e−
(x−y)2

4a2t dy (6.2.13)

iзделiндi шешiмдi аламыз. Бұл 3.3.1–бөлiмдегi (64 бет, (3.3.36) қараңыз)
дәлелдеусiз берiлген Пуассон формуласы.

Айталық, a = 1, ϕ (x) =

{
100, |x| < 1,
0, |x| > 1

болсын. Онда (6.2.13) формула

бойынша

u (x, t) =
100

2
√
πt

1∫
−1

e−
(x−y)2

4t dy =

∣∣∣∣z =
x− y
2
√
t

∣∣∣∣ =
100√
πt

(1−x)

2
√
t∫

− (1+x)

2
√
t

e−z
2
dz.

Бұл u (x, t) функциясының әртүрлi t уақыттардағы графигi (график Maple 11
бағдарламасымен алынды) 6.2.-1–суретте көрсетiлген.

Сурет 6.2.-1. ϕ(x) = 100, a = 1 болған кездегi u(x, t) шешiмнiң бiрнеше t уақыт мезетiндегi
графигi.

Берiлген есептiң шешiмiн кейде [0,+∞) аралықта анықтау қажет болады.
Мiне бұл жағдайда шешiмдi табиғатына (жұп немесе тақ) байланысты (6.2.3)-
(6.2.6) Фурьенiң косинус немесе синус түрлендiрулердi қолдануға болады
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немесе (−∞, 0) жарты өске тақ немесе жұп түрде (кейбiр жағдайда нөлмен)
жалғастырып жоғарыдағы (6.2.1)-(6.2.2) Фурьенiң түрлендiрулерiн қолдануға
болады.

Мысал 6.2.3 Жарты жазықтықта берiлген жылуөткiзгiш теңдеуi үшiн
Коши есебiн Фурье интегралдық түрлендiруi арқылы шешiңiз

∂u

∂t
− a2∂

2u

∂x2
= 0, x > 0, t > 0,

u (0, t) = 0, t > 0,

u (x, 0) = ϕ (x) , x ≥ 0.

Шешуi. Есепке x айнымалысы бойынша (6.2.5) Фурьенiң синус түрлендiруiн
қолданайық. Синус түрлендiруiнiң қасиеттерiн және u (0, t) = 0 шартын
қолданып:

Fs [ut] = ũt (λ, t) , a2Fs [uxx] = −a2λ2ũ (λ, t)және Fs [u (x, 0)] = Fs [ϕ (x)] = ϕ̃ (λ) ,

нәтижеде бiрiншi реттi жай дифференциалдық теңдеу үшiн Коши есебiн аламыз

ũ′ + (aλ)2 ũ = 0, ũ (λ, 0) = ϕ̃.

Бұл есептiң шешiмi

ũ (λ, t) = ϕ̃ (λ) e−(aλ)2t.

Бұған ендi (6.2.6) Фурьенiң керi синус түрлендiруiн қолданып, одан кейiн

ϕ̃ (λ) = Fs [ϕ (x)] =

√
2

π

∞∫
0

ϕ (y) sinλydy

қойсақ, нәтижеде iзделiндi шешiмдi аламыз

u (x, t) =
2

π

∞∫
0

∞∫
0

ϕ (y) sinλye−(aλ)2t sinλxdydx.

Бұл интегралға (6.2.12) формуланы қолданып одан әрi интегралдап, u (x, t)
шешiмнiң екiншi бiр түрiн алуға болады

u (x, t) =
2

π

∞∫
0

∞∫
0

ϕ (y) sinλye−(aλ)2t sinλxdydx =

1

π

∞∫
0

ϕ (y)

∞∫
0

e−(aλ)2t [cosλ(x+ y) + cosλ(x− y)] dxdy =

1

2a
√
πt

∞∫
0

ϕ (y)

[
e−

(x+y)2

4a2t + e−
(x−y)2

4a2t

]
dy.
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Бұл мысал жоғарыда 3.4.2–бөлiмде жалғастыру әдiс арқылы да шығарғанды (81
бет, 3.4.5–мысалды қараңыз).

Бұл шешiмнiң ϕ (x) =

{
1, 0 ≤ x ≤ 1,
0, x > 1

және a = 1 болған кездегi 0 ≤ x ≤

2, 0.01 ≤ t ≤ 1, 5 аралығындағы графигi 6.2.-2–суретте көрсетiлген.

Сурет 6.2.-2. Мысал 1.3 есептiң 0 ≤ x ≤ 2, 0.01 ≤ t ≤ 1, 5 аралығындағы u(x, t) шешiмi.

Ескерту 6.2.1 Егер u (0, t) = 0 шекаралық шарттың орнында ux (0, t) =
0 шарты берiлсе онда (6.2.3)-(6.2.4) Фурьенiң косинус түрлендiрулерi
қолданылады.

6.3 Лапластың интегралдық түрлендiруi

Айталық [0,+∞) аралығында анықталған нақты немесе комплекс мәндi f (t)
функциясы келесi шарттарды қанағаттандырсын:

1. [0,∞) аралығында үзiлiссiз немесе осы аралықта саны ақырлы бiрiншi реттi
үзiлiс нүктелерi бар;

2. f(t) = 0, t ∈ (−∞, 0) ;

3. M > 0 және s0 > 0 сандары табылып, барлық t ∈ [0,∞) үшiн

|f (t)| < Mes0t

теңсiздiгi орындалсын. Осындай f (t) функциясының Re(p) > s0 теңсiздiгiн
қанағаттандыратын барлық p = x+ iy комплекс айнымалысы үшiн

F (p) =

∞∫
0

f (t) e−ptdt (6.3.14)

интегралы бар болады және ол Re(p) > s0 жарты жазықтығында аналитикалық
функцияны анықтайды.
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Анықтама 6.3.1 (6.3.14) интегралымен анықталған F (p) функциясы f (t)
функциясының кескiнi немесе Лаплас түрлендiруi деп, ал f (t) функциясы
түпнұсқа функция деп аталады.

Егер F (z) функциясы Rep > s0 жарты жазықтығында аналитикалық және

lim
p→∞

F (p) = 0.

Сонымен қатар

+∞∫
−∞

F (a+ iy) dy

интегралы абсолюттi жинақты болса, онда Лаплас түрлендiруiне керi түрлендiру
бар болады және ол

f (t) =
1

2π

+∞∫
−∞

F (a+ iy) e(a+iy)tdy (6.3.15)

формуласы арқылы анықталады.
Лапластың тура және кер түрлендiрулерiн қысқаша сәйкес

L [f(t)] = F (p) , f (t)→ F (p) және L−1 [F (p)] = f (t) , F (p)→ f(t)
белгiлейдi.

6.3.1 Лаплас түрлендiруiнiң негiзгi қасиеттерi

Айталық f(t) және g(t) функцияларының Лаплас түрлендiрулерi сәйкес
F (p), Φ(p) функциялары болсын.

1. Сызықтық. Кез келген a, b сандары үшiн L [af (t) + bg (t)] = aF (p) +
bΦ (p) .

2. Ұқсастық қасиетi. L [f (t)] = 1
αF
( p
α

)
орынды, мұндағы α-кез келген

комплекс сан.

3. Түп нұсқаны дифференциалдау. Егер f (k) (t) ∈ C [0,+∞) , k =
0, 1, 2, ...n− 1 болса, онда

L
[
f (n) (t)

]
= pnF (p)−pn−1f (0)−pn−2f ′ (0)− ...−pf (n−2) (0)−f (n−1) (0)

теңдiгi орынды.

Салдар Егер u(x, t) функциясының t бойынша Лаплас түрлендiруi
tL [u(x, t)] = U(x, p) болса, онда

tL [ut (x, t)] = pU (x, p)− u (x, 0) ,
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tL [utt (x, t)] = p2U (x, p)− pu (x, 0)− ut (x, 0)

tL

[
∂(n)u (x, t)

∂x(n)

]
=
d(n)U (x, p)

dx(n)
, n = 1, 2, ....

өрнектерi орынды.

4. Кескiндi дифференциалдау. L [−tf (t)] = F ′ (p).

5. Интегралдың Лаплас түрлендiруi. Eгер f (t) ∈ C [0,+∞) болса, онда

L

 t∫
0

f (ξ) dξ

 =
F (p)

p
және L

[
F (p)

p

]
=

t∫
0

f (ξ) dξ

теңдiктерi орынды.

6. Кешiгу. Кез келген оң τ > 0 саны үшiн L [f (t− τ)] = e−pτF (p) .

7. Кескiннiң жылжуы. Кез келген a комплекс саны үшiн

L
[
eatf (t)

]
= F (p− a) және L−1 [F (p− a)] = eatf (t)

теңдiктерi орынды.

Мысал 6.3.1 Q = {(x, t) : 0 < x < +∞, t > 0} облысында жылуөткiзгiш
теңдеуi үшiн қойылған есептiң шешiмiн анықта

ut = uxx + u− f(x) , (x, t) ∈ Q,
u (0, t) = t, ux (0, t) = 0, t > 0.

Шешуi. Лаплас түрлендiруiн x айнымалысы бойынша қолданайық. Лаплас
түрлендiруiнiң дифференциалдау қасиеттерi және u (0, t) = t, ux (0, t) = 0
шарттары бойынша

L [u(x, t)] = U (p, t) , L [ut(x, t)] = Ut (p, t) , L [ux(x, t)] = pU (p, t)− t,
L [uxx(x, t)] = p2U (p, t)− pt, L [f(x)] = F (p).

Олай болса берiлген есеп келесi p параметрi бар, t айнымалы бойынша келесi
бiрiншi реттi жәй дифференциалдық теңдеуге түрленедi

Ut −
(
1− p2

)
U = − (F (p) + pt) .

Бұл теңдеудiң жалпы шешiмi шешiмi

U (p, t) = Ce(1+p2)t +
p

(1 + p2)2 +
F (p)

1 + p2
+

pt

1 + p2
.
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(6.3.15) Лапласың керi түрлендiруi бар болу шарты бойынша мұнда C тұрақтысы
нөлге тең C = 0. Себебi, егер C 6= 0 болса онда p→∞ кезде U(p, t)→∞ болады
да Лаплас түрлендiруiнiң бейнесiнiң бар болу шарты орындалмас едi. Олай
болса, кескiн шешiм

U (p, t) =
p

(1 + p2)2 +
F (p)

1 + p2
+

pt

1 + p2
.

Ендi u(x, t) түпнұсқа шешiмдi анықтайық. Лаплас түрлендiруiнiң кестесi
бойынша (қосымша А, 3 кестенi қараңыз):

p

(1 + p2)2 → cosx,

және үйiрткiнiң қасиетi бойынша

F (p)

1 + p2
→

x∫
0

f(y) sin(x− y)dy,
pt

1 + p2
→ 1

2
x sinx.

Демек, бастапқы есептiң шешiмi

u(x, t) =
1

2
x sinx+ t cosx+

x∫
0

f(y) sin(x− y)dy.

Мысал 6.3.2 Q = {(x, t) : 0 < x < +∞, t > 0} облысында келесi есептiң
шешiмiн анықтаңыз.

4utt + 9uxx = 36e2x sin 3t , (x, t) ∈ Q,
u (0, t) = 0, ux (0, t) = sin 3t, t > 0,
u (x, 0) = 0, ut (x, 0) = 3xe2x, x ≥ 0.

(6.3.16)

Шешуi. Лаплас түрлендiруiн x айнымалысы бойынша қолданайық.
Айталық U (p, t) функциясы u (x, t) функциясының Лаплас түрлендiруi болсын,
яғни

U (p, t) = L [u (x, t)] =

∞∫
0

u(x, t)e−pxdx.

Онда шекаралық шарттар және Лаплас түрлендiруiнiң қасиеттерi бойынша

L [utt(x, t)] = Utt (p, t) , L [uxx(x, t)] = p2U (p, t)− sin 3t,

L
[
36e2x sin 3t

]
=

36

p− 2
sin 3t L [u(x, 0)] = 0, L [ut(x, 0)] =

3

(p− 2)2
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болғандықтан берiлген (6.3.16) бастапқы-шеттiк есеп мына екiншi реттi жәй
дифференциалдық теңдеуге қойылған Коши есебiне түрленедi:

Utt +
9p2

4
U =

9(p+ 2)

p− 2
sin 3t, (6.3.17)

U (p, 0) = 0, Ut (p, 0) =
3

(p− 2)2 . (6.3.18)

Бұл (6.3.17)-(6.3.18) Коши есебiнiң шешiмi

U (p, t) =
1

(p− 2)2 sin 3t.

Ендi бұл анықталған U (p, t) шешiмге Фурьенiң керi түрлендiруiн (кестенi)
пайдаланып

u (x, t) = L−1 [U (p, t)] = L−1

[
1

(p− 2)2 sin 3t

]
= xe2x sin 3t

бастапқы берiлген (6.3.16) есептiң шешiмiн табамыз. Бұл есептi Maple
бағдарламасымен де есептеуге болады.

> eq:=9*diff(u(x,t),x,x)+4*diff(u(x,t),t,t)=36*exp(2*x)*sin(3*t);
x>0,t>0;
> bc1:=u(0,t)=0;t>0;
> bc2:=D[1](u)(0,t)=sin(3*t); t>0;
> ic1:=u(x,0)=0; x>0;
> ic2:=D[2](u)(x,0)=3*x*exp(2*x); x>0;
> with(inttrans,laplace,invlaplace);
> laplace(eq,x,p);
> subs(laplace(u(x,t),x,p)=v(t),bc1,bc2,%);
> dsolve({%,v(0)=laplace(rhs(ic1),x,p),
D(v)(0)=laplace(rhs(ic2),x,p)},{v(t)});
> subs(v(t)=laplace(u(x,t),x,p),%);
> invlaplace(%,p,x);
> plot3d(sin(3*t)*x*exp(2*x),x=0.01..2, t=0..8);
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Сурет 6.3.-3. Мысал 1.4 есептiң 0 ≤ x ≤ 2, 0.01 ≤ t ≤ 1, 5 аралығындағы u(x, t) шешiмi.

6.4 Жаттығулар

Жоғарыдағы Лаплас және Фурье түрлендiрулерiн қолданып, келесi
есептердi шешiңiздер:

6.4.1 ut = 4uxx + x, x ∈ (−∞,∞) , t > 0; u (x, 0) = x, x ∈ (−∞,∞) .

6.4.2 ut = uxx+2u+t, x ∈ (−∞,∞) , t > 0; u (x, 0) = x2−1, x ∈ (−∞,∞) .

6.4.3 ut = 1
4uxx + xt+ 2, x ∈ (−∞,∞) , t > 0; u (x, 0) = cos2 x, x ∈ (−∞,∞) .

6.4.4


utt = uxx, x ∈ (0,∞) , t > 0;
ux (0, t) = sin t, t > 0;
u (x, 0) = sinx, ut (x, 0) = 0, x > 0.

6.4.5
{
utt = 9uxx + sinx, x ∈ R1, t ∈ (0,+∞) ,
u (x, 0) = 1, ut (x, 0) = 1, x ∈ R1.

6.4.6
{
utt = 25uxx + xt, x ∈ R1, t ∈ (0,+∞) ,
u (x, 0) = 0, ut (x, 0) = 0, x ∈ R1.

6.4.7 2uxx + 5uxt + 3utt = 0, x > 0, t > 0,
u (0, t) = 0, ux (0, t) = f (t) , t > 0; u (x, 0) = g (x) , ut (x, 0) = 0 x > 0.

6.4.8
uxx + uxt = 0, 0 < x, t <∞,
u (0, t) = µ (t) , ux (0, t) = 0,
u (x, 0) = φ (x) , µ (0) = φ (0) = 0;

6.4.9
ut = a2uxx + f (x, t) , −∞ < x <∞, t > 0,
u (x, 0) = 0, −∞ < x <∞,

lim
x→±∞

u = lim
x→±∞

ux = 0.

6.4.10
utt = 9uxx, −∞ < x <∞, t > 0,

u (x, 0) = 0, −∞ < x <∞, ut (x, 0) =

{
e−2x, x ≥ 1,
0, x < 1.

6.4.11

utt = 9uxx, 0 < x <∞, t > 0,
ux (0, t) = 0, t > 0,

u (x, 0) =

{
x (1− x) , 0 ≤ x ≤ 1
0, x > 1,

ut (x, 0) = 0, 0 < x <∞.
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6.4.12
utt = c2uxx +K, x > 0, t > 0, K = const,
u (x, 0) = ut (x, 0) = 0, x > 0,
u (0, t) = f (t) , lim

x→∞
u (x, t) = 0, t ≥ 0.

6.4.13
ut = kuxx, 0 < x < L, t > 0
u (x, 0) = 0, 0 < x < L,
u (0, t) = 0, u (L, t) = T0 = const, t > 0.

6.4.14

utt = 196uxx, 0 < x <∞, t > 0,
u (0, t) = 0, t > 0,

u (x, 0) = 0, 0 < x <∞, ut (x, 0) =

{
x2 (3− x) , 0 ≤ x ≤ 3
0, x > 3

6.4.15


utt = uxx, x ∈ (0,∞) , t > 0;
u (0, t) = t, t > 0;
u (x, 0) = 0, ut (x, 0) = x2 + 1, x > 0.

6.4.16


utt = uxx, x ∈ (0,∞) , t > 0;
ux (0, t) = 5, t > 0;
u (x, 0) = −3x, ut (x, 0) = 0, x > 0.

6.4.17


utt = a2uxx, x ∈ (0,∞) , t > 0;
ux (0, t)− hu (0, t) = ϕ(t), t ≥ 0;
u (x, 0) = ut (x, 0) = 0, x ≥ 0.

6.5 Жауаптары

6.5.1 x (t+ 1) .

6.5.2 e2t
(
x2 + 2t− 3

4

)
− 1

4 (2t+ 1) .

6.5.3 u (x, t) = 2t+ 1
2xt

2 + 1
2 + 1

2e
−t cos 2x.

6.5.4 u (x, t) =

{
sinx cos t, x− t ≥ 0;
sin t cosx+ cos(x− t)− 1, x− t ≤ 0.

6.5.5 u(x, t) = 1 + t+ 1
9 (1− cos 3t) sinx.

6.5.6 u(x, t) = xt3

6 .
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6.5.7 u (x, t) =



3g
(
x− 2

3 t
)
− 2g (x− t) , x > t,

3g
(
x− 2

3 t
)

+ 2

t−x∫
0

f (t− x− ξ) dξ, 2

3
t < x < t,

2

t−x∫
0

f (t− x− ξ) dξ − 2

t− 3
2
x∫

0

f

(
t− 3

2
x− ξ

)
dξ, x <

2

3
t.

6.5.8 u (x, t) =

{
φ (x− t) + µ (t) , x− t > 0,
µ (t) , x− t < 0.

6.5.9 u (x, t) =
1

2a
√
π

t∫
0

∞∫
−∞

f (ξ, τ)
e
− (x−ξ)2

4a2(t−τ)

√
t− τ

dξdτ.

6.5.10 u (x, t) =
1

3e2

∞∫
0

[(
2 cos (ω)− ω sin (ω)

ω(4 + ω2)

)
cos (ωx) +(

ω cos (ω) + 2 sin (ω)

ω(4 + ω2)

)
sin (ωx)

]
sin (3ωt) dω.

6.5.11 u (x, t) =
2

π

∞∫
0

2− ω sin (ω)− 2 cos (ω)

ω3
sin (ωx) cos (3ωt) dω.

6.5.12 u (x, t) =

[
f
(
t− x

c

)
− K

2

(
t− x

c

)2
]
H
(
t− x

c

)
+

1

2
Kt2.

6.5.13 u (x, t) = T0

∞∑
n=0

(
erfc

(
(2n+ 1)L− x

2
√
kt

)
− erfc

(
(2n+ 1)L+ x

2
√
kt

))
.

6.5.14 u (x, t) =

∞∫
0

3

7πω5
hω sin (ωx) sin (14ωt) dω,

hω = 2 sin (3ω)− 4ω cos (3ω)− 3ω2 sin (3ω)− 2ω.

6.5.15 u (x, t) =

{
x2t+ 1

3 t
3 + t, x− t ≥ 0;

xt2 + 1
3x

3 + t, x− t ≤ 0.

6.5.16 u (x, t) =

{
−3x, x− t ≥ 0;
5x− 8t, x− t ≤ 0.
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6.5.17 u (x, t) =


0, x > at,

−aeh(x−at)

t−x/a∫
0

ehτϕ (τ) dτ, x < at.
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A

Фурье түрлендiрулерiнiң кестесi

N f (x) F (w) =
1√
2π

∞∫
−∞

f(x)e−iwxdx

1 2 3
1 af (x) + bg(x) aF (w) + bG(w)

2 f (n) (x) (iw)nF (w)

3 xnf (x) (i)n
dn

dwn
[F (w)]

4 xmf (n) (x) (i)m+n dm

dwm
[wnF (w)]

5 f (ax) , a > 0
1

a
F
(w
a

)
6 f (x− a) e−iwaF (w)

7 eiλxf (x) F (w − λ)

8 (f ∗ g) (x)
√

2πF (w)G(w)

9
∞∫
−∞

|f(x)|2 dx
∞∫
−∞

|F (w)|2 dw,

10 f (x) =

{
1, |x| < a,
0, |x| > a

a > 0

√
2

π

(
sin aw

w

)
11

sin ax

x
, a > 0 F (w) =


√
π

2
, |w| < a,

0, |w| > a

12 f (x) =

{
1, a < x < b,
0, x < a, x > b

a > b > 0
1√
2π

(
e−iaw − e−ibw

iw

)
13 f (x) =

{
a− |x| , |x| < a,
0, |x| > a,

a > 0

√
2

π

(
1− cos aw

w2

)
14

1

a2 + x2
, a > 0

√
π

2

e−a|w|

a

15 f (x) =

{
e−ax, 0 < x,
0, x < 0,

a > 0
1√
2π

(
1

a+ iw

)
16 f =

{
eax, b < x < c,
0, x < b, x > c,

a > 0
1√
2π

(
e(a−iw)c − e(a−iw)b

a− iw

)
17 e−a|x| , a > 0

√
2

π

(
a

a2 + w2

)
18 xe−a|x| , a > 0 −

√
2

π

2iaw

(a2 + w2)2

19 f (x) =

{
eiax, |x| < b,
0, |x| > b

√
2

π

(
sin b(w − a)

w − a

)
Жалғасы келесi бетте
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1 2 3

20 e−a
2x2

, a > 0
1

a
√

2
e
−
w2

4a2

21 f(x) =

{
xae−x, x > 0,
0, x ≤ 0

(a)√
2π (1 + iw)a

22 J0(ax) , a > 0

√
2

π

H(a− |w|)√
a2 − w2

23 δ(x− a) , a ∈ R 1√
2π
e−iaw
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B

Лаплас түрлендiруiнiң кестесi

N f (x) F (p) =

∞∫
0

f(t)e−ptdt p мәндерi

1 2 3 4

1 1
1

p
p > 0

2 t
1

p2
p > 0

3 tn, n = 1, 2, ...
n!

pn+1
p > 0

4 ta, a > −1
(a+ 1)

pa+1
p > a

5 eat
1

p− a
p > a

6 tneat, n = 1, 2, ...
n!

(p− a)n+1
p > a

7 H(t− a)
e−ap

p
p ≥ a

8 δ(t− a) e−ap p > 0, a > 0

9 sin at
a

p2 + a2
p > 0

10 cos at
p

p2 + a2
p > 0

11 t sin at
2ap

(p2 + a2)2 p > 0

12 t cos at
p2 − a2

(p2 + a2)2 p > 0

13 eat sin bt
b

((p− a)2 + b2)2 p > a

14 eat cos bt
p− a

((p− a)2 + b2)2 p > a

15
1

2a3
sin at− 1

2a2
t cos at

1

(p2 + a2)2 p > 0

16
1

2a
sin at+

1

2
t cos at

p2

(p2 + a2)2 p > 0

17 1− cos at
a2

p (p2 + a2)
p > 0

18 at− sin at
a3

p2 (p2 + a2)
p > 0

19 sh (at)
p

p2 − a2
p > |a|

Жалғасы келесi бетте
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1 2 3 4
20 ch (at)

a

p2 − a2
p > |a|

21
1

2a3
sh (at) +

1

2a2
tch (at)

1

(p2 − a2)2 p > |a|

22
1

2a
t · sh (at)

p

(p2 − a2)2 p > |a|

23
1

2a
sh (at) +

1

2
t · ch (at)

p2

(p2 − a2)2 p > |a|

24 sh (at)− sin at
2a3

p4 − a4
p > |a|

208



Ескертулер үшiн
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Ескертулер үшiн
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Ескертулер үшiн
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