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Математикалық талдаудан тәжірибелік жұмыстарды орындауға әдістемелік нұсқау  2-

бөлім «Мaтемaтикaлық тaлдaу»aпәнініңaбaғдaрлaмaсынa сәйкес кредиттік жүйеге лaйықты 

етіліп жaзылғaн.  

Мұндaaнaқтыaсaндaр, сaндықaaтізбектер, бірaaйнымaлды функция, оның шектері, 

функциялaрдың дифференциaлдықaесептеулері, функцияны дифференциaлдaу ережелері, 

функцияны туындылaр aрқылыaзерттеу тaқырыптaры бойыншa теориялықaмaтериaлдaр, 

соныменaқaтaрaүлгі-мысaлдaрдың шешу жолдaры көрсетіліп, соңындaa өз бетімен 

орындaу үшін жaттығулaр жaуaптaрымендберілген, Maple бағдарламалық пакеті арқылы 

кейбір есептер шешіліп көрсетілген. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

1 Анықталмаған интеграл 

 

1.1 Анықталмаған интеграл анықтамасы 

 

 Егер [a;b] кесіндісінің кез келген нүктесі үшін  xfxF  )(  немесе 

 dxxfxdF )(  теңдігі орындалса, онда осы кесіндіде  функциясы  

функциясының алғашқы функциясы деп аталады. 

 функциясының анықталмаған интегралы деп +C алғашқы 

функциялардың жиынтығы аталады және ол былай белгіленеді: 

 

,  

 

мұндағы С - тұрақты. 

 

А н ы қ т а л м а ғ а н   и н т е г р а л   қ а с и е т т е р і: 

10.        xfCxFdxxf 





 .                                                                 

20.      dxxfdxxfd  .                                                                       

30.      CxFxdF .                              

40.        dxxgdxxfdxxgxf )()( .   

50.       dxxfkdxxkf , мұндағы  k - тұрақты. 

60.  Егер     ,CxFdxxf     онда       CbkxF
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Н е г і з г і   и н т е г р а л д а р   к е с т е с і 
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8. 
.

                                   15/.  

9.  .                               16.  

                  
 

Есеп 1.     dxxx 23 2
   интегралын табу керек. 

Шешуі:
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Есеп  3.  dx
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 интегралын табу керек. 
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Есеп  4.    dx
4

1-2x  интегралын табу керек. 

 

Шешуі:
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Есеп  5.  3-4x

dx
   интегралын табу керек. 
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Есеп  6. 
 x

dx
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 интегралын табу керек. 
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Есеп  7. 
 228 xx

dx
 интегралын табу керек.  

 

Шешуі:  Бөлімдегі үшмүшелікте толық квадратты шығарып аламыз:    

. 

 

Есеп  8.    1x

dx
 

22 x
  интегралын табу керек. 
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Есеп  9.  
 dxx 532   интегралын табу керек 

 Шешуі: .
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Есеп 10.    dxxсtg )76(   интегралын табу керек. 

      Шешуі: .)76sin(ln
6

1
)76()76(

6

1
)76( Cxxdxctgdxxctg     

 

 

Дифференциал таңбасының астына енгізу арқылы интегралдау 
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        . CuFduufdxxuuf  
 

 

Есеп 11.    dtt
332 2t    интегралын табу керек. 

Шешуі:
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Есеп 12.    cosx1

sinxdx
   интегралын табу керек. 

Шешуі:
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Есеп 13.  dxexcose x

   интегралын табу керек. 

Шешуі:      .sincoscose x Cedeedxe xxxx

 

Есеп 14.  
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  интегралын табу керек. 
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Есеп 15.   


22 1x

5xdx
  интегралын  табу керек. 

Шешуі:    
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Есеп 16. 



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35
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 интегралын табу керек.  

Шешуі: 
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Есеп 17.  



dx

xx

x
267

43
  интегралын табу керек. 

Шешуі: 

 

 

.  

 

1.3 Айнымалыны алмастыру. 

 

Егер  интегралын есептеу керек, бірақ алғашқы функциясын табу 

қиын болса, онда  алмастыру жасау керек   
 

                                        . 

 

 Келесі анықталмаған интегралдарды табыңыз: 

 

Есеп 18.  интегралын табу керек. 

 Шешуі: Мұнда t = sinx, dt = cosxdt алмастыруын жасау керек. Сонда 

.                  

 

     Есеп 19.  dx
x

x
3sin

cos
 интегралын табу керек. 

 Шешуі: .    

 

Есеп 20.   интегралын табу керек. 

Шешуі:  Келесі алмастыру жасаймыз: 

. 

 Сонда: 

  
 

Есеп 21.    dxx
20

12  интегралын табу керек. 

Шешуі: 
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Есеп 22.  xdxe x 2sin
2cos   интегралын табу керек. 

Шешуі: 

 

 

Есеп 23 . 
 
 xx

dx

1
 интегралын табу керек. 

Шешуі: 

  
 

Есеп 24. 



dx
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406

35
2

 интегралын табу керек. 

Шешуі: 

 

 
 

Есеп 25 . 
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
dx
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2

 интегралын табу керек. 

Шешуі:  

 

 
 

Тапсырмалар. 

 

1. Төмендегі  анықталмаған  интегралдарды  есептеу керек: 
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1.32.    
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2  xx
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x

 












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x
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1.36.  
 dxx325                                  1.37.    dxсtgxtgx 2)32(                  

 

1.38.    dxxtg )61(                         1.39.   )
2

x
сos

2

3x
(sin  dx           

 

 

1.40.    dxxxсos 2)5sin5(             1.41.    dxxсtg )75(                      

 

 

1.42.  
 

  
1cos

dx
 

2  x
                     1.43.  

 
  

32sin
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2  x
                    

 

 

1.44.    dxxtg
x
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5
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

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       1.47.   xdxtg 52
                              

 

 

1.48.   xdxctg 22
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1.50.   xdxcth 2
       

 

2. Төмендегі  анықталмаған  интегралдарды  есептеу керек: 

                       

 2.1.     
2  ax

xdx
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2  x

xdx
                                   

 2.3.   
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
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
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e
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xcos
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x

lnxdx
                           2.26.   dx

2

x

1

x

e
                                         

 

2.27.   shxdxxсh3
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xsh
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2.29.    xdxtgx 2sec                             2.30.  
x
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2.31.    
1

 
2  x

x

a

dxa
                                  2.32.    

1
 

2 



 bx

bx

e

dxe
                                

 

 



2.33.    
1

 
2

 x

x

e

dxe
                              2.34.    )sin(lg  x

dx
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2.35.    )5sin( 32

  dxxx                 2.36.    
cos

 
22 x

xdx
                             

 

2.37.       
x

xtg
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4  x

xdx
                                

 

2.39.    
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4

3
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
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dxx
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)323(
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
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2.41.    5 43

  dxxx                         2.42.    )16( 5 243
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2.43.    
)cos(

sin1
 

5 


dx
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x
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3 xx
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2.45.    
cossin

sin
  


dx
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сosxx
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)323(
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 
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      2.47.    
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
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dxx
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1

)1ln(
 

2

2
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
dx

x

xxearctgx

      

 

 

2.49.    
1

2
 

2

arcsin





dx

x
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                     2..50.    
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2


dx

e

e

x

x

                         

 

2.51.  dx  
1

arcsin
 

2




x

xx
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1
 

2 



x

arcctgxx
                    

 

 

 

2.53.    
1

  xe

dx
     

 

3.  Төмендегі  анықталмаған  интегралдарды  есептеу керек: 

                       

  3.1.  dx
x






2x

1x

2
                                 Жауабы:

 
 C 2x 2  x

 

 

3.2.           1-x 22


 dxe xx                         Жауабы:

 
 Ce 

2

1 2x2

 x

 

 

3.3.    sinx4

2cosxdx
                                     Жауабы:

 
 C sinx42ln 

 

 



3.4.  
3 256

2xdx
     

x
                                   Жауабы:

 
 C

10

5633 2


 x

 

 

3.5.  
 

 
1arcsinx

dx
 

23
 x

                         Жауабы:
  

 C
arcsinx2

1
2


 

 

3.6.  dx


x

lnx1
                           Жауабы:

 
 C

3

lnx)(12




 

 

3.7.    
1

 


dx
x

x
                                 Жауабы:

 
 C )x(1

3

4
 3 

 

 

3.8.    
1

1
 


dx

xx
                                 Жауабы:

 
 C x14 

 

 

3.9.  
 2xx

  
2

dx
                         Жауабы:

 
 C

2
arccos

2

1


x

 
Ескерту: 

t
x

1
  деп алған жөн. 

 

3.10.   1e
  

x

dx
                               Жауабы:

 
 C)1ln(  xe

 

Ескерту: tx ln  деп алған жөн. 

 

3.11.
 


 22

2

  
ax

dxx

                 
Жауабы:

 
 Cln

22

22
2

22  axx
a

ax
x

 

Ескерту: chtax   деп алған жөн. 

 

3.12.
 



dx

x

x
2

2 1
                  Жауабы:

 
 C

1
1ln

2
2 




x

x
xx  

Ескерту: tgtx   деп алған жөн. 

 

3.13.
 


dx
xx

dx

1
                Жауабы:

 
 Carcsin2 x  

Ескерту: tx 2sin  деп алған жөн. 

 

3.14. 
 22

2

  
xa

dxx

                 
Жауабы:

 
 Carcsin

22

2
22 

a

xa
ax

x
 

Ескерту: tax sin  деп алған жөн. 



 

3.15.
 
 3 2

3sin
  

x

dxx
                  Жауабы:

 
 Ccos3 3  x  

Ескерту: 3tx   деп алған жөн. 

 

3.16.
 
  dxxx 5  32               Жауабы:

 
   C5

9

2 33 x  

Ескерту: 23 5 tx   деп алған жөн. 

 

3.17.
 



dx

x

x

4cos3

2sin
              Жауабы:

 

 C
3

cos
arcsin

2


x

 

Ескерту: tx 2cos  деп алған жөн. 

 

3.18.
 

   dxxx
10

52              Жауабы:
 

   
 C

44

525

48

52
1112





 xx

 

Ескерту: tx 52  деп алған жөн. 

 

3.19.
 
  dxxx 5 43               Жауабы:

 

   
 C

27

4310

99

435 5 65 11





 xx

 

Ескерту: 543 tx   деп алған жөн. 

 

3.20.
 


12
  

xx

dx
                   Жауабы:

 

 C
112

112
ln 





x

x

 

Ескерту: 212 tx   деп алған жөн. 

 

3.21.
 


 22 4
  

xx

dx
                        Жауабы:

 
 C

4

4 2





x

x

 
Ескерту: 

t
x

1
  деп алған жөн. 

 

3.22.  
 21

  
xx

dx
                         Жауабы:

 
 Carcsin

2

1
1

2

2  xx
x

 
Ескерту: 

t
x

1
  деп алған жөн. 

 

 

1.4  Бөліктеп интегралдау. 

   

,   дифференциалданатын функциялар болсын, онда 

 

 xuu   xvv 



                                                . 

 

Бұл формуланы бөліктеп интегралдау формуласы деп атайды. 

Бұл формулада соңғы интеграл берілген интегралдан оңай болатындай  

және  өрнектерін таңдап алу керек. Көп жағдайда интеграл астындағы 

функция алгебралық және трансценденттік функциялардың көбейтіндісі 

түрінде болса, онда бөліктеп интегралдау формуласы қолданылады. Мысалы, 

                        

интегралдарын есептеген кезде  деп таңдап алу керек.  

 

Ал,                       
 

интегралдарын есептеген кезде сәйкес  деп 

таңдап алу керек.  

 

Есеп 1.   xdxx ln  интегралын табу керек. 

Шешуі: 

 

Есеп 2.  dx
x

x
3

ln
 интегралын табу керек. 

 

  
 

 

   Есеп 3. arctgxdx   интегралын  табу керек. 

Шешуі:  dxdv  ,  arctgxu  деп  алайық.          Онда    x  v,
1 2





x

dx
du  

  


 .1ln
2

1

1
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2
cxarctgxx

x

xdx
arctgxxarctgxdx  

 

     Есеп 4.  bxdxeax sin   интегралын  табу керек.  

     Шешуі:   Бұл интегралды табу үшін бөлшектеп интегралдау формуласын 

екі рет қолданамыз:  

 

  vduuvudv

u
dv

   bxdxxbxdxxdxex kkmxk cos  ,sin  ,

kxu 

  xdxarctgxxdxxxdxx mkmkmk   ,arcsin  ,ln

xarctguxuxu mmm    ,arcsin  ,ln



dvsinbxdx   ,  axeu              bxaedu ax cos
6

1
-sinbxdx   v,

 
 

Сонда       bxdxe
b

a

b

bxe
bxdxe ax

ax
ax cos
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bxdxeax cos   интегралына  бөлектеп  интегралдау  әдісін  тағы  пайдалансақ.  

Онда       bxeu ax sin
b

1
  v,aedu   cosbxdx,dv   , ax   
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          .sin
sincos
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Есеп 5.  xdxx sin2
  интегралын табу керек. 

 Шешуі: Бұл интегралды табу үшін бөлшектеп интегралдау формуласын 

екі рет қолданамыз: 

 

 

 

 

Есеп 6.  dxex x52
 интегралын табу керек. 

 Шешуі: Бұл интегралды табу үшін бөлшектеп интегралдау формуласын 

екі рет қолданамыз: 

 

 

 

 Есеп 7.     dxxa  22    интегралын  табу керек. 

 Шешуі:    
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
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
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
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



22 xa

xdx
x   интегралын  бөлектеп  интегралдау  арқылы  есептейміз 

22a

xdx
dv   ,

x
xu


  деп   алайық. 

   
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Соңғы  интегралды  теңдіктің оң  жағына  көшірсек,   

 

22222 arcsin2 xax
a

x
adxxa   
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  .
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arcsin
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1.5 Квадраттық үшмүшесі бар қарапайым интегралдар    

 

 


dx

cbxax

nmx
2  

түріндегі интеграл. Негізгі есептеу әдісі квадраттық 

үшмүшесінен толық квадратты бөліп алу, яғни          
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 түріне келтіру. Сосын  

tbax 2   

 

алмастыруын  жасау керек. 

 Егер 0m болса, онда  таблицалық интегралын аламыз (3-беттегі 13-ші 

формуланы қараңыз). 

 

 Есеп 8.      752 2 xx

dx
      интегралын  табу керек. 
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Егер 0m болса, онда  алымынан    квадраттық үшмүшесінің туындысын,  

яғни bax 2  бөліп алу керек. 
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Мұнда, екінші қошылғыштағы интеграл жоғарыда қарастырылған. 

 

Есеп 9.    
 
 



1

1
2 xx

dxx
      интегралын  табу керек. 

Шешуі:   
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
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интегралы үшін келесі рекурентті формуланы қолдану керек.   
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негізгі кестелік интегралы  арқылы есептеуге болады. 

 

Есеп 3.  
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I  интегралын табу керек. 
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Рационал бөлшектерді интегралдау. Дұрыс рационал бөлшектерді 

интегралдау үшін оларды төмендегідей жәй бөлшектерге жіктеу керек:  
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мұндағы Ai, Bi, Mi, Ni, Ri, Si – тұрақты сандар. 

Ai, Bi, Mi, Ni, Ri, Si  шамаларының мәндерін анықтау үшін белгісіз 

коэффициенттер әдісін қолданыламыз (екі көпмүше тең болуы үшін х-тің 

бірдей дәрежесіндегі коэффициенттердің тең болуы қажетті және жеткілікті).  
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Бұрыс рационал бөлшектер үшін алдын ала бүтін бөлігін шығарып 

алуымыз керек. 

 

Есеп 4.  dx
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   интегралын  есептеу керек.  

Шешуі:  Интеграл атындағы  өрнек  бөлімінің  екі  нақты  түбірі  бар  дұрыс  

интеграл  бөлшек, олай болса   
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 тең  екендігін  аламыз.  Осыдан  
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x  айнымалысының  бірдей  дәрежелерінің  алдындағы  коэффициенттерін  
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Табылған  21, AA   коэффициентін  орнына  қойсақ 

 

1

2

3

1

2

1

1

2
2 











xxx

x
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Есеп 5. 
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 интегралын есептеу керек. 

Шешуі: 
  

    

 

Ортақ бөлімге келтіре отырып, алымдарын теңестіреміз: 
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 Сонымен, 

 

             .  

 

 

Есеп 6.    интегралын есептеу керек. 

Шешуі:  Бөлшек бұрыс болғандықтан, алдын ала бүтін бөлігін шығарып 

аламыз: 

 

6x5 – 8x4 – 25x3 + 20x2 –76x – 7    

 6x5 – 8x4 – 34x3 + 12x2                   

3x3 – 4x2 – 17x + 6 
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                   9x3 – 12x2 – 51x +18 

2x2 + 3 

                             20x2 – 25x – 25 

Сонымен, 

 

 

Алынған бөлшектің бөлімін көбейткіштерге жіктейік. х=3  болғанда 

бөлшектің бөлімі нөлге айналатындығы көрініп тұр. Сонда: 
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Сонымен,  3x3 – 4x2 – 17x + 6 = (x – 3)(3x2 + 5x – 2) = (x – 3)(x + 2)(3x – 1). 

Сонда: 

 
. 

 

  Анықталмаған коэффициенттерді табу кезінде жақшаларды ашып, ұқсас 

мүшелерді топтастырып, сосын теңдеулер жүйесін (кейде теңдеулер саны өте 

көп болуы мүмкін) шешпеу үшін кез келген мәндер әдісі деп аталатын әдіс 

қолдануға болады. Бұл әдістің мәні мынада: жоғарыда алынған өрнекте х-ке 

(саны анықталмаған коэффициенттер санына тең) кез келген мәндерді 

біртіндеп береді. Есептеулер оңай болу үшін бұл мәндер ретінде бөлшектің 

бөлімі нөлге айналатын нүктелерді, яғни  3, -2, 1/3 аламыз. Сонда:  

 

  

Сонымен: 
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Есеп 7.  
  
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157143
 интегралын есептеу керек. 

Шешуі:  

 

 

Анықталмаған коэффициенттерді табайық: 

 

 

Бұдан, 

 

 
  



  

  

    

 

Сонда берілген интегралдың мәні: 

 

 

 

 

1.7 Иррационал функцияларды интегралдау 

 

 интегралы. Осы интеграл  

алмастыруын қолдану арқылы рационал функцияның интегралына 

келтіріледі, мұндағы  саны   бөлшектерінің ортақ бөліміне тең. 
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Есеп 10.  


dx

x
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2
    интегралын  есептеу керек.  
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Тапсырмалар. 

6. Берілген интегралдарды есептеу керек:  
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32

5

18

3

14

1
2













x

x

xx  

 

6.15.    
  12xx

dx

                           
Жауабы:

 
C.

1
ln

2


x

x

 

 

6.16.    
    


dx

xxx

xx

521

332
2

2

          
Жауабы:

 
C.

2

1

2

1

1

52
ln

2
3

2







 x
arctg

x

xx

 

 



6.17.     


dx

xx

x

86

6
24

3

         
Жауабы: C.

22

3

22

3

2

4
ln

2

2




 x
arctg

x
arctg

x

x

 

 

6.18.     13x

dx

                               
Жауабы:

 
C.

3

12

3

1

1

1
ln

6

1
2

2







 x
arctg

xx

x

 

 

6.19.     


dx

x

xx

81

1
4

3

       

Жауабы:
 

  C.
354

1
9ln

9

2
3ln

108

29
3ln

108

31 2 
x

arctgxxx
 

 

6.20.    
   


dx

xx

x

91

1
22          

 
Жауабы:

 

C.
324

1

8

1

9

1
ln

16

1
2

2




 x
arctgarctgx

x

x

 

6.21.    
 




dx

x

xx
22

3

2

1

         

7. Берілген интегралдарды есептеу керек:  

 

7.1. .
4




dx
x

x
                 Жауабы:

 

C.
24

24
ln242 






x

x
x

 

 

7.2. .
3 

dx
bax

x
               Жауабы:

 
    C.52

10

3
3 23 5

2






  baxbbax

a

 

 

7.3. .
1

1
 


dx

x

x
x                Жауабы:

 
  C.1ln

2

1
12

2

1 22  xxxx

 

 

7.4. .
6 4

33




dx
x

xx
           Жауабы:

 
C.

13

2

27

2 12 134 9  xx

 

 

7.5. .
3

32
 


dx

x

x

          
Жауабы:

 

C.2
3

7

6

7
ln

32

11
673 22  xxxxx

 

7.6. .
1

2
36

3





dx

xxx

x

 

Жауабы:
 

C.1ln9664
2

3

5

6 6633 26 5  xxxxxx
 



   dxbxax
pnm  (дифференциалдық бином) интегралы, мұндағы pnm ,,

рационал сандар. 

 

Чебышев шарты. Берілген интеграл тек үш жағдайда ғана элементар 

функциялар арқылы өрнектеледі: 

1)
 

p бүтін сан болғанда; 

 
2)

 




2

1m
бүтін сан болғанда, бұл жағдайда   Szbxa   алмастыру жасау 

керек, мұндағы s – p бөлшегінің бөлімі; 

 3)
 




p
m

2

1
бүтін сан болғанда бұл жағдайда   Sn zbax   алмастыру 

жасау керек, мұндағы s – p бөлшегінің бөлімі; 

 
Есеп 1. .

13 4




dx
x

x
 интегралын  есептеу керек.  

Шешуі:      .2

4

1

1
2

1

1
,

3

1
,

4

1
,

2

1








n

m
pnm  

 

Осыдан, дифференциалдық биномның екінші жағдайы бойынша  

 

    dxzzdxzxzx
3224334

1

112,11 
  

 
 

  .3
7

12
12

1

1
12

1 4726

23

3333 4

  






Czzdzzzdz

z

zz
dx

x

x

 

 

Cxx 




 





 

3
4

4
13

7

4
1

131
7

12

 
Берілген интегралдарды есептеу керек:  

 

8.1.
 

.
1

10
4




dx
xx

dx
           Жауабы:

    
C.

19

4

12

1
9

4
8

4








xx  

 

 

8.2. .
1 24


dx
xx

dx
              Жауабы:

 

 
C.

3

112
2

22




x

xx

 

 

8.3.   .21 2
3

22




 dxxx          Жауабы:
 

C.
212

1

2

2






x

x

 
 



8.4. .
14 4
 x

dx
                      Жауабы:

 
C.1

2

1

11

11
ln

4

1 4 4

4 4

4 4




 





xarctg
x

x

 

 

8.5. .
1 3


dx
xx

dx
                 Жауабы:

 

C.
1

ln
3

1
3

3




x

x

 

 

   dxcbxaxxR 2,  интегралы (Эйлер қойылымы). 

 

Бірінші Эйлер қойылымы. Егер 0a
  
болса, онда 

  

txacbxax 2   

 

алмастыру жасау керек. 

Есеп 2. .
2
 cx

dx
 интегралын  есептеу керек.  

Шешуі:      01a
          

txcx 2

      

222 2 txtxcx   

 

dt
t

ct
dx

t

ct
x

2

22

2
,

2







               t

ct
t

t

ct
txcx

22

22
2 




  

.lnln

2

2 2

2

2

2

2  







CcxxCt
t

dt

t

ct

dt
t

ct

cx

dx
 

 

Екінші Эйлер қойылымы. Егер 0с
  
болса, онда 

  

сxtcbxax 2   

 

алмастыру жасау керек. 

 

Есеп 3. .
1 2

 xx

dx
 интегралын  есептеу керек.  

Шешуі:      01с
          

11 2  xtxx
      

121 222  xttxxx  

 

dt
t

tt
dx

t

t
x

22

2

2 )1(

1
2,

1

21











               
2

2

2

2

1

1
1

1

21
11

t

tt

t

t
txtxx









  

.
11

22
1

1

1

)1(

1
2

1

2

2

2

2

22

2

2  



















C
x

xx
arctgCarctgt

t

dt

t

tt

dt
t

tt

xx

dx
 

 



Үшінші Эйлер қойылымы. Егер квадраттық сbxax 2 үшмүшенің  ,

– нақты түбірлері 
  
болса, онда 

  

txcbxax )(2    

 

алмастыру жасау керек. 

 

Есеп 4. .
432

 xx

dx
 интегралын  есептеу керек.  

Шешуі:                14432  xxxx  

онда 

txxx )4()1)(4(   

 

22

2

222

2

222

1

5
)4

1

41
()1)(4(

)1(

10

1

41

)4()1()4()1)(4(

t

t
t

t

t
xxdt

t

tdt
dx

t

t
x

txxtxxx



















 

 

 
 

.4332ln
14

14
ln

4

1
1

4

1
1

ln

1

1
ln

1

2

51

110

43

2

22

2

2

CxxxC
xx

xx
C

x

x

x

x

C
t

t
dt

t
dt

tt

tt

xx

dx




































 

 

8.6. .
12

 xx

dx
 интегралын  есептеу керек.        

                                                      Жауабы:
 

.1
2

1
ln 2 Cxxx   

8.7. .
53 2

 xx

dx
 интегралын  есептеу керек.     

                                                      Жауабы:
 

.603656ln
3

1 2 Cxxx   

8.8. .
23 2

 xx

dx
 интегралын  есептеу керек.        

                                                      Жауабы:
 

.
233

2
2

C
x

xx
arctg 


 

8.9. .
425 2

 xx

dx
 интегралын  есептеу керек.        

                                                      Жауабы:
 

.
4255 2

C
x

xx
arctg 


 



8.10. .
652

 xx

dx
 интегралын  есептеу керек.        

                               Жауабы:
 

.65
2

5
ln

32

32
ln 2 CxxxC

xx

xx





 

8.11. .
384 2

x

dx
 интегралын  есептеу керек.        

                        Жауабы:
 

.38422ln
2

1

3212

3212
ln

2

1 2 CxxxC
xx

xx





 

8.12. .
32

 xxx

dx
 интегралын  есептеу керек.        

                                                     Жауабы:
 

.
32

1

3

33
ln

3

1 2

C
xx




 

8.13.
 

.
2 2

 xxx

dx
 интегралын  есептеу керек.        

                                                Жауабы:
 

.
22

122
ln

2

1 2

C
x

xx



  

 

            1.8 Кейбір тригонометриялық функцияларды интералдау 

 

                                                  

 

 Интегралдың бұл түрін есептеу үшін   универсал алмастыру деп 

аталатын алмастыру қолданылады. Сонда  - тригонометриялық 

функциялардың рационал функциясы жаңа  айнымалысының рационал 

функциясына түрленеді. 

                                           ,       . 

 

Тригонометриядан белгілі формулалар бойынша: 

                                 , 

                                
 

 

Сондықтан     

мұндағы интегралданатын функция  айнымалысы бойынша рационал 

функция. 

  dxxxR sin,cos

2

x
tgt 

 xxR sin,cos

t

arctgtx 2
21 t

dt
dx




2
222 1

2

2
1

2
2

2
cos

2
sin

2
cos

2
sin2

sin
t

t

x
tg

x
tg

xx

xx

x












2

2

2

2

22

22

1

1

1

1

sincos

sincos
cos

t

t

xtg

xtg

xx

xx
x
















  ,
1

2

1

1
,

1

2
sin,cos

22

2

2 
















t

dt

t

t

t

t
RdxxxR

t



 

Есеп 1. 
 5cos3sin4 xx

dx
 интегралын табыңыз. 

Шешуі:  

  
 

Есеп 2. 
 xx

dx

sincos89
 интегралын табыңыз. 

Шешуі: 

         ▲ 

    

Кейбір жағдайларда осындай алмастырулар күрделі есептеулерге әкеледі, 

сондықтан басқа алмастырулар қолдануға болады. Солардың кейбіреулерін 

қарастырайық: 

 

1)  болса, онда . 

2)   болса, онда . 

3)      болса, онда . 

4) интегралында  функциялары тек жұп 

дәрежелерімен берілсе, онда ; 

5)    интегралында егер: 

а)  - тақ болса, онда ; 

ә)   - тақ болса, онда ; 

б)  - жұп, теріс емес болса, онда  

формулалары қолданылады; 

в)  - жұп, ең болмаса біреуі теріс болса, онда  немесе ; 

6) Әртүрлі аргументтердің синус және косинустарының көбейтіндісінің 

интегралы берілсе, онда бұл жағдайда төмендегі 3 формуланың біреуін 

қолданамыз: 

 

  xdxxR cossin tx sin

  xdxxR sincos tx cos

  dxtgxR ttgx 

  dxxxR cos,sin xx cos,sin

ttgx 

 xdxx nm cossin

m tx cos

n tx sin

mn,
2

2cos1
cos,

2

2cos1
sin 22 x

x
x

x







mn, ttgx  tctgx 



; 

; 

. 

 

Есеп 3. 


dx
x

x

cos2

sin 3

  интегралын табыңыз. 

Шешуі: 

 

 

Есеп 4.  xdxx 2sin7sin   интегралын табыңыз. 

Шешуі: 

 
 

Есеп 5. 
x

xdx
4

7

sin

cos
  интегралын табыңыз. 

 Шешуі: 

 

 

Есеп 6.  xdxxx 4cos7cos10sin   интегралын табыңыз. 

Шешуі: 

    
   


















  nm

xnm

nm

xnm
dxxnmxnmnxdxmx

sinsin

2

1
coscos

2

1
coscos

    
   


















  nm

xnm

nm

xnm
dxxnmxnmnxdxmx

coscos

2

1
sinsin

2

1
cossin

    
   


















  nm

xnm

nm

xnm
dxxnmxnmnxdxmx

sinsin

2

1
coscos

2

1
sinsin



 

 

Есеп 7. 
xx

dx
22 cossin

  интегралын табыңыз. 

Шешуі:   .2222
2sin

2
2

2sin

4

cossin 2222
Cxctgxdctg

x

dx
xdctg

x

dx

xx

dx
  

 

Кейде тригонометриялық функцияларды интегралдағанда бұрыннан 

белгілі дәрежені төмендететін формулаларды қолданған жөн.  

 

Есеп 8.  xdx4sin  интегралын табыңыз. 

Шешуі:  

 
Тапсырма. 

 

9. Берілген интегралдарды есептеу керек:  

 

9.1.

 

 
bsinxacosx

dx
  

              Жауабы:
 

С
b

a
arctgxtg

b











 2

1
ln

a

1
 

22
 

 

9.2.

 

  
3cosx-5

dx
                      Жауабы:

 
С

x
tgarctg 









2
2

2

1
   

9.3.

 

  
3cosx5

dx
 

                     Жауабы:
 

С
22

1
arctg  










x
tg  

 

9.4.

 

 
sinx

dx
                                Жауабы:

 





 C

x

x
С

x
tg

cos1

cos1
ln

2

1

2
ln  

sinx

dx
 

                                                                   

C
x

x
C

x

x








sin

cos1
ln

cos1

sin
ln

 
 

9.5.

 

 
cosx

dx
                         Жауабы:

 














 C

x

x
С

x
tg

sin1

sin1
ln

2

1

42
ln  

sinx

dx 
 



                                                                      

C
x

x
C

x

x








cos

sin1
ln

sin1

cos
ln

 
 

   9.6.   x

dx

sin54
                                Жауабы: C

x
tg

x
tg







1
2

2

2
2ln

3

1
 

 

 9.7. dx
x

x
  sin1

sin
                                  Жауабы: Cx

x
tg




2

1

2
 

 

9.8. dx
x

x
  cos1

cos
                                   Жауабы: C

x
tgx 

2
 

 

9.9. 
 


2
cos1 x

dx
                                    Жауабы: C

x
tg

x
tg 

26

1

22

1 2  

 

9.10.   xx

dx

cossin
                                 Жауабы: C

x
tg 










82
ln

2

1 
 

 

9.11.   xx

dx

cos7sin48
                       Жауабы: C

x
tg

x
tg







3
2

5
2ln  

 

9.12.   3sin2cos xx

dx
                          Жауабы: C

x
tgarctg 










2
1  

 

9.13.   xx

dx

cos3sin53
                        Жауабы: C

x
tg  3

2
5ln

5

1
 

 

9.14.   xxxx

dx
22 coscossin2sin

          Жауабы: C
tgx

tgx






21

21
ln

22

1
 

 

9.15.   x

dx
2cos31

                                  Жауабы: C
tgx

arctg 








22

1
 

 

9.16.   xx

dx
22 cos5sin3

                       Жауабы: C
tgx

arctg 














5

3

15

1
 

 

9.17.   xxx

dx

cossin5sin 2
                    Жауабы:  C

tgx

tgx


 5
ln

5

1
 



 

9.18. 
 


3
cos1

sin

x

xdx
                                Жауабы: 

 2
cos12

1

x
  

 

9.19.  xdx3sin                                      Жауабы: Cxx  coscos
3

1 3  

 

9.20. xdx
5sin                                      Жауабы:  Cxxx  53 cos

5

1
cos

3

2
cos  

 

9.21.  3 4

3

cos

sin

x

xdx
                                     Жауабы: Cxx 


3

1
3

5

cos3cos
5

3
 

 

9.22. xdxx 54 cossin                             Жауабы: Cxxx  975 sin
9

1
sin

7

2
sin

5

1
 

 

9.23.     
dx

x

x
2sin1

2sin
                            Жауабы:  Cx  )sin1ln( 2  

 

9.24.      5cos6cos

sin
2 xx

dxx
                   Жауабы:  C

x

x






cos5

cos1
ln

4

1
 

 

9.25.     dxxx 43 cossin                          Жауабы:  Cxx  75 cos
7

1
cos

5

1
 

 

9.26.     dx
x

x
4

3

sin

cos
                                 Жауабы:  C

xx


3sin3

1

sin

1
 

 

9.27.     dxxtg 3                                     Жауабы:  Cx
xtg

 cosln
2

2

 

 

9.28.     dxxctg 3                                   Жауабы:  Cx
xctg

 sinln
2

2

 

9.29.     dxxctg 5                                  Жауабы:  Cx
xctgxctg

 sinln
24

24

 

 

9.30.     dxxtg 4                                    Жауабы:  Cxtgx
xtg


3

3

 

 

9.31.     dxxctg 6                                  Жауабы:  Cxctgx
xctgxctg


35

35

 

 

9.32.     dxxtg 2                                    Жауабы:  Cxtgx   

 



9.33.     dxxctg 2                                  Жауабы:  Cxctgx   

     

9.34.     dxx2sin                                   Жауабы:  C
xx


4

2sin

2
 

 

9.35.     dxx2cos                                  Жауабы:  C
xx


4

2sin

2
 

 

9.36.     dxx4cos                                  Жауабы:  C
xxx


32

4sin

4

2sin

8

3
 

9.37.     dxx6cos                             Жауабы:  C
xxxx


64

4sin3

48

sin

4

2sin

16

5 3

 

 

9.38.     dxx44 cossin                      Жауабы:  Cxxx 







 8sin

8

1
4sin3

128

1
 

 

9.39.     dx
x

x
4

2

sin

cos
                           Жауабы:  Сxctg  3

3

1
 

 

9.40. 
    xdxx 42 cossin                      Жауабы:  Сxxx  2sin

48

1
4sin

64

1

16

1 3  

 

9.41.     x

dx
4sin

                                Жауабы:  С
xctg

ctgx 
3

3

 

 

9.42.     x

dx
6cos

                                Жауабы:  Сxtgxtgtgx  53

5

1

3

2
 

 

 

Тригонометриялық  қойылым.    

 dxxaxR 22,   интегралы  берілсе, онда   tax sin  немесе  tax cos
 
 

алмастыру  жасау  керек.   

 

Есеп 1.    
 




322 xa

dx
  интегралын  табу  керек                                                     

Шешуі:   tax sin   tdtadx cos
 

   
C

ta

t
ctgt

ata

dt

ta

tdta

taa

tdta

xa

dx










 22222333222322 sin1

sin1

coscos

cos

sin

cos
 

a

xa
t

a

x
t

22

cos,sin



 

 



        
Осыдан       

               
C

xaa

x

xa

dx






 222322  

 

 dxxaxR 22,   интегралы  берілсе, онда  atgtx   немесе  actgtx 
 
 алмастыру  

жасау  керек.  

 

Есеп 2.    
 22 xax

dx
  интегралын  табу  керек                                                     

Шешуі:  
t

adt
dxatgtx

2cos
,     

 

 

C
t

t

at

dt

attgaaatgt

t

adt

xax

dx









 sin

cos1
ln

1

sin

1cos
222

2

22
 

2222
cos,sin,

ax

a
t

ax

x
t

a

x
tgt







 

Осыдан      

C
x

aax

a
C

ax

x

ax

a

axax

dx














22

22

22

22
ln

1
1

ln
1

 

 

 

 dxaxxR 22,   интегралы  берілсе, онда  
t

a
x

cos
  немесе  

t

a
x

sin


 
 алмастыру  

жасау  керек.   

 

Есеп 3.    
 22 ax

dx
  интегралын  есептеу  керек                                                     

Шешуі:                       
t

a
x

cos
    

t

tdta
dx

2cos

sin


 
 

C
t

t

t

dt

t

ta
t

tdta

a
t

a

t

tdta

ax

dx













  cos

sin1
ln

cos

cos

sin
cos

sin

cos

cos

sin
2

2

2

2

2

22
 

                                x

ax
t

a

x
t

22

sin,cos



 

Сонымен       

 



C
a

a

ax
x

C

x

a
x

ax

ax

dx















2222

22
ln

1

ln
 

 

 

Берілген  интегралдарды  есептеу  керек.  

 

9.43.    
 


2/322 xa

dx
                             Жауабы:  C

xaa

x


 222
   

 

9.44.    
123 xx

dx
                               Жауабы:  C

x

x

x 2

2

2

11
arccos

2

1 
   

 

9.45.    dxxa  22                               Жауабы:  C
a

xa
xa

x
 arcsin

22

2
22    

9.46.    


dx
x

xa 22

                             Жауабы:  Cxa
xa

xaa




 22ln
2

    

9.47.    dx
x

x


 2

2

9
                               Жауабы:  Cxxx

x
 22 9ln

2

9
9

2  

 

 

2  Анықталған интеграл 

 

2.1 Анықталған интегралды есептеу 

 

Анықталған интегралдың анықтамасы.  функциясының  

аралығындағы анықталған интегралы деп       -   интегралдық 

қосындының   шегін айтады және былай белгіленеді:        

мұндағы а - төменгі, в - жоғарғы шегі,  – айнымалы шама, –

интегралдау аралығы. 

Егер функциясы  аралығында үзіліссіз болса, онда осы аралықта 

интегралданады. 

А н ы қ т а л ғ а н   и н т е г р а л   қ а с и е т т е р і: 

1) ; 

2) ; 

3) ;     

4) егер  -де      Mxfт     болса, онда:  

 xf  ba;

 



n

i

ii xfS
1



 0max  ix  
b

a

dxxf

x  ba;

 xf  ba;

    

b

a

b

a

dxxfAdxxAf

         

b

a

b

a

b

a

dxxfdxxfdxxfxf 2121

  0
a

a

dxxf

 ba;



                                            abMdxxfabт
b

a

  ; 

5)  ; 

6) =- .  

          

 

Анықталған интегралды анықталмаған интеграл көмегімен   есептеу. 
 

Ж о ғ а р ғ ы  ш е г і  а й н ы м а л ы  а н ы қ т а л ғ а н  ин т е г р а л. Егер 

 xf
 
функциясы  ba,

 
аралығында үзіліссіз болса, онда  

 

   
x

a

dxxfxF
 

функциясы   xf
 
функциясының  алғашқы функциясы болады, яғни  

 
   xfxF 

    
 bax ,

 
 

Н ь ю т о н – Л е й б н и ц   ф о р м у л а с ы. Егер    xfxF   болса, онда                                                   

 

        

b

a

b

a
aFbFxFdxxf

 

 

 xF
 
алғашқы функциясын      CxFdxxf   

анықталмаған интегралын   

шешу арқылы есептеледі.     

  

Есеп 1.    dxx4
3

1

   интегралын  есептеу  керек 

Шешуі:             
5

4
48

5

)1(

5

3

5

55
3

1

53

1

4 







x

dxx  

 

Есеп 2.    
x

dx
2

4

6 cos




   интегралын  есептеу  керек 

Шешуі:             
3

3
1

64cos
4

6
2

4

6









tgtggxt

x

dx
 

 

Берілген  интегралды  есептеу  керек. 

 

10.1.     dxxx 322
2

1

                                              Жауабы:  
3

7
 

      

b

c

c

a

b

a

dxxfdxxfdxxf

 
b

a

dxxf  
a

b

dxxf



 

10.2.    dxe x
1

0

                                                            Жауабы:  1e  

 

10.3.    xdxsin
2

0



                                                       Жауабы:  1 

 

10.4.    
2

1

0 1 x

dx


                                                           Жауабы:  

4


 

 

10.5.    
2

2
2

0 1 x

dx


                                                     Жауабы:  

4


 

 

10.6.    tgxdx
3

0



                                                           Жауабы:  2ln  

 

10.7.    
x

dxe

1

                                                                Жауабы:  1 

 

10.8.    xdx2
2

0

cos



                                                       Жауабы:  
4


 

10.9.    
2

1

0 1 x

dx


                                                       Жауабы:  2ln  

 

10.10.    
2

1

2 x

dx



                                                          Жауабы:  
8

3
  

 

10.11.     dxxx 3

2

1

2                                              Жауабы:  
3

1
33  

 

10.12.    
232

1

0 


xx

xdx
                                               Жауабы:  

8

9
ln  

 

10.13.    
542

1

0 


xx

xdx
                                               Жауабы:  

7

1
23 arctgarctgarctg   

 

10.14.    
46

21

0 


y

dyy
                                                    Жауабы:  

2

51
ln

3

1 
 

10.15.    
2

5.3

2 45 xx

xdx


                                              Жауабы:  

6


 

 



10.16.    xdx3
2

0

sin



                                                     Жауабы:  
3

2
 

 

10.17.    
xx

dxe

e ln

2

                                                        Жауабы:  2ln  

 

10.18.    dx
x

x

18

31

0 
                                                       Жауабы:  

16


 

 

2.2 Меншіксіз интегралдар 

 

 Шегі ақырсыз интегралдар. Егер шегі бар болса, онда осы 

шекті  функциясының  интервалындағы меншіксіз интегралы дейді 

және оны былай белгілейді 

                                      

Егер осы шек бар болса меншіксіз  интеграл жинақты, қарсы жағдайда 

жинақсыз дейді. Осы сияқты 

                                 

 
 

интегралдарын да меншіксіз интегралдар дейді. 

 

Үзілісті функцияның интегралы.  нүктесінде үзілісті болатын 

 функциясының  
с

a

dxxf  интегралы былай анықталады:       

    


b

a
cb

с

a

dxxfdxxf .lim
0

 
 

Егер осы шек бар болса, онда меншіксіз  интеграл жинақты, қарсы 

жағдайда жинақсыз дейді. 

 Осы сияқты 

 

               мұндағы   

 

интегралдарын да   меншіксіз интегралдар дейді. 

Есеп 3. 



0

2 22xx

dx
 меншіксіз интегралын есептеу керек. 

 

b

a
b

dxxflim

 xf  ,a

    





b

a
b

a

dxxfdxxf .lim

    




b

a
a

b

dxxfdxxf ,lim      









c

c

dxxfdxxfdxxf

cx 

 xf

    


b

a
ca

b

c

dxxfdxxf ,lim
0

      

b

c

c

a

b

a

dxxfdxxfdxxf , ,bca 



Шешуі: 



  


b

b

bb
xarctg

x

dx

xx

dx
0

0

2

0

2
)1(lim

1)1(
lim

22
 

                      

 .
442

1)1(lim





arctgbarctg
b

      

Интеграл жинақты.  

 

Есеп 4. 


1 x

dx
 меншіксіз интегралын табыңыз. 

Шешуі:  .)1lnlnlimlnlimlim
1 1

1 





b

b

b

bb
bx

x

dx

x

dx    Интеграл жинақсыз.  

 

Есеп 5. 


1

1

2x

dx
  меншіксіз интегралын есептеу керек. 

Шешуі:   

   
 









0

1

1

0 1

1

1

0
1

0202022

1

1

2
)

1
(lim)

1
(limlimlim

b

a

a
a

b

bab xxx

dx

x

dx

x

dx

x

dx

x

dx

.)1
1

(lim)
1

1(lim
00


 ab ab

      Интеграл жинақсыз.  

 

Берілген  меншіксіз  интегралды  есептеу  керек. 

 

11.1.    
x

dx1

0

                                               Жауабы:  2  (жинақты). 

 

11.2.    
x

dx2

1

                                            Жауабы:  жинақсыз 

 

11.3.    
px

dx1

0

                                            Жауабы:  
p1

1
(жинақты), егер ;1p                                                                                                                                                  

                                                                                  жинақсыз, егер ;1p  

11.4.    
x

dx


1

                                            Жауабы:  жинақсыз. 

 

11.5.    
2

1 x

dx

                                             Жауабы:  1  (жинақты). 

 

11.6.    
px

dx


1

                                             Жауабы:  
1

1

p
 (жинақты), егер ;1p  

                                                                                  жинақсыз, егер   ;1p  

11.7.    
2

1

0 1 x

dx


                                         Жауабы:    

2


(жинақты). 

 

11.8.    
22 xa

dx







                                       Жауабы:  )0(
2

a
a


(жинақты). 



 

11.9.    
xx

dx

ln

2
1

0

                                           Жауабы:  жинақсыз 

 

11.10.    
xx

dx
2

2
1

0 ln
                                           Жауабы:  

2ln

1
(жинақты). 

 

11.11.    
942 




 xx

dx
                                    Жауабы:  

5


(жинақты). 

 

11.12.    ctgxdx
2

0



                                            Жауабы:  жинақсыз 

 

11.13.    0,
0

 


kdxe kx                                   Жауабы:  
k

1
(жинақты). 

 

11.14.    dx
x

arctgx

12
0 



                                       Жауабы:  
8

2
(жинақты). 

 

11.15.    
2

1

0 1 x

xdx


                                            Жауабы:  1(жинақты). 

 

11.16.    
12

1

0 


x

xdx
                                                  Жауабы:  1 (жинақты). 

 

2.3  Анықталған интегралда айнымалыны  алмастыру  

 

Егер   xf

 

функциясы  bxa   аралығында үзіліссіз және  x  

функциясы   өзінің   x  туындысымен   t  аралығында үзіліссіз , мұнда 

 a

   

және

  

 ,b

   

сонымен қатар    tf   функциясы  bxa   

аралығында анықталған және үзіліссіз болса, онда 

 

       . 





 dtttfdxxf
b

a
 

 

  Есеп 6. dxx 2
1

0

1  интегралын табыңыз. 

Шешуі: Айнымалыны алмастырып, сонан соң Ньютон-Лейбниц 

формуласы бойынша есептейміз:   

 











 
2

0

2
2

0

22
1

0

coscossin1

2
1

00

cossin

1





dtttdtt

tx

tx

xdxdxxx

dxx  

 

.
4

sin
4

1

4
2sin

2

1

2

1
)2cos1(

2

1 2

0

2

0















  xtdtt         

 

2.4 Бөліктеп   интегралдау формуласы 

 

Егер  және  функциялары және олардың туындылары  

кесіндісінде үзіліссіз болса,онда анықталған интеграл үшін бөліктеп 

интегралдау формуласы тура болады: 

                                                 

 
 

Есеп 7. 


0

sin dxxx интегралын табыңыз. 

Шешуі: Бөліктеп интегралдау формуласын қолданып, сонан соң Ньютон-

Лейбниц формуласы бойынша есептейміз: 

 














0

00

0

sincoscoscos

cos

;sin

;

sin xdxxxx

vx

dvxdx

dudxux

dxxx .  

 

Есеп 8. 
e

dxxx
1

ln  интегралын табыңыз. 

Шешуі: Бөліктеп интегралдау формуласын қолданамыз: 

 














e e

ee

e

eeexe
xdxe

e

x

dxx
x

x

v
x

dvxdx

du
x

dx
ux

dxxx

1 1

222

1

2222

1

2

1

2

4

1

4

1

42422

1
ln

22
ln

2

2
;

;ln

ln

 
 

Тапсырмалар. 

 xuu   xvv   ba;

 

b

a

b

a

b

a

vduuvudv



 

12. Берілген  интегралдарды  есептеу  керек 

 

12.1.    ,
1

1

0 x

dx


                       2tx                                 Жауабы:  3ln24  

                                                                                                                                      

12.2.    ,
3)2(

)2(

3
2

3
2

29

3

dx
x

x




           32 tx                            Жауабы:  

2

33
8  

                                                                                                                                    

12.3.    ,cossin 2
2

0

dxx



                tx cos                          Жауабы:  
3

1
 

 

12.4.    ,
cos230 x

dx





                  t
x

tg 
2

                           Жауабы:  
5


 

                                                                                                                                        

12.5.    ,
42

4

1 x

xdx


                          tx  42                      Жауабы:  

2

23
 

                                                                                                                                       

12.6.    ,
15

1

dx
x

x 
                           tx 1                      Жауабы:  )22(2 arctg  

                                                                                                                                       

12.7.    ,
12

3
4

4
3 


xx

dx
                     

t
x

1
                               Жауабы:  

2

3
ln  

                                                                                                                                       

 

12.8.    ,
sinsin56

cos
2

2

0 xx

xdx






              tx sin                       Жауабы:  
3

4
ln  

                                                                                                                                       

12.9.    Егер  )(xf    жұп  функция  болса, онда     

 

dxxdxxf
aa

a

)(2)(
0




 

 

теңдігін  дәлелдеу  керек 

 

12.10.    Егер  )(xf    тақ  функция  болса, онда     

 

0)( 


dxxf
a

a

 

 

 теңдігін  дәлелдеу  керек 

 



12.11.    xdxxcos
2

0



                                                                     Жауабы:  1
2



 

 

12.12.    xdx
e

ln
1

                                                                           Жауабы:  1 

 

12.13.    dxex x23
1

0

                                                                      Жауабы:  
8

32 e
 

 

12.14.    dxxe x sin
0



                                                                      Жауабы:  )1(
2

1
e  

 

12.15.    dxxe x



0

                                                                       Жауабы:  1 

 

12.16.    )0(cos
0

 


adxbxe ax                                                     Жауабы:  
22 ba

a


 

 

12.17.    )0(sin
0

 


adxbxe ax                                                     Жауабы:  
22 ba

a


 

 

2.5 Жазық фигураның ауданы 

 

Тік бұрышты координатадағы аудан. Егер үзіліссіз қисығы  тік 

бұрышты координатада  теңдеуімен берілсе,  қисығымен   
 түзулерімен  шектелген «қисық сызықты» трапециясының 

ауданы 

 

формуласымен есептеледі.  

 

Есеп 9. 24 xxy   қисығымен және абсцисса осімен шектелген фигура 

ауданын есептеу керек. 

Шешуі: Қисықтың абсцисса осін қиятын нүктелерін табамыз. Ол үшін 

04 2  xx  теңдеуін шешеміз. 4,0  xx   Ендеше  

 

  

b

a

x
xdxxxdxxfS

4

0

4

0

3
22 .

3

32

3

64
32)

3
2()4()(   

 

Есеп 10. 2

2

1
xy   қисығымен және  3,1,0  xxy  түзулерімен  

шектелген фигура ауданын есептеу керек. 

Шешуі:  

 xfy   xfy 

bxaxy      ,  ,0

 
b

a

dxxfS



  

b

a

x
dxxdxxfS

3

1

3

1

3
2 .

3

1
4

6

1

6

27

62

1
)(   

 

 

   xfy 1  және  xfy 2   қисықтарымен ( ) және   

түзулерімен шектелген жазық фигураның ауданы    

 

 
 

формуласымен есептеледі. 

 

Есеп 11. 8;3  yxy  сызықтарымен және ординат осімен шектелген 

фигура ауданын табу керек.  

Шешуі: Берілген сызықтардың қиылысу нүктесін табамыз.  

 

                                                              2
8

;3









x

y

xy

 
 

Берілген фигура сол жағынан ордината осімен шектелгендіктен, төменгі 

шек 0x  болады. Сонымен формула бойынша 

 

12416)
4

8()8())()((

2

0

2

0

4
3

12   
b

a

x
xdxxdxxfxfS .  

 

Есеп 12. y = x, y = x2, x = 1, x = 2 сызықтарымен шектелген фигураның 

ауданын табу керек (2.1 Сурет). 

 

 

 

   xfxf 12  bxax  ,

     

b

a

dxxfxfS 12

Шешуі: 

 

 

 
                  2.1 Сурет 



Параметрлік түрде берілген  мұндағы 

қисықпен шектелген жазық фигураның ауданы   

 формуласымен есептеледі. 

 

Есеп 13. 








tby

tax

sin

cos
 эллипсінің ауданын табу керек.  

Шешуі: Эллипстің симмериялығын пайдаланып, оның ширегінің ауданын 

есептеп, қортындыны төртке көбейту жеткілікті. Осында  x

 

айнымалысы 0

ден     a  ға дейін өзгереді. Олай болса

    

t

 

айнымалысы 
2


ден    0  ға 

дейін өзгереді. 

  

 

 

   

.
2

2sin
2)2cos1(2

sin4)sin(sin4
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0

2
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2
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
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





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



 

 

Есеп 14. ОХ өсімен шекталген )20(
)cos1(

)sin(









t

tay

ttax
 циклоидасының 

ауданын табу керек.  

Шешуі: x

 

айнымалысы 0 ден    a2  ға дейін өзгереді. Олай болса

    

t

 айнымалысы 0 ден    2  ға дейін өзгереді. 

  

 

     

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2
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)1()cos1()1( dtstcoadttastcoadtttS

b

a

.coscos2
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






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

tdttdtdta

 

мұнда 
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 
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2
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1
cos,0cos,2 dtttdttdtdt

 

Сонымен                 

  

.3)2( 22 aaS  

  

Полярлық координатадағы аудан. Егер үзіліссіз қисығы  тік бұрышты 

координатада  fr   теңдеуімен берілсе,  fr   қисығымен (доғасымен)   
  21 ,

 

полярлық  сәулелермен шектелген   «қисық сызықты» 

сектордың ауданы   

   ,  , tytx  

    ,,, bat  

    





 dtttS



 

 
формуласымен есептеледі.  

 

Есеп 15. )cos1(  ar  кардиоида қисығымен шектелген ауданды табу 

керек.  

Шешуі: Қисықтың симметриялылығын ескеріп, берілген ауданның 

жартысын есептеп, шыққан нәтижені екі есе еселейміз: 
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Есеп 16. 2сosar   лемниската қисығымен шектелген ауданды табу 

керек.  

Шешуі: Қисықтың симметриялылығын ескеріп, берілген ауданның 

ширегін есептеп, шыққан нәтижені төрт есе еселейміз: 

 

   
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2.6 Қисық доғасының ұзындығы 

 

 

 Тік бұрышты координатадағы доғаның ұзындығы.  Жазықтықта 

 теңдеуімен өрнектелген АВ доғасының ұзындығы, мұндағы ,   

 

 

 

формуласымен есептеледі. 

 

Есеп 17 . 222 Ryx   теңдеуімен берілген шеңбердің ұзындығын табу 

керек. 

 Шешуі: Шеңбердің симметриялылығын ескеріп, берілген ауданның 

ширегін есептеп, шыққан нәтижені төрт есе еселейміз.  
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Есеп 18.  0x ден  1x ге дейінгі аралықтағы  )0(23  yyx  теңдеуімен 

берілген қисықтың   доғасының ұзындығын табу керек. 
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Есеп 19. 3

2

3

2

3

2

ayx   астроидасының ұзындығын табу керек.  

 

Шешуі: Астроиданың теңдеуін дифференциалдаймыз: 

.

3

1

3

1

x

y
y   

Қисықтың симметриялылығын ескеріп, берілген ұзындықтың ширегін 

есептеп,  шыққан нәтижені төрт еселейміз: 
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Параметрлік түрде берілген  мұндағы 

қисықпен шектелген доғасының ұзындығы  
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формуласымен есептеледі. 

 

Есеп 20. )20(
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 циклоиданың бір аркасының 

ұзындығын табу керек.  
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Есеп 21 . )
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
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 теңдеуімен берілген қисықтың   доғасының 

ұзындығын табу керек. 

Шешуі:               ttyttx cossin5;cossin5 44  . 
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Полярлық координатадағы доғаның ұзындығы.   АВ қисығы  

теңдеуімен берілсе, мұндағы  онда АВ доғасының ұзындығы   

 

 

 

формуласымен есептеледі. 

 

Есеп 22. )30(
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sin 3 










 ar  теңдеуімен берілген қисықтың   

доғасының ұзындығын табу керек. 
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Есеп 23. )20()cos1(   ar  теңдеуімен берілген қисықтың   

доғасының ұзындығын табу керек. 

Шешуі:  Қисықтың симметриялылығын ескеріп, берілген ұзындықтың  

жартысын есептеп,  шыққан нәтижені екі еселейміз. 
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Сондықтан,  

 

     

.8
2

sin8
2

cos4222

sin)1(2

000

0

222222

aadadсosa

daсosadrrL






















 

 

2.7 Дененің көлемі. 

 

Қимасының ауданы бойынша дененің көлемі. Егер дененің  )(xSS

OX өсіне перпендикуляр болатын параллель қимасының ауданы болса, онда 

дененің клемі 
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  формуласымен есептеледі, мұндағы .bxa         

 

Есеп 24. 1
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эллипсоидының көлемін табу керек. 

Шешуі:  Эллипсоидтың     OYZ  параллель  жүргізілген қималар  эллипс 
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Эллипстің жарты өстері 
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Эллипстің ауданы  11)( cbxS  ге тең (418 есепті қараңыз). Осыдан 
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Енді эллипсоидының көлемін табамыз 
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Айналу денесінің көлемі. )(xfy   қисығы және bxaxy  ,,0  

түзулерімен  шектелген қисық сызықты трапециясын OX өсімен және OY

өсімен айналдырғанда пайда болған денелердің көлемі сәйкес 
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  формулаларымен есептеледі, мұндағы .bxa         

 

Есеп 25. )0(sin  xxy     синусоидасы және     OX  өсімен шектелген 

фигураны  а)   OX  өсі  бойынша,  б)   OY   өсі  бойынша  айналдырғанда     пайда 

болған денелердің көлемін табу керек.                                                      

Шешуі:    

 
22

2sin

22

2cos1
sin

2

000

22 















 

x
xdx

x
xdxdxxyV

b

a

x

 

    2

0

0

2sincos2sin22 




  xxxxdxxdxxxyV

b

a

y

 
2.8 Айналу денесінің бетінің ауданы 

 

)()( bxaxfy   қисығының доғасын  OX өсімен айналдырғанда 

пайда болған дененің бетінің ауданы  
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 формулаларымен есептеледі.      

  

Есеп 26.  22 39 xxy     қисығының  OX  өсі  бойынша  айналдырғанда     

пайда болған денелердің бетінің ауданын табу керек.                                                      
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 қисығының  OX  өсі  бойынша  

айналдырғанда     пайда болған денелердің бетінің ауданын табу керек.                                                      
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2.9 Анықталған интегралдың механикада қолдануы 

 

Ауырлық орталығы. )()( bxaxfy        теңдеуімен берілген  
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  формулаларымен есептеледі.      

  
)(xfy   қисығы және bxaxy  ,,0  түзулерімен  шектелген «қисық 

сызықты» трапециясының ауырлық  орталығының координаталары    
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формулаларымен есептеледі.     

 



Есеп 28. 0,222  yayx    жарты шеңберінің ауырлық  орталығының 

координаталарын   табу керек.                                                      
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,0cx   себебі жарты шеңбер  OY  өсіне қарағанда симметриялы.
  

Есеп 29. axy     параболасы және ax  түзyімен шектелген фигураның 

ауырлық  орталығының координаталарын   табу керек.                                                      
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Инерция моменті. )()( bxaxfy   теңдеуімен берілген )(,( afaA   

мен )(,( bfbB
 
нүктелерін қосатын AB  доғасының  OX өсі және OY өсіне 

қарағанда инерция моменті       
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  формулаларымен есептеледі.     

 

)(xfy   қисығы және bxaxy  ,,0  түзулерімен  шектелген «қисық 

сызықты» трапециясының  OX өсі және OY өсіне қарағанда инерция моменті       
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  формулаларымен есептеледі  
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қарағандағы   инерция  моментін    табу  керек.                                                      

 

Шешуі:                   ttayttax cossin3,cossin3 22   

         dtttadtttdxxf cossin31
222

   

   .
8

3
sin

8

3
cossin3sin21

3
2

0

83
2

0

6222 a
tatdttatadxxfyI

b

a

x  




 

Осылай         .
8

3 3a
I y        

 
Есеп 31.    0,22  yxay  сызықтарымен  шектелген  фигураның  OX  

өсінің  қарағандағы   инерция  моментін    табу  керек 

Шешуі:       

          

    

b

a

b

a

x dxxadxxfI
3223

3

1

3

1

  .
105

32

7

1

5

3

3

1
33

3

1 7
742346642246 a

xxaxaxadxxxaxaa

a

a

b

a














 

 

Тапсырмалар. 

13. 

Берілген  сызықтармен  шектелген  фигуранын  ауданын  табу  керек.

 

 

13.1.    xyxy 3,92                                                        Жауабы:  
2

1
 

 

13.2.    axaxyaxy 2,,0,2                                      Жауабы:  2ln2a  

 

13.3.    0,2  yxy                                                           Жауабы:  
3

32
 

 

13.4.    22 2,2 xpypxy                                                  Жауабы:  
3

4 2p
 

 



13.5.    xyxyxy  ,2,3                                              Жауабы:  
2

3
 

 

13.6.    8,1,3  xyxy                                                  Жауабы:  
4

1
4  

 

13.7.    
3

,0,


 xytgxy                                               Жауабы:  2ln  

 

13.8.    0,2  yxaxy                                                    Жауабы:  
6

3a
 

 

13.9.    0,
22

2




 y
ax

a
y                                                    Жауабы:  2a  

 

13.10.    0,2 2  xyxxy                                                 Жауабы:  
2

1
4  

 

13.11.    2
2

3

2
4,

3
xy

x
y                                                  Жауабы:  

3

2
10  

 

13.12.  










tby

tax

3

3

sin

cos
                                                             Жауабы:  ab

8

3
 

 

13.13..  








)2sinsin2(

)2coscos2(

tay

ttax
                                                Жауабы:  26 a  

 

13.14.    cosar                                                                  Жауабы:  
4

2a
 

13.15.    2cosar                                                                 Жауабы:  
4

2a
 

13.16.    3cosar                                                                 Жауабы:  
4


 

13.17.    4cosar                                                                 Жауабы:  
4


 

 

14. Берілген  қисықтың  доғасының  ұзындығын  табу  керек. 

 

 14.1.    10
2

2

 x
x

y                                            Жауабы:  
2

)21ln(2 
 

 

 14.2.    32 xy     )0;0(  нүктесінен   )8;4(  нүктесіне дейін          

                                                                           Жауабы:  )11010(
27

8
  



 

14.3.    102  xxy                                      Жауабы:  )21ln(2   

 

14.4.    83ln  xxy                                        Жауабы:  
2

3
ln

2

1
1  

 

14.5.  30

2

3
2

3













t

ty

t
t

x
                              Жауабы:  12   

 

14.6.   










tay

tax

3

3

sin

cos
 ,                                            Жауабы:  a6  

 

14.7.   
2

0
cos8sin6

cos6sin8 









t

tty

ttx
 ,                          Жауабы:  5  

 

 

14.8.    ar          (Архимед спиралі)         полюстен бірінші айналымға дейін                                       

                                                                   Жауабы:  ).412ln(
2

41 22  
a

a  

 

14.9.    )
2

0(
3

sin 3 












 ar                               Жауабы:  ).332(

8

1
  

 

14.10.    
aer               полюстен    ),( r  нүктесіне дейін.                                        

                                                                                       Жауабы:  .
1 2

ae
a

a
 

 

15. Берілген  сызықтармен  шектелген  фигураны  OX немесе OY өсімен  

айналдырғанда  пайда  болған  дененің  көлемін  табу керек. 

 

15.1.     )0(2  axaxy    

            а)   OX  өсі  бойынша                                 Жауабы:  а)   
30

5a
Vx


  

           б)   OY     өсі  бойынша                                                б)   


6

4a
Vy       

15.2.    1
2

2

2

2


b

y

a

x
   

               OX     өсі  бойынша                                 Жауабы:  2

3

4
ab  

15.3.    
a

bx
y     



               OY     өсі  бойынша                                Жауабы:  ba 2

3

1
  

15.4.    
8

,
2

32 x
y

x
y     

               OX     өсі  бойынша                                Жауабы:  
35

4
 

 

15.5.    axpxy  ,22    

               OY     өсі  бойынша                                 Жауабы:  2pa  

 

15.6.      3,0,32  xyxy    

               а)   OX  өсі  бойынша                              Жауабы:  а)   
4


xV  

           б)   OY     өсі  бойынша                                                б)   
7

4
yV      

15.7.    0,0,  xyey x    

               а)   OX  өсі  бойынша                            Жауабы:  а)   
2


xV  

           б)   OY     өсі  бойынша                                                б)   2yV      

 

15.8. )20(
)cos1(

)sin(









t

tay

ttax
    

            а)   OX  өсі  бойынша                                  Жауабы:  а)   325 aVx   

           б)   OY     өсі  бойынша                                                 б)   326 aVy       

 

15.9.    










)sin

)

3

3

tay

tсosax
   

               а)   OX  өсі  бойынша                               Жауабы:  а)   
105

32 3a
Vx


  

               б)   OY     өсі  бойынша                                            б)   
105

32 3a
Vy


   

15.10.    )cos1(  ar                                                                                       

                 полярлық  өсі  бойынша                       Жауабы:  3

3

8
a  

15.11.    2cosr                          

         полярлық  өсі  бойынша                         Жауабы:  3

21

4
a

 
 

16. Берілген  қисықтың  доғасын  OX  өсімен  айналдырғанда  пайда  болған  

беттің   ауданын    табу керек. 

 

16.1.    202  xxy                                            Жауабы:  58  



16.2.     xxy 0sin                                         Жауабы:  )21ln(2(2   

16.3.    30)3(
3

1
 xxy                                      Жауабы:  3  

16.4.    axaxy 3042                                          Жауабы:  
3

56 2a
 

 

16.5.    








)2sinsin2(

)2coscos2(

ttay

ttax
                                 Жауабы:  

5

128 2a
 

 

16.6.    










tay

tax

3

3

sin

cos
                                               Жауабы:  

5

12 2a
 

16.7.    )0,0(1
2

2

2

2

 yx
b

y

a

x
  эллипстің  ширегінің  ауырлық  орталығын   

табу  керек.                                                  Жауабы:  
 3

4
;

3

4 b
y

a
x cc   

 

16.8.    0,164 2  yxy   сызықтарымен  шектелген  фигураның  ауырлық   

орталығын  табу  керек. 

                                                                      Жауабы:  6.1;0  cc yx  

16.9.    )0(0,sin  xyxy     шектелген  фигураның ауырлық   орталығын  

табу  керек 

                                                                     Жауабы:  
8

;
2

  cc yx  

16.10.    yxxy 20,20 22    параболаларымен  шектелген  фигураның  

ауырлық   орталығын  табу  керек 

                                                                   Жауабы:  9;9  cc yx  

16.11.   )20(
)cos1(

)sin(









t

tay

ttax
   циклоида  доғасының  ауырлық   

орталығын  табу  керек.                                    Жауабы:  
 3

4
;

3

4 b
y

a
x cc   

 

16.12.    )20(
)cos1(

)sin(









t

tay

ttax
  циклоида және  OX  өсімен  шектелген  

фигураның  ауырлық   орталығын  табу  керек. 

                                                                                     Жауабы:  
6

5
;

a
yax cc   

16.13.    










tay

tax

3

3

sin

cos
  астроида доғасының )

2
0(


 t  ауырлық   орталығын  

табу  керек.                                                           Жауабы:  
5

2
,

a
yx cc   

 

16.14.    0,22  yxay  сызықтарымен  шектелген  фигураның  OY  өсінің  

қарағандағы   инерция  моментін    табу  керек 



                                                                                Жауабы:  
15

4 5a
I y   

16.15.    222 ayx     а) шеңберінің ,  б) дөңгелектің    ,OX  OY  өстеріне  

қарағандағы   инерция  моментін    табу  керек. 

                                                                               Жауабы:  а) 
3aII xx     

                                                                                                б) 
4

4

1
aII xx   

16.16..    1
2

2

2

2


b

y

a

x
  эллипстің    ауданының ,OX  OY  өстеріне  қарағандағы   

инерция  моментін    табу  керек 

                                                                             Жауабы:  ,
4

1 3abI x  .
4

1 3baI x   

 

 

3 Көп айнымалыға байланысты функция 

 

3.1 Көп айнымалыға байланысты функцияның анықталу облысы 

 

Көп айнымалды функцияның анықтамасы. Егер D облысында бір-

бірінен тәуелсіз х,у айнымалыларының мәндер жұбына z айнымалының 

анықталған бір мәні сәйкес келсе, онда z айнымалы х және у айнымалыларына 

тәуелді екі айнымалыды функция деп аталады және оны 

 
)y ,(xfz   

деп белгілейді.  

  Егер бір-бірінен тәуелсіз  (х1,х2,...,хn)  айнымалдыларының әрбір мәніне 

u айнымалысының анықталған бір мәні сәйкес келсе, онда u айнымалысы  х1, 

х2, ... , хn айнымалыларына байланысты көп айнымалды функция деп аталады 

және 
),...,,(          ),,...,,( 2121 nn xxxfuxxxuu   

символдарымен белгіленеді. 

 

Есеп 1. 
xy

yx
xf

2
)y ,(

22 
  функциясы берілген. )4,3( f  және ),1(

x

y
f  мәндерін табу 

керек.  

Шешуі. ,
24

25

)4(32

)4(3
)4,3(

22





f    .

2
12

1

),1(
22

2

xy

yx

x

y

x

y

x

y
f
















  

 

Функцияның анықталу облысы. )y ,(xfz   функциясы анықталатын х 

және у қос мәндерінің ( yx  , ) жиынын осы функцияның анықталу облысы 

(аймағы) деп атайды.  



 )y ,(xfz   функциясының анықталу облысы Оху  жазықтығындағы 

нүктелер жиыны болады. Дербес жағдайда, бүкіл Оху  жазықтығы не Оху  

жазықтығының тұйық сызықтармен шектелген бөлігі немесе осы 

жазықтықтың бірнеше бөліктерінің жиынтығы болады.  

Есеп 2. 
22 yxz   функциясының анықталу облысын табу керек. 

Шешуі. Берілген функция х пен у-тің кез келген мәнінде анықталған, яғни 

анықталу облысы бүкіл Оху  жазықтығы болып табылады.   

 

Есеп 3. )у-2ln( xz   функциясының анықталу облысын табу керек. 

Шешуі. Логарифмдік функция ух 2 > 0, яғни у < х2  болғанда ғана 

анықталады. Осыдан функцияның анықталу облысы 02  ух  түзуінен төмен 

орналасқан Оху  жазықтығының бөлігі болып табылады.  

 

Есеп 4. 222 аухz   функциясының анықталу облысын табу керек. 

Шешуі. Функция нақты мәндерін 0222  аух  немесе 222 аух   

болғанда ғана қабылдайды, яғни функцияның анықталу облысы центрі 

координаттар жүйесінің бас нүктесі, ал радиусы а-ға тең болатын дөңгелектен 

тыс орналасқан Оху  жазықтығының бөлігі.  

 

Есеп 5. )arcsin( xyz   функциясының анықталу облысын табу керек. 

Шешуі. Берілген функция 11  ху  теңсіздігі орындалғанда ғана 

анықталады. Осыдан функцияның анықталу облысы 1 ху  және 1 ху  

түзулерінің арасында орналасқан Оху  жазықтығының бөлігі болады.  

 

Деңгейлік сызық және деңгейлік бет. Екі айнымалыға байланысты 

)y ,(xfz   функциясының деңгейлік сызығы деп  Оху  жазықтығында Cxf )y ,(  

теңдеуімен берілген сызықты айтады. 

 Үш айнымалды )zy, ,(xfu   функциясының деңгейлік беті деп  Cxf )zy, ,(  

теңдеуімен берілген бетті айтады. 

 

Есеп 6. 
2x

y
z   функциясының деңгейлік сызығын табу керек. 

 Шешуі. Деңгейлік сызықтың теңдеуі С
x

y


2
 немесе 2Cxy   теңдеуімен 

анықталады. ...,2,1,0 С  сандық мәндерін беру арқылы параболалар 

жиынтығын алуға болады. 

 

3.2 Көп айнымалды функцияның үзіліссіздігі 

 

Функцияның шегі.  Егер кезкелген 0  саны үшін 0 саны табылып,  

 

    
22

byax   



теңсіздігі орындалғанда, 
    Ayxf ;  

 

теңсіздігі орындалса, онда )y ,(xfz   функциясының )y ,(xM  нүктесінің 

)b ,(0 aM нүктесіне ұмтылғандағы шегі деп А  санын айтады және оны былай 

жазады  
 

  .;lim Ayxf

by
ax






 

 

 Егер  )y ,(xfz   функциясы D облысының кезкелген нүктесінде үзіліссіз 

болса, онда оны D облысында үзіліссіз деп атайды. 

 

Есеп 7. 
yx

xy
z






2

2
 функциясының үзіліс нүктелерін табу керек. 

Шешуі. Егер бөлімі нөлге тең болса, онда функцияның мәні 

анықталмайды.  Бұл жағдайда,  02  yx  немесе 2xy  - параболаның теңдеуі. 

Осыдан, берілген функция 2xy   параболасында  жатқан нүктелерінде 

үзілісті, яғни үзіліс сызығы  2xy   параболасы. 

Теорема.   1M :),( Ryxf   М жиынында анықталған және 

byxfyxf
yy

yy
xx



















),(  ),,( limlimlim
00

0

0 xx

 бар болса, онда byxf
xxyy

















),(limlim
00

 

Есеп 8. 













0             ,0

0  ,
),(

22

22

22

yx

yx
yx

xy

yxf  функция  0,0 нүктесінде үзіледі ме? 

Шешуі: 
2

1

20

0
2

2

0
22

0
0

limlim 
 


 x

x
xy

yx

xy

x
y
x

, ал 0
22limlim

00















 yx

xy

yyxx

. Екеуі     

тең емес, онда ),( yxf функциясы  0,0  нүктесінде үзілісті.  

 

3.3 Көп айнымалды функцияның туындылары мен дифференциалдары 

 

Көп айнымалды функцияның дербес, толық өсімшелері және дербес 

туындылары. )y ,(xfz   функциясымен анықталған бетті қарастырайық. Оны 

consty   жазықтығымен қияйық. Бұл жазықтықта у -тұрақты, х айнымалысына 

x  өсімшесін берейік. Сонда х айнымалысы бойынша z функциясының zx  

дербес өсімшесі  
),(),( yxfyxxfzx   

формуласымен анықталады. 

 Сол сияқты, егер )y ,(xfz   функциясы үшін х – тұрақты болып, ал у 

айнымалысы бойынша у  өсімшесін алса, онда у айнымалысы бойынша 

дербес өсімшесі 



),(),( yxfyуxfzу   

формуласымен анықталады. 

 Егер х және у айнымалылары бойынша x  және у  өсімшілерін 

қабылдаса, онда z функциясының толық өсімшесі 
),(),( yxfуyхxfz   

формуласымен анықталады. 

 ),( yxfz   функциясының х айнымалысы бойынша дербес туындысы деп 

                                                  ),(lim '

0
yxf

x

z

x

z
x

x

x












                                            

шегін айтады.  

 ),( yxfz   функциясының у айнымалысы бойынша дербес туындысы деп 

                                                 ),(lim '

0
yxf

у

z

у

z
у

у

у












     

шегін айтады.  

Дербес туындыны есептеу ережесі: ),( yxfz   функциясының х 

айнымалысы бойынша дербес туындысын есептеу үшін   z  функциясының у – 

тұрақты деп алғандағы х бойынша туындысын есептеу керек, және, керісінше, 

у бойынша дербес туындысын есептеу үшін   z  функциясының х – тұрақты 

деп алғандағы у бойынша туындысын есептейді. 

 Есеп 9. 65432 22  yxyxyxz  функциясының х және у 

айнымалылары бойынша дербес өсімшілерін және толық өсімшесін табу 

керек. 

 Шешуі. 

          ]65)(43)(2)[(),(),( 22 yxxyyxxxxyxfyxxfzx  

 xxyxxxyxyxyx 42)()65432( 2222  

xxyxxxyxxx  )422(42)(2 2 ; 

 

  6)(54)(3)(2),(),( 22 yyxyyyyxxyxfyyxfz
y

 yyyyyxyxyxyx 53)(32)65432( 2222

 xxyxyyyyyx  )3562(5)(362 2 ; 

 

 )(4)(3)()(2)[(),(),( 22 xxyyyyxxxxyxfyyxxfz

 yxxyyxxxxyxyxyxyy 222)(2)65432(]6)(5 222

.)(32)()562()422(54)(36 222 yyxxyyxxyxyxyyy    

 

Есеп 10. 46532 22  yxxyyxz  функцияның дербес туындысын 

табу керек. 

 Шешуі: у-ті тұрақты деп алып,   532 



yx

x

z
 табамыз. 

Осы сияқты, х-ті тұрақты деп алып,  634 



ху

у

z
  табамыз.   



Есеп 11. 
2

2 )arcsin(
y

x
xyz    функциясының дербес туындыларын табу 

керек. 

 Шешуі: ,
1

1

1

)(1

1
242

2

2

2

22 yyx

y

y
y

xyx

z











 

  .
2

1

22
2

)(1

1
342322 y

x

yx

xy

y

x
xy

xyx

z











    

 

Есеп 12. Үш айнымалды 
222 zyxeu   функциясының дербес туындыларын 

табу керек. 

Шешуі: ,2
222 zyxex

x

u 



 ,2

222 zyxey
y

u 




 .2
222 zyxez

z

u 



 

Эйлер теоремасы. Егер кезкелген  саны үшін  

   yxfyxf n ;;    

орындалса, онда   yxf ;  функциясын n -өлшемді біртекті функция деп айтады. 

 Егер бүтін рационал функцияның әрбір мүшесі бірдей өлшемді болса, онда 

ол біртекті болады. 

 Дифференциалданатын  yxf ;  функциясы n -өлшемді біртекті функция 

болса, онда  
     yxnfyxfyyxfx yx ;;;   

теңдігі орындалады (Эйлер теоремасы). 

 

3.4 Көп айнымалды функцияның толық дифференциалы 

),( yxfz   функциясының толық өсімшесі z -ті дербес 
y

z

x

z








 ,  туындылары 

арқылы  

yxy
y

z
x

x

z
z 









 21   

түрінде жазуға болады, мұндағы алдыңғы екі қосынды өсімшенің негізгі бөлігі, 

ал кейінгі екі қосынды қосалқы бөлігі деп аталады. х  және у  шамаларымен 

салыстырғанда қосалқы бөлігі жоғары ретті шексіз аз шама болғандықтан 

0)()( 22  yxr  ұмтылғанда 021  yx  . 

 Толық өсімшенің негізгі бөлігі функцияның толық дифференциалы деп 

аталып, 

                                                        dy
у

z
dx

x

z
dz









                                            

деп белгіленеді. Мұндағы ydyxdx   , . 



 Егер ),...,,,( tzyxfu   көп айнымалылы функциясы берілсе, онда оның 

толық дифференциалы 

                                           dt
t

u
dz

z

u
dy

y

u
dx

x

u
du



















 ...                                 

 

формуласымен анықталады. 
22 )()( yxr  -ң аз мәнінде дифференцианалданатын ),( yxfz   

функциясы үшін төмендегі жуықтап есептеу формуласы қолданылады.  

dzz  , осыдан,   .),(),( dzyxfyyxxf                           

 

 Есеп 13. yxyxz sin22   функциясының толық дифференциалын табу 

керек.  

 Шешуі. Дербес туындыларын табайық:  .cos2   ,2 2 yxy
y

z
yx

x

z










  

 Осыдан  .)cos2()2( 2 dyyxydxyxdy
y

u
dx

x

u
du 









   

 

Есеп 14. )ln( 222 zyxu   функциясының толық дифференциалын табу 

керек. 

 Шешуі. .
2

  ;
2

  ;
2

222222222 zyx

z

z

u

zyx

y

y

u

zyx

x

x

u





















 

 Осыдан  .
222
222 zyx

zdzydyxdx
dz

z

u
dy

y

u
dx

x

u
du



















   

  

Есеп 15. 
22 98,203,4   санының жуық мәнін табу керек. 

 Шешуі. 22 yxz   функциясын қарастырайық.  

 03,4 xx  , осыдан ;03,0  ,4  xx  

 98,2 yy ,  осыдан ;02,0  ,3  yy  

 ,
5

3
    ,

5

4
    ,534

2222

22 














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yx

y

y

z

yx

x

x

z
z  

 .012,5)02,0(
5

3
03,0

5

4
598,203,4 22 









 y

y

z
x

x

z
z   

 

3.5 Күрделі функцияны дифференциалдау 

 

Дифференциалданатын ),( vuFz   функциясы берілсін, мұнда 

),( ),,( yxvvyxuu  .  Z функциясының дербес туындылары 

y

v

v

z

y

u

u

z

y

z

x

v

v

z

x

u

u

z

x

z












































     ;  

формулаларымен есептеледі. 



Дифференциалданатын ),( yxfz   функциясы берілсін, мұнда 

)( ),( tyytxx  . Бұл күрделі ))( ),(( tytxfz   функциясының t бойынша 

туындысы  

dt

dy

y

z

dt

dx

x

z

dt

dz









  

формуласымен есептеледі.  

 Дифференциалданатын ),( yxfz   функциясы берілсін, мұнда )(xyy  . Бұл 

))(,( xyxfz   функциясының  х бойынша туындысы 

dx

dy

y

z

x

z

dx

dz









  

формуласымен есептеледі. 

 

Есеп 16. )cos( 2 vuz   функциясының, мұндағы 
22 , yxveu xy  . 

Дербес туындыларын табу керек. 

Шешуі. 
















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

 '2'2
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)sin(2)sin( xx v

v
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















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

 '2'2
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)sin(2)sin( yy v
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).sin(2 2 vu
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y
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
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
  

 

Есеп 17. yxz  2
 функциясы берілген, мұндағы      

dt

dz
ttytgtx      .53   , 2   туындысын табу керек. 

 Шешуі. .
532

32

cos

sin2

2

32

cos

1
2

232



























tt

t
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x
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dz  

 

Есеп 18. )sin( 23 xyxz   функциясы берілген, мұндағы 12  xy .   

dx

dz
 туындысын табу керек. 

 Шешуі. 
1

  ),cos(2  ),cos(3
2

2222













x

x

dx

dy
xyxy

y

z
xyyx

x

z  

Осыдан   
1

)cos(2
)cos(3

2

22
222














x

xyyx
xyyx

dx

dy

y

z

x

z

dx

dz
.   

 

3.6 Айқын емес функциялардың туындысы. 

 

0) ,( yxF  теңдеуі түрінде берілген айқын емес )(xyy   функциясының 

туындысы 



),(

),(
'

'

'

уxF

уxF
y

y

x  

формуласымен анықталады, мұндағы ) ,( yxF  функциясы х және у 

айнымалылары бойынша дифференциалданатын, әрі 0




y

F
 функция. 

0) , ,( zyxF  теңдеуі түрінде берілген айқын емес ) ,( yxzz   функциясының 

х және  у айнымалылары бойынша дербес туындылары 

 

) , ,(

) , ,(

) , ,(

) , ,(
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'

zyxF

zyxF

zyxF

zyxF

x

z

z

y

z

x 



 

 

формулаларымен анықталады, мұндағы ) , ,( zyxF  функциясы х, у және z 

айнымалылары бойынша дифференциалданатын, әрі 0




z

F
 функция. 

 

 Есеп 19. 065432 22  yxyxyx  функциясы берілген.  

dx

dy
 туындысын табу керек. 

 Шешуі.     ,65432) ,( 22  yxyxyxyxF  

,562  ,422 








yx

y

F
yx

x

F
 

 Осыдан  

.
562

422






yx

yx

dx

dy
      

 Есеп 20. 03333  xyzzyx  функциясы берілген. 
y

z
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3.8 Көп айнымалды функциялардың жоғары ретті дербес туындылары 

мен дифференциалдары. 
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3.9 Көп айнымалды функция үшін Тейлор формуласы 
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3.10 Екі айнымалды функцияның экстремумы 
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нүктесі болсын. 

,

) ,(      ), ,(      ), ,(

2

00

"

00

"

00

"

BAC

yxfCyxfByxfA yyxyxx




 

 

деп белгілейік. Егер стационарлық ) ,( 000 yxM  нүктесінде: 

 а) 0  және 0A  болса, онда М0   - минимум нүктесі,  

0  және 0A  болса, онда М0  - максимум нүктесі; 

 б) 0  болса, онда М0 нүктесінде экстремум болмайды; 

 в) 0  болса, онда М0 нүктесінде экстремум болуы да, болмауы да 

мүмкін. 

  

Есеп 25. yxyxyxz 7532 22   функциясын экстремумге зерттеу керек.  

Шешуі. Бірінші ретті дербес туындылары 

 



76  ,54 

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
yx
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z
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болады, осыдан 
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yx

yx
 

 

теңдеулер жүйесінің шешімі )1,1(  ,1  ,1  Myx  нүктесіндегі екінші ретті 

дербес туындылары 

6  ,1  ,4
2

22

2

2

















y

z
C

yx

z
B

x

z
A  

болады. Сонымен  

.0  ,023)1(64 22  ABAC  

 

Яғни )1- ,1(M  нүктесінде берілген функция минимум мәнін қабылдайды 

және ол  

6)(min  Mzz  болады.   

 

 

Есеп 26. axyyxz 323   функциясын экстремумге зерттеу керек ).0( a  

Шешуі.  






















033

033

2

2

axy
y

z

ayx
x

z

 

теңдеулер жүйесінің шешімі:  ауах  11   ,  және .0  ,0 22  ух  

Екінші ретті дербес туындысын табайық: .6  ,3  ,6
2

22

2

2

y
y

z
a

yx

z
x

x

z















 

) ,(1 aaM  нүктесінде   

.0  ,027936     ,6  ,3  ,6 2222  AaaaBACaCaBaA  

Яғни ) ,(1 aaM  нүктесінде берілген функция минимум мәнін қабылдайды 

және ол 3

min az   тең болады. )0 ,0(2M  нүктесінде  

.09  ,0  ,3  ,0 22  aBACCaBA  

Яғни )0 ,0(2M  нүктесінде экстремум жоқ.    

 

Шартты экстремум. Функцияның ең үлкен және ең кіші мәндері. 

),( yxfz   функциясының шартты экстремумы деп осы функцияның, х және 

у айнымалыларының 0) ,( yx  теңдеуімен байланысты болған жағдайдағы 

экстремум мәнін айтады. Мұндағы 0) ,( yx  теңдеуі байланыс теңдеуі деп 

аталады. 

 Шартты экстремумды табу үшін Лагранж функциясы деп аталатын 

) ,() ,() ,( yxyxfyxu    функциясының экстремумын табу жеткілікті, 

мұндағы  - анықталмаған тұрақты көбейткіш. 



 Лагранж функциясының экстремумының бар болуының қажетті шарты: 
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Осы үш теңдеуден тұратын жүйеден yx  ,  және   мәндерін табуға болады. 

D тұйық облысында ),( yxfz   функцияның ең үлкен М және ең кіші m 

мәндерін табу үшін: 

 а) D облысының ішінде жатқан барлық станционарлық нүктелерді тауып, 

осы нүктелердегі функцияның мәндерін есептеу керек (бұл нүктелерде 

экстремум мәндерінің болуы не болмауын тексерудің қажеті жоқ); 

 б) D облысының шекарасында функцияның ең үлкен және ең кіші 

мәндерін табу керек; 

 в) барлық табылған мәндердің ең кішісін (бұл ең кіші мән) және ең 

үлкенін (бұл ең үлкен мән) таңдап аламыз. 

 

Есеп. 22 уxz   функциясының байланыс теңдеуі 062  ух  берілген 

жағдайдағы шартты экстремумын табу керек. 

 Шешуі. Лагранж функциясын қарастырайық: 
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жүйесінен 2 ,4 ,4  yx  мәндері табылады. Осыдан )2 ,4(M  нүктесінде  
22 уxz   функциясы шартты максимум мәнін қабылдайды және ол 12max z  

болады.  

 

Есеп 27. 107423 22  yxyxyxz   функциясының 0    ,0  xу  

және 

1243  yx  сызықтарымен шектелген тұйық D облысындағы 

(аймағындағы) ең үлкен және ең кіші мәндерін табу керек. 

 Шешуі. Стационар (тұрақты) М  нүктесін табайық. 
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Осы жүйеден )2 ,1( ,2 ,1 Pyx   нүктесі D облысының ішінде жатыр (1.1 

Сурет). .1)2 ,1()(  zPz   

 
1.1 Сурет 

 

 Енді берілген функцияны D облысының шекарасында зерттейік. Облыс 

шекарасы ОА, АВ және ОВ кесінділерінен тұрады: 

 а) ОА бөлігінде ,40 ,0  xy  осыдан ,046 ,1043 '2  xzxxz x   

;
3

2
8)(  ),0 ,

3

2
(  ],4 ,0[

3

2
 NzNx  

ОА кесіндісінің шеткі нүктелерінде ;42)0 ,4()(  ,10)0 ,0()0(  zAzzz  

 б) ОВ бөлігінде ,30 ,0  yx  осыдан  

,74  ,1072 '2  yzyyz y         ;
8

7
4)(  ),

4

7
 ,0(  ],3 ,0[

4

7
 CzCy  

 

ОВ кесіндісінің шеткі нүктелерінде ;7)3 ,0()(  ,10)0(  zBzz  

АВ бөлігінде 4,х0  ),4(
4

3
 хy  

10)4(
4

21
4)4(

8

9
)4(

4

3
3 22  xxxxxxz  немесе 

;
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АВ кесіндісінің шеткі нүктелеріндегі мәндері белгілі. 

Табылған )(  ),(  ),0(  ),(  ),(  ),(  ),( BzAzzCzKzNzPz мәндерін салыстыра отырып, 

z функциясының D облысындағы ең үлкен мәні ,42)(  AzM  ал ең кіші мәні 

1)(  Pzm  болатындығын анықтаймыз.   

 



Тапсырмалар. 

1. Берілген функциялардың анықталу облыстарын табу керек 

1.1. ;222 yxaz          

Жауабы:  222 ayx  центрі ),0 ,0(O  ал радиусы а болатын шеңберімен 

шектелген Oxy  жазықтығының бөлігі.  

1.2.  ;arccos
2y

x
z              

 Жауабы: xy 2  және xy 2  параболаларының арасында орналасқан, 

)0 ,0(O  нүктесі тиісті емес Oxy  жазықтығының бөлігі. 

 

1.3. ;52 yxz               

 Жауабы:  Бүкіл Oxy  жазықтығы.   

 

1.4.  );ln( yxz              

 Жауабы: xy   түзуінен жоғары орналасқан Oxy  жазықтығының бөлігі. 

 1.5. ;2xyz                    

       Жауабы:  2xy   параболасынан жоғары орналасқан Oxy  

жазықтығының бөлігі.   

1.6. ).ln(xyz                   

 Жауабы: 0xy  -1 және 3 ширектерінде орналасқан Oxy  жазықтығының 

бөлігі. 

1.7. ;
5

3




y
xz               

 Жауабы: 5y  түзуі тиісті емес Oxy  жазықтығының бөлігі.  

 

1.8.  ;42 yxyz        

Жауабы: 2xy   параболасы және 4y  түзуімен шектелген Oxy  

жазықтығының бөлігі. 

1.9. ;
)1ln(

1
22 yx

z


          

Жауабы:  122  yx  шеңберімен шектелген және )0 ,0(O  нүктесі жататын 

Oxy  жазықтығының бөлігі.                          

1.10. .39 2  xyyxz     

Жауабы: жоғарғы жағынан 92  xy  параболасы және төменнен 3 xy  

түзуімен шектелген Oxy  жазықтығының бөлігі. 

1.11. .
4

1

22 yx
z


     



Жауабы:  422 yx  центрі ),0 ,0(O  ал радиусы 2 болатын шеңберімен 

шектелген Oxy  жазықтығының бөлігі.  

1.12. .11 22 yxz    

Жауабы: 1x  және  1y  түзулерімен шектелген квадрат. 

1.13. ).ln( 2 yxz    

Жауабы: 2xy   параболасынан жоғары орналасқан Oxy  жазықтығының 

бөлігі. 

1.14. ).ln( 22 yxz    

Жауабы: )0 ,0(O  нүктесі тиісті емес Oxy  жазықтығының бөлігі. 

1.15. .arcsinarcsinarcsin zyxu    

Жауабы: ,1x 1y  және 1z  жазықтықтарымен шектелген куб. 

1.16. .2222 zyxau    

Жауабы:  2222 azyx  центрі ),0,0 ,0(O  ал радиусы а болатын сферамен 

шектелген Oxyz  кеңістігінің бөлігі.  

 

2. Берілген функциялардың деңгейлік сызықтарын табу керек: 

 

2.1. ).2sin( yxz                  

Жауабы:  деңгейлік сызығы  - xСy 2    түзуі. 

2.2. ).ln( 2 yxz                  

 Жауабы:  деңгейлік сызығы  - 2xСy     параболасы. 

2.3. ).(xyarctgz                   

 Жауабы:  деңгейлік сызығы - Сxy     гиперболасы. 

  2.4. .
2

22 yx

x
z


                    

       Жауабы:  деңгейлік сызығы  - xyxC 2)( 22     шеңбері. 

      2.5 ).( 22 yxfz                  

Жауабы:  деңгейлік сызығы - 222 Cyx     шеңбері. 

2.6. ).( 22 yxfz                  

Жауабы:  деңгейлік сызығы  - 222 Cyx     гиперболасы. 

 

Берілген функциялардың деңгейлік беттерін табу керек: 

 

2.7. .32 zyxu                 

Жауабы:  деңгейлік беті  - Czyx  32    жазықтығы. 

2.8. .222 zyxu               

Жауабы:  деңгейлік беті  - 2222 Czyx     сферасы. 

2.9. .222 zyxu               



Жауабы:  деңгейлік беті - Czyx  222 ,  0C  болса, онда ол бір қуысты 

параболоид,   0C болса, онда екі  қуысты параболоид , ал 0C болса, онда 

конус. 

 

3. Берілген функциялардың шектерін табу керек. 

3.1.   .
1

sinlim 22

0
0 xy

yx

y
x






                            Жауабы:  0. 

3.2. .
32

lim
22 yx

yx

y
x 






                                      Жауабы: 0 . 

Нұсқау.Полярлық координаталарға көшу керек. 

 

3.3. .
sin

lim

0
5 y

xy

y
x



                                         Жауабы: 5 . 

3.4. 
x

y
x x

y













1lim

8

                                       Жауабы: 8e . 

3.5.   y

y
x

xy
1

0
2

1lim 




                                       Жауабы: 2e . 

 

3.6. .lim

0
0 yx

yx

y
x 






                                          Жауабы:шегі жоқ. 

Нұсқау. x  пен y тің өзгеруін 2xy   түзуі бойымен қарап,  шектің мәні 

 ге байланысты әртүлі мәндерге тең болатындығын көрсету керек. 

 

3.7. .lim
22

22

0
0 yx

yx

y
x 






                                       Жауабы:шегі жоқ.  

Нұсқау. x  пен y тің өзгеруін 2xy   түзуі бойымен қарап,  шектің мәні 

 ге байланысты әртүлі мәндерге тең болатындығын көрсету керек. 

 

Берілген функциялардың  үзіліс нүктелерін табу керек 

 

3.8.  22ln yxz              Жауабы: ,0x 0y  үзіліс нүктесі. 

3.9. 
222

1

yxa
z


          Жауабы: үзіліс сызығы - 222 ayx  шеңбері. 

3.10.
 2
2

1

yx
z


               Жауабы: xy 2 түзуінің нүктелері (үзіліс сызығы) 

3.11. 
 22

1

yx
z


               Жауабы: xy   және xy   түзулерінің нүктелері 

(үзіліс сызығы) 

3.12. 









xy
z

1
cos                 Жауабы: үзіліс сызығы – координаталық өстері. 

 



4. Берілген функциялардың дербес өсімшілерін және толық өсімшесін табу 

керек: 

 

4.1. ;2 22 yxyxz                          4.2. ;223 yyxxz   

      4.3. ;
7

4






x

y
z                                            4.4. ;

8

5






y

x
z       

      4.5. ;ln
2x

y
z                                              4.6. .sin xyz      

4.7. 
4 yxez                                                4.8. 

xyez                

4.9. .2 yxz                                              4.10. .)sin( 2 xyxz      

 

Берілген функциялардың дербес туындыларын табу керек: 

4.11. .2 53 yxz                                   4.12. .47 53 xyyxz                        

4.13. .333 axyyxz                           4.14. .36775 2224 yxyyxyxxz   

4.15. ;
7

3






x

y
z      4.16. ;

5


y

x
z      

4.17. ;
yx

yx
z




                4.18. .22 yxz      

4.19. ;sin 22 yxz                          4.20. ;
y

x
arctgz                 

4.21. ;7458 yxyxz         4.22. .yxz     

4.23. ;ln
3

x

y
z                4.24.  .ln 22 yxxz    

      4.25. );sin( 22 yxz                        4.26. ;cos 









y

x
z            

4.27. 432  yxez                                  4.28. ;42222  yxyxz   

  

4.29. ;xyez                                              4.30. ;xyyxz     

4.31. ;
2

2

y

x

y

x
z                           4.32. ;/ yxexz      

4.33. )(
y

x
tgz 

                                            
4.34.

 
)3arcsin( yxz          

4.35. )2arccos( yxz                                  4.36. yx
ez


                     

4.37. xyz sin                                           4.38. )( 2xytgz                  

4.39. xyxz  )sin( 2

                              4.40. )2arccos( 22 yxz     

4.41.
 

)23arcsin( 22 yxyxz                      4.42. ;
2

ln 









z

y
xu        



4.43. ;yzxu                                    4.44. ;
x

z

z

y

y

x
u      

4.45. ;z

xy

eu                                     4.46. .222 zyxu    

4.47. Егер 
y

x
xyz   болса, онда )1;2(xz  және  )1;2(yz табу керек.  

Жауабы: ,
2

1
)1;2( 

xz   .0)1;2( 
yz  

  4.48. Егер )ln();;( zxyzyxf   болса, онда ),0;2;1(xf   ),0;2;1(yf  )0;2;1(zf    табу           

керек.                    Жауабы: ,1)0;2;1( 
xf  ,

2

1
)0;2;1( 

yf .
2

1
)0;2;1( 

zf .   

4.49. 22ln yx
x

y
u  функциясының  )(3 33 yx

y

u
y

x

u
x 









  теңдеуін 

қанағаттандыратындығын  тексеру  керек. 

4.50. 
yx

xy
u


 функциясының  u

y

u
y

x

u
x 2









  теңдеуін  

қанағаттандыратындығын  тексеру  керек. 

4.51.      )ln( 22 yxu     функциясының  0









y

u
x

x

u
y   теңдеуін  

қанағаттандыратындығын  тексеру  керек. 

4.52. 
       

.222 zyxu 
   

функциясының  1

222








































z

u

y

u

x

u
  

теңдеуін  қанағаттандыратындығын  тексеру  керек. 

 

Берілген біртекті функциялар үшін Эйлер теоремасы тексеру керек. 

 4.53. 
    

  .432; 3223 yxyyxxyxf 

    
     4.54.   .;

22 yx

yx
yxf




  

  
4.57.   .

32
;

22

yx

yx
yxf




                            

   
4.58. 

    
  .sin;

x

y
yxf 

            
5. Берілген функциялардың толық дифференциалдарын табу керек: 

 

5.1. ;65 22 yxyxz                           5.2. .333 axyyxz     

5.3. ;
5

4






x

y
z                                       5.4. );ln(xyz       

5.5. ;47 53 xyyxz                                       5.6. ;
2

1






y

x
z     

 5.7. ;
22 yxez                              5.8.

 
)23arcsin( 22 yxyxz         

5.9. ;arcsin
y

x
z                                    5.10. 

x

y
arctg

y

x
arctgz     



 5.11. Егер ,);(
2y

x
yxfz    )1;1(df  табу керек.  Жауабы: .2)1;1( dydxdf   

      

5.12. ;243 22 yxyxz                   5.13. ;
x

z

z

y

y

x
u     

5.14. ;sin
x

y
zu                                       5.15. .222  zyxu           

 5.16. .
2


z

xy
аrctgu    

5.17. Егер ,);;(
22 yx

z
zyxfu


   )5;4;3(df  табу керек.  

Жауабы: ).435(
25

1
)1;1( dydxdzdf   

5.18. 
01,3)02,1(  санын жуықтап есептеу керек.         Жауабы: 1,06.  

5.19. 
23 98,303,2   санын жуықтап есептеу керек.  Жауабы: 132,51.    

5.20. )55,1cos(2 015,0 e  санын есептеу керек;  Жауабы: 0,05.  

Ескерту 57,1
2



 деп алу керек.  

5.21. 
95,0

02,1
arctg  санын есептеу керек.  Жауабы: 0,82.  

5.22. 00 59cos32sin  санын есептеу керек.  Жауабы: 0,273. 

Ескерту 866.060cos 0   деп алу керек.  

 

5.23. Тік төртбұрыштың бір қабырғасы ,10cмa  ал екіншісі .10cмb  Егер a

қабырғасын мм4  ұзартып, ал b  қабырғасын мм1 қысқартсақ, тік төртбұрыштың  

L диагоналы қалай өзгереді. Жуық мәнін есептеп, оны дәл мәнімен салыстыру 

керек. Жауабы: ,062.0 cмdL  .065,0 смL   

5.24. Конустың биіктігі ,30cмH   ал табан радиусы cмR 10  тең. Егер H

биіктігін мм3  ұзартып, ал R  радиусы н мм1 қысқартсақ, конустың көлемі   

қалай өзгереді. Жауабы: .4.31 3cмdVV   

5.25. Маятниктың тербеліс  периоды 
g

l
Т 2 формуласымен есептеледі, 

мұндағы l - маятниктің ұзындығы, g - еркін түсу үдеуі. l  және g есептеу 

кезінде l g  қателіктер кетуіне байланысы Т  периодының қателігін 

есептеу керек. Жауабы: 
glg

lg 



 

6. Берілген функциялардың 
y

z

x

z








  ,  дербес туындыларын табу керек: 

6.1. vuez 2  функциясы берілген, мұндағы . ,sin 23 yxvxu    

Жауабы:   .4     );6(cos 222 vuvu ye
y

z
xxe

x

z  








 



6.2. 22 vuz   функциясы берілген, мұндағы .cos    ,sin xyvyxu    

Жауабы:  .
coscos

     ;
sinsin

2222 vu

xvyux

y

z

vu

xvyyu

x

z


















 

6.3. )ln( 2 vuz   функциясы берілген, мұндағы .   ,arcsin yxevxyu    

Жауабы:   .
arcsin2

     ;
1/2

22

2

vu

xexu

y

z

vu

exuy

x

z yy


















 

6.4. )sin(uvz   функциясы берілген, мұндағы .   ,32 2xyvyxu     

Жауабы:  ).cos()23(     );cos()2( 2 uvuxyv
y

z
uvuyv

x

z










 

6.5. )(
v

u
arctgz   функциясы берілген, мұндағы .cos   ,sin yxvyxu     

Жауабы:  .1     ;0 









y

z

x

z
 

Берілген функциялардың 
dt

dz
 туындыларын табу керек: 

 

6.6. yxez 54   функциясы берілген, мұндағы . ,sin 3tytx    

Жауабы: .)15cos4( 542 yxett
dt

dz   

6.7. yxz   функциясы берілген, мұндағы .1 , 2  tyarctgtx   

      Жауабы: .ln2
1 2

1

xtx
t

yx

dt

dz y
y







 

6.8. 
y

x
z arccos  функциясы берілген, мұндағы .1 ,1 32  tytx   

Жауабы:  .
||

23

22

2

xyy

ytxt

dt

dz




  

6.9. 52  yxz  функциясы берілген, мұндағы . ,ln 2tytx    

Жауабы:  .
52

2






yxt

tx

dt

dz
 

6.10. )( 22 yxtgz   функциясы берілген, мұндағы .sin xy    

Жауабы: .
)(cos

cos22
222 yx

xyx

dx

dz




  

6.11. )arcsin( 22 yxz   функциясы берілген, мұндағы .522  xxy   

Жауабы: .
)(1

442

222 yx

yxyx

dx

dz




  

6.12. 
yx

ez



2

 функциясы берілген, мұндағы .ln xy    

Жауабы: .
2

1
2

2


















yx
xe

dx

dz yx  

6.13. 33 yxz   функциясы берілген, мұндағы .xey    



Жауабы: .
2

33

33

22

yx

eyx

dx

dz x




  

Айқындалмаған )(xyy   функцияларының туындыларын табу керек: 

 

6.14. ;0cossin  xyyx                 Жауабы: .
coscos

sinsin

xyx

yxy

dx

dy




  

6.15. ;1
2

2

2

2


b

y

a

x
                 Жауабы: .

2

2

ya

xb

dx

dy
  

6.16. ;12 233  xyyx                           Жауабы:  .
34

23
2

22

yxy

yx

dx

dy




  

  

6.17. ;22 pxy                                                       Жауабы:  .
y

p

dx

dy
  

6.18. ;0)sin(22  xyyx                                Жауабы: .
)cos(2

)cos(2

xyxy

xyyx

dx

dy




  

6.19. .0 xye
x

y
                       Жауабы: .

3

2

xy

xy

exx

yexy

dx

dy




  

 

 Айқындалмаған ) ,( yxzz   функцияларының х және у айнымалылары 

бойынша дербес туындыларын табу керек: 

 

6.20. ;03222  zxyzyx        

6.21. ;0532 222  yzxzyx .      

6.22. ;0sin  yxxyz   

6.23. ;0)ln(  zyxxyz  

 

6.24.  ;0sinsinsin  xzzyyx   

 

6.25. .0 yxxyzez
    

 Берілген функциялардың   yxМ ,  нүктесіндегі  а) градиентін, б) 


а  

векторының бағыты бойынша туындысын табу керек: 

 

6.26. xyyxz 333   };4 ,3{     ),1 ,2( 


aM  

                                                           Жауабы: .3    },3 ,9{ 








a

z
zgrad   

6.27. 
22 yxz    };5 ,12{   , )3 ,5( 



aM    

                                                           Жауабы: .
52

45
    },

4

3
 ,

4

5
{ 








a

z
zgrad   



6.28. )ln( 22 yxz     };2 ,1{    , )4 ,3( 


aM     

                                                      Жауабы: .
125

522
      , }

25

8
 ,

25

6
{ 








a

z
zgrad  

 6.29. 
x

y
z

2

  };6 ,8{    , )2 ,1( 


aM     

                                                        Жауабы: .6,5     },4 ,4{ 








a

z
zgrad   

6.30. xyzu   };1 ,1 ,1{     ),3 ,2 ,1( 


aM  

                                                      Жауабы: .
3

35
    , },2 2 ,6{ 








a

z
ugrad   

6.31. 
222 zyxu   }.6 ,2 ,3{    ),1 ,1 ,1( 



aM  

                                                      Жауабы: .
7

1
3    },2 ,2 ,2{ 








a

z
ugrad  

 Берілген функциялардың екінші ретті дербес туындыларын табу керек: 

 

6.32. ;564 323 yxyxz     6.33. ;45 4224 yyxxz    

 

6.34. ;8574 yxyxz                              6.35. ;
1

2






x

y
z                

 

6.36. );sin( 22 yxz                         6.37. ;
2

2

y

x

y

x
z     

 

6.38. ;
x

y

y

x
z                               6.39. ;xyez        

6.40. );52ln( yxz                               6.41. .ln
y

x
z           

 Берілген функциялардың екінші ретті дифференциалдарын табу керек: 

 

6.42. ;725 2323 xyyyxxz                    6.43. ;74 yxz     

  

6.44. );43cos( yxz                               6.45. ;22 yxz      

6.46. )ln( 22 yxz   функциясының 0
2

2

2

2











y

z

x

z
 теңдеуін 

қанағаттандыратындығын дәлелдеу керек. 

 



6.47. Екі рет дифференциалданатын кез келген )()( ахуaxyz    

функциясының 
2

2

2

2

2

x

z

y

z
a









 теңдеуін қанағаттандыратындығын дәлелдеу 

керек; 

6.48. t

x

e
t

u 4

2

1

2

1 




  функциясының 
2

2

x

u

t

u









  теңдеуін 

қанағаттандыратындығын дәлелдеу керек; 

6.49. 
222

1

zyx
u


  функциясының 0

2

2

2

2

2

2
















z

u

y

u

x

u
 теңдеуін 

қанағаттандыратындығын дәлелдеу керек. 

 

7.    Тейлор қатарына жіктеңіз. 

   7.1.    8524, 223  ухуxyxхyxf

 

функциясын  (1;-1)  нүктесінің 

аймағында Тейлор  формуласына жіктеу керек.  

     Жауабы:                .14111111151134,
322

 xyyxxyxyxf  

       7.2.    33 23, уxyхyxf 

 

функциясын  (2;1)  нүктесінің аймағында Тейлор  

формуласына жіктеу керек.  

Жауабы:                .122161231621512,
3322

 yxyyxxxyxf  

       7.3.    4342,, 222  zyxуzxyzyхzyxf

 

функциясын  (1;1;1)  

нүктесінің аймағында Тейлор  формуласына жіктеу керек.  

 Жауабы:              .11112111,,
222

 zyyxzyxzyxf  

       7.4.    yxezyxf ,,

 

функциясын  төртінші ретке дейін (1;-1)  нүктесінің 

аймағында Тейлор  формуласына жіктеу керек.  

  Жауабы:                 .11
!3

1
11

!2

1
111,,

32
 yxyxyxzyxf . 

       7.5.    yсosxzyxf cos,, 

 

функциясын  бесінші ретке дейін Маклорен  

формуласына жіктеу керек.  

    Жауабы:   .
!4

6

!2
1,,

422422 yyxxyx
zyxf





  

    7.6.    yezyxf x sin,, 

 

функциясын  төртінші ретке дейін Маклорен 

формуласына жіктеу керек.  

 Жауабы:   .
!3

3
,,

32 yyx
xyyzyxf


  

8. Берілген функцияларды экстремумге зерттеу керек: 

 

8.1. ;122  yxyxyxz    Жауабы: .0)1 ;1(
min

 zz   

8.2. ;24 22 yxyxz                Жауабы: .5)1- ;2(
min

 zz  

8.3. ;12322  yxyxyxz   Жауабы: .
3

4

3

1
 ;

3

4
min









 zz

 8.4. ;10232 22  yхxyz     Жауабы: .10)0 ;0(
min

 zz  



8.5. ;6522  xуyxz     Жауабы: Экстремум жоқ. 

   

8.6. ;3 22 хyухxyz       Жауабы: .1)1 ;1(
min

 zz  

8.7. 
22 уxz   функциясының байланыс теңдеуі 1243  yx  берілген 

жағдайдағы шартты экстремумын табу керек; 

Жауабы: 
25

24
  ,

25

48
  ,

25

36
 yx  болғанда .

25

144
min z  

8.8. yxz 43   функциясының байланыс теңдеуі 2522  yx  берілген 

жағдайдағы шартты экстремумын табу керек. 

Жауабы: болғанда  
2

1
  ,4  ,3  ;25min  yxz

болғанда .25max z  

 

9. Берілген ),( yxfz   функциясының берілген сызықтармен шектелген D 

облысында ең үлкен және ең кіші мәндерін табу керек: 

 

9.1. ;03 ,0 ,0:       ,422  yxyxDуххууxz   

Жауабы: .3)1 ,1(  ;10)3 ,0()0 ,3(  zmzzM  

9.2. ;01 ,0 ,0:            ,2432  yxyxDyxуxyz   

 Жауабы: .2)0 ,0(  ;5,1)5,0 ;5,0(  zmzM  

9.3. ;2 ,0 ,2:          ,5222 22  xyyxDyxуxyxz   

Жауабы: .4)0 ,1(  ;14)3 ,2(  zmzM  

9.4. ;01 ,0 ,3:            ,442 22  yxyxDxуxyxz   

 Жауабы: .1)0 ,2(  ;10)2 ,3(  zmzM  

 

 

 

 

4 Қатарлар теориясы 

 

           4.1 Сан қатары 

 

Мүшелері оң сан қатарлары. ,...,...,,, 321 nuuuu  қандай да бір сан тізбегі 

берілсе, онда  

......321  nuuuu                                         (2.1) 

 

шексіз қосындыны сан қатары деп атайды. 

Мұндағы ,...,, 321 uuu  сандары сан қатарларының мүшелері, ал nu  саны 

жалпы мүшесі (немесе n-ші мүшесі) деп аталады.  

2

1
  ,4  ,3  yx



Жалпы мүшесі арқылы сан қатарын қысқаша 


1n

nu  деп жазуға болады. 

(2.1)-қатардың алғашқы мүшелерінің қосындыларын қарастырайық. 

 

nuuuuuuuuuuS  ...S    ...,     ,S    ,S  , 321n321321211   

 

қатардың дербес қосындылары деп аталады. 

Егер сан қатарының алғашқы мүшелерінің қосындылар тізбегінің шегі бар 

болса, яғни  

,lim SSn
n




             (2.2) 

 

саны бар болса, онда ол қатардың қосындысы деп аталады, және қатар 

жинақты делінеді. 

Егер (2.2) шегі болмаса, онда берілген сан қатарын жинақсыз дейміз, 

ондай қатардың қосындысы жоқ. 

Мысалы,  

Сан қатарының негізгі теоремаларын қарастырайық: 

а) егер ......321  nuuuu  қатары жинақты болса, онда алғашқы m 

мүшелерін алып тастағанда пайда болған 

 
                                      ...321   mmm uuu          

 (2.3) 

 

қатары да жинақты болады. Керісінше алғашқы m мүшелері алынып 

тасталынған қатар жинақты болса, онда берілген қатарда жинақты болады. 

(2.3)-қатарды берілген қатардың m-ші қалдығы деп атайды; 

ә) егер ......321  nuuuu қатары жинақты және қосындысы S-ке тең 

болса, онда ......321  nuuuu   қатары да жинақты және қосындысы 

S -ке тең болады; 

б) егер ......321  nuuuu  және ......321  nvvvv  қатарлары 

жинақты және қосындылары сәйкесінше S  және   болса, онда 

...)(...)()()( 332211  nn vuvuvuvu  қатары да жинақты және 

қосындысы )( S -ға тең болады. 

Көп жағдайларда қатардың алғашқы n мүшелерінің қосындысы арқылы 

оның жинақты немесе жинақсыз болуын тексеру өте қиын немесе күрделі 

есептеуді қажет етеді. Сондықтан қатардың жинақтың немесе жинақсыз 

болуын білу үшін жинақтылық белгілерінқарастырамыз. 

Қ а т а р   ж и н а қ т ы л ы ғ ы н ы ң   қ а ж е т т і    б е л г і с і. 

Егер қатар жинақты болса, онда n -да оның жалпы (n-ші) мүшесі нөлге 

ұмтылады, яғни 
.0lim 


n

n
u  

 



Ал егер 0lim 


n
n

u  болса, онда қатар жинақсыз болады. 

Қ а т а р   ж и н а қ т ы л ы ғ ы н ы ң   ж е т к і л і к т і   б е л г і л е р і 

а)  І   с а л ы с т ы р у   б е л г і с і.      

                                   ......321  nuuuu                                 (2.4) 

 

және              
                             ......321  nvvvv                              

(2.5) 

 

қатарлары берілсін және ,...)3 ,2 ,1(   nvu nn  болсын. 

Егер (2.5)-қатар жинақты болса, онда (2.4)-қатар да жинақты болады. 

Егер (2.4)-қатар жинақсыз болса, онда (2.5)-қатар да жинақсыз болады. 

ә)  ІІ   с а л ы с т ы р у   б е л г і с і.  Егер 0lim 


k
v

u

n

n

n
 ақырлы шегі бар 

болса, онда 


1ï

nu  және 


1ï

nv  қатарлары екеуі де бірдей жинақты немесе бірдей 

жинақсыз болады. 

б)  Д а л а м б е р   б е л г і с і.   Мүшелері оң болатын ......321  nuuuu  

қатары үшін 



 n

n

n u

u 1lim  

болса, онда: 

1) 1  болғанда, қатар жинақсыз; 

2) 1  болғанда, қатар жинақты; 

3) 1  болғанда, қатар жинақты да немесе жинақсыз да болуы мүмкін. 

в) К о ш и   б е л г і с і.   Мүшелері оң болатын ......321  nuuuu  қатары 

үшін 




n
n

n
ulim  

болса, онда: 

1) 1  болғанда, қатар жинақсыз; 

2) 1  болғанда, қатар жинақты; 

3) 1  болғанда, қатар жинақты да немесе жинақсыз да болуы мүмкін. 

г)   К о ш и д і ң   и н т е г р а л д ы қ   б е л г і с і.   Мүшелері оң және 

өспейтін ......321  nuuuu  қатары берілсін (яғни ...)...321  nuuuu  

және ,...3,2,1  ),(  nnfun  болсын. Мұндағы )(xf  - өспейтін үзіліссіз функция. 

Егер 


1

)( dxxf  меншіксіз интегралы жинақты болса, онда 


1n

nu  қатары да 

жинақты болады. 



Егер 


1

)( dxxf  меншіксіз интегралы жинақсыз болса, онда 


1n

nu  қатары да 

жинақсыз болады. 

 

Есеп 1. 
12 


n

n
un  қатарының жалпы мүшесі берілген. Алғашқы 

мүшелерін табу керек. 

Шешуі. .
26

5
   ;

17

4
   ;

10

3
   ;

5

2
  ;

2

1
54321  uuuuu    

 

Есеп 2. 
nn

n
u

2

!
  қатарының жалпы мүшесі берілген. Алғашқы бес 

мүшелерін табу керек. 

Шешуі. .
4

15

2

54321
  ;

2

4321
  ;

4

3

2

321
  ;

2

1

2

21
 ;

2

1

554433221 











 uuuuu    

Есеп 3.  ...
2

7

2

5

2

3

2

1

432
  қатарының жалпы мүшесін табу керек. 

Шешуі. Алымында 1, 3, 5, ... сандарынан тұратын тізбек арифметикалық 

прогрессия құрайды, оның n-ші мүшесін )1(1  ndaàn  формуласы бойынша 

табамыз. Мұнда ,2 ,11  da  сондықтан .12  nan   

Бөліміндегі ,...2  ,2  ,2 32  сандары геометриялық прогрессия құрайды, оның 

n-ші мүшесі n
nb 2 -ге тең. Осыдан жалпы мүшесі .

2

12

nn
n

u


      

 

Есеп 4.  ...
14

6

11

5

8

4

5

3
432



























  қатарының жалпы мүшесін табу керек.  

Шешуі. Әрбір мүшесінің дәрежесі мүшесінің нөмірімен сәйкес келеді. 

Сондықтан n-ші мүшесінің дәрежесі n-ге тең болады. 
14

6
 ,

11

5
 ,

8

4
 ,

5

3
 

бөлшектерінің алымы бірінші мүшесі 3-ке, айырмасы 1-ге тең арифметикалық 

прогрессияны құрайды. Онда n-ші мүшесі 2n -ке тең болады, ал бөлімі 

бірінші мүшесі 5-ке, айырмасы 3-ке тең арифметикалық прогрессияны 

құрайды, осыдан n-ші мүшесі 23 n -ке тең болады. Сонымен қатардың жалпы 

мүшесі  

 

.
23

2
n

n
n

n
u 












  

 

Есеп 5. ...
4321

1

321

1

21

1
1 








  қатарының жалпы мүшесін табу керек. 

Шешуі. 
!.

1

!...321

1
  ;

4321

1
  ;

321

1
  ;

21

1
  ;1 4321

nn
uuuuu n 











  

болады.   



Есеп 6. Мүшелері геометриялық прогрессия болатын 

...... 12  nbqbqbqb  сан қатарының жинақтылығын зерттеу керек. 

Шешуі. Мектеп бағдарламасынан белгілі: .
1

)1(

q

qb
S

n

n



  Егер 1q  болса, 

онда қосынды .
1 q

b
S


  Олай болса, қатар жинақты.  

Ал егер 1q  болса, онда берілген қатар жинақсыз, себебі: 1nbq  

сондықтан .nS  

Егер 1q  болса, онда қатардың алғашқы n мүшелерінің қосындысы 

.... bnbbbS

n

n    Осыдан ,lim 


n
n

S  яғни қатар жинақсыз. 

Егер 1q  болса, онда қатарды ... bbbb  түрінде жазуға болады. Яғни 

оның алғашқы n мүшесінің қосындысы   

 

.
  ,0

  ,










жупnегер

такnегерb
Sn  

 

Бұл жағдайда қатардың қосындысы анықталмаған, яғни қатар жинақсыз. 

Сонымен мынадай қорытынды жасауға болады: 

Егер 1q  болса, онда қатар жинақты, ал егер 1q  болса, онда қатар 

жинақсыз болады.  ▲ 

 

Есеп 7. ...
1)12(

1
...

48

1

24

1

8

1

2





n
 сан қатарының жинақтылығын 

зерттеу керек. 

Шешуі. Қатардың жалпы мүшесін 
1)12(

1

2 


n
un  екі бөлшектің жарты 

айырымы ретінде көрсетуге болады. 











 22

1

2

1

2

1

1)12(

1

2 nnn
, яғни 
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8

1

6

1

2

1

48

1
  ;

6

1

4

1

2

1

24

1
  ;

4

1

2

1

2

1
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ауыспалы таңбалы қатар дейміз.  

Ондай қатарларды  
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деп жазамыз, мұндағы ,...2,1  ,0  nun . Осындай ауыспалы таңбалы 

қатарлардың жинақтылығы  Лейбниц белгісі арқылы анықталады: 

Л е й б н и ц   б е л г і с і.   Егер ауыспалы таңбалы  



......321  nuuuu  , яғни қатар мүшелерінің абсолюттік мәндері 

кемімелі және  
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болса, онда қатар жинақты (әрі оның қосындысы бірінші мүшесінен кем 

болады, яғни 1uS  ). 

Қатардың қосындысын nn RSS   түрінде жазуға болады. Мұндағы  

...)( 21   nnn uuR  қатардың n-ші қалдығы деп аталады. 

Осы қалдықтың да таңбалары ауыспалы қатар болғандықтан, Лейбниц 

белгісін қолдануға болады, олай болса .1 nn uR  Осыдан жуықтап есептеу 

кезінде ,nSS   ал nR - жіберілген қатесі болып табылады. 

Таңбалары айнымалы 
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қатары және осы қатардың мүшелерінің абсолют мәні бойынша алынған 
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қатары берілсін. 
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қатары шартты жинақты деп аталады. 
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Шешуі. Берілген қатардың мүшелерінің абсолют мәні арқылы алынған 
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 қатары жинақты (286-мысалды қараңыз, 2p ). Осыдан берілген қатар 

абсолют жинақты.   
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 қатарының абсолют немесе шартты жинақтылығын 
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қатарын қарастырайық. Бұл қатар жинақты, себебі екінші салыстыру белгісі 
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Олай болса, берілген қатар абсолют жинақты болып табылады.   
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 Олай болса, қатар жинақты. 

Енді мүшелерінің абсолют мәні арқылы алынған ...
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қатарын қарастырайық. Бұл қатар гармоникалық қатар, ал ол жинақсыз 

болғандықтан берілген қатар шартты жинақты болады.    

    

 



4.3 Функциялық қатарлар 

 

Функциялық қатарлар.  Мүшелері нақты х айнымалысының функциясы 

болатын  
...)(...)()( 21  xuxuxu n      

қатарын функциялық қатар дейді. 

),...(),...,(),( 21 xuxuxu n  функциялары анықталған және 


1
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n xu  қатары 

жинақты болатын х айнымалының мәндер жиыны функциялық қатардың 

жинақталу облысы делінеді. Функциялық қатардың жинақталу облысы Ох  

осінің қандай да бір аралығы болады.  

Алғашқы n мүшелерінің қосындысы ...)(...)()()( 21  xuxuxuxS nn  болса, 

онда ).()()( xRxSxS nn   Мұндағы ...)()()( 21   xuxuxR nnn  берілген қатардың 

мүшелерінің қалдығы деп аталады. 

Дәрежелік қатарлар. ...)(...)()( 22

10  n

n axaaxaaxaa  түрінде 

берілген функциялық қатар дәрежелік қатар деп аталады. Мұндағы 

,...,...,,,, 210 пааааа  - нақты сандар. 

А б е л ь   т е о р е м а с ы. 1. Егер дәрежелік қатар 0хх   болғанда жинақты 

болса, онда 0xx   теңсіздігін қанағаттандыратын әрбір х үшін де қатар 

жинақты болады. 

2. Егер дәрежелік қатар 1хх   болғанда жинақсыз болса, онда 1xx   

теңсіздігін қанағаттандыратын әрбір х үшін де қатар жинақсыз болады. 

Абель теоремасынан мынадай тұжырым жасауға болады: Кез келген 

дәрежелік қатардың жинақты облысы ретінде RaxRa   интервалы 

алынады. Мұндағы R-жинақты радиусы, ал  RaRa    ,  жинақты интервалы 

деп аталады.  

Rax   нүктелерінде қатардың жинақтылығын тексеру үшін дәрежелік 

қатарға Rax   мәндерін қойғанда пайда болатын сандық қатардың тексеру 

жеткілікті.  

Егер 0R  болса, онда дәрежелік қатар тек ax   нүктесінде жинақты 

болады. 

Егер R  болса, онда дәрежелік қатар х-тің кез келген мәнінде жинақты 

болады. 

Дәрежелік қатардың жинақты радиусы  
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 формулаларымен есептеледі. 

Жинақты интервалында дәрежелік қатарды кез келген рет мүшелеп 

дифференциалдауға және интегралдауға болады.  
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Шешуі. 1х  болса, онда қатар жинақты, ал 1x  болса,онда қатар 

жинақсыз болады (Дирихле қатарын қараңыз).  
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 Олай болса, екінші салыстырмалы белгі бойынша берілген қатар 

жинақсыз. 

Егер 1x  болса, енді берілген қатардың мүшелері шексіз кемімелі 

геометриялық прогрессиясының  
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 мүшелерінен кіші болады, яғни берілген қатар жинақты. Сонымен қатар, 

1x  болғанда жинақты, ал 1x  болса, жинақсыз болады.  
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Лейбниц белгісі орындалады.   
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 олай болса, қатар жинақты. 

Енді 1x  мәнінде қатардың жинақтылығын зерттейік:  
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 Бұл қатар жинақты, себебі мүшелерінің абсолют мәндері бойынша 

алынған қатар жинақты. Олай болса, жауабы: .11  х    
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Есеп 39. 3  ...;
3

...
3

3

3

2

3

1 1

3

2

2




x
nxxx

n

n

 қатарының қосындысын 

...
3

...
333

1
3

3

2

2


n

nxxxx
 қатарының мүшелерін дифференциалдау арқылы 

табу керек. 

Шешуі. Шексіз кемімелі геометриялық прогрессияның қосындысының 

формуласын 











q

a
S

1
 қолдансақ, онда .

3

3

3
1

1
...

3
...

333
1

3

3

2

2

xx

xxxx
n

n






  

Енді дифференциалдасақ, онда 
 2

1

3

2

2
3

3
...

3
...

3

3

3

2

3

1

x

nxxx
n

n






 болады.  

 

Есеп 40. ...
2

...
242322

1

3

432
















n

n

n

xxxx
x   2x  қатарының қосындысын 

табу керек. 
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4.4 Mүшелері комплекс сандар болатын қатарлар 
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абсолютті жинақты, ал сыртында жинақсыз болады. 



 Жинақталу дөңгелегін табу үшін мүшелері модулімен алынған қатарға  

Даламбер немесе Коши белгісін қолдану жеткілікті. 

 

 

 

Тапсырмалар.  

10. Қатардың алғашқы бес мүшесін жазу керек. 
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Қатардың жалпы мүшесін жазу керек. 
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1p  болғанда жинақты, ал кезкелген  q  мәні мен  1p  болғанда және ,1q   

1p  болғанда жинақсыз болатындығын дәлелдеу керек. 

Ескерту. Кошидің интегралдық белгісін пайдаланған жөн 

 

12. Ауыспалы таңбалы қатардың жинақтылығын зерттеу керек. Жинақты 

болған жағдайда, оның абсолютті немесе шартты жинақты болатындығын 

зерттеу керек.  
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19

9

9

4

3

1

2

2
1 


 

n

nn   Жауабы:Жинақсыз. 

12.8. ...;
1

)1(...
10

3

5

2

2

1

2

1 


 

n

nn   Жауабы: Шартты жинақты. 

12.9. 







1
1

;
5

2)1(

i
n

nn

n
     Жауабы:Абсолют жинақты. 

12.10. 


 



1
3

2

;
48

)1(

i

n

nn

n
               Жауабы:Шартты жинақты. 

12.11. 


 



1
5

2

;
4

)1(

i

n

n

n
       Жауабы: Абсолют жинақты.

  



12.12. 






1
2

.
)1()1(

i

n

nn

n
       Жауабы: Абсолют жинақты. 

 

Берілген қатарларды 001,0  дәлдікпен есептеу керек. 

12.13. 





1

1 ;
!

1
)1(

i

п

п
                                 Жауабы: 0,632.   

12.14. 









1

1 ;
)!12(

1
)1(

i

п

п
                                  Жауабы: 0,841. 

12.15. 






1

1

;
)!2(

)1(

i

n

п
                                    Жауабы: 0,459.  

12.15. 










1
2

1

.
2

)1(

i
n

n

n
                                    Жауабы: 0,645. 

  

13. Функциялық қатарлардың жинақты облысын табу керек. 

 

13.1.  







1

1
;

1
1

n
x

n

n
       Жауабы: 1x  абс.жинақты, 1x  жинақсыз. 

13.2. 


1

;
4

sin3
n

n

n x
       Жауабы:  x .       

13.3. 


1

;
!

1

n
nxn

                   Жауабы: .0x    

13.4. 
 




 1
22

;

1

1

n
n

xn

             Жауабы: . x   

13.5.
 




 1

;
12

1

n
nxn

             Жауабы: .1,1  xx                                                                                     

13.6. 


 1

;
1

1

n
nx

              Жауабы: .1,1  xx   

13.7. 


1

;
3

2
n

n

n x
tg                    Жауабы: . x   

13.8. 













1

.
5

sin
n

n

n x
x         Жауабы: (-5; 5). 

 

Дәрежелік қатардың жинақты облысын табу керек. 

13.9. 


1

;
3n

n

nx
                        Жауабы: (-3; 3).   

13.10. 


 1

;
4n

n

n

n

x
                 Жауабы: ]4;4[ .  

13.11. 


 1
2

;
5n

n

n

n

x
                      Жауабы: ]5;5[ .   



13.12. 





1

;2
n

nn x                  Жауабы: 









2

1
,

2

1
. 

13.13. 


1

;
n

n

n

n

x
                       Жауабы: ).;(     

13.14.  









1

1
;

2
1

n
n

n
n

n

x
          Жауабы: ].2;2(  

13.15. 














1

;
71

n

n
x

n

n
                Жауабы: ).7;7(    

13.16. 





1

;!
n

nxn                  Жауабы: .0x   

13.17. 






1

;
!

n
n

n

n

xn
                      Жауабы: ).;( ee    

13.18. 


 1

;
32n

nn

nx
                Жауабы: ).3;3(  

13.19. 






1

;
3n

n

nxn
                     Жауабы: ).;(     

13.20. 


 



1

;
)1(4

3

n
n

nn

n

x
          Жауабы: 










3

4
,

3

4
. 

13.21. 






1

;
2

n
n

nn

n

x
                      Жауабы: ).;(          

13.22. 






1

;
3

!

n
n

nxn
                Жауабы: .0х  

13.23. 


 



1

;
12

)4(

n
n

nx
               Жауабы:  .5 ;3        

 13.24. 
 








1

;
5

2

n
n

n
x

          Жауабы: ).7;3(  

13.25. 
 




 



1
2

;
5

1

n
n

n

n

x
                      Жауабы: ].4;6[          

13.26. 
 








1

;
4

32

n
n

n
x

          Жауабы: ).5,0;5,3(  

13.27. 


 1
2

2

;
2n

n

n

n

x
                       Жауабы:  .2;2       

13.28. 
 




 



1

2

;
9

5

n
n

n

n

x
           Жауабы:  .8 ;2   

13.29. 






1

12

;
4n

n

n

n

x
                       Жауабы:  .2 ;2       



13.30. 
 








1

3

;
27

2

n
n

n
x

          Жауабы:  .1;5  

13.31. 
 



1

2

;
!2

n

n

n

x
                       Жауабы:  .;        

13.32. 







1

2

.
)!12(

1

n

n

n

x
                Жауабы:  .;  

 

 

14.Қатардың жинақтылығын зерттеу керек. Жинақты болған жағдайда, 

оның абсолютті немесе шартты жинақты болатындығын зерттеу керек.  

14.1. 


 1

1

i in
                    Жауабы:  жинақсыз. 

14.2. 
 




 1

1

i nin
              Жауабы:  абсолютті жинақты. 

14.3. 
  




 1
2

2

1

i inn
         Жауабы:  абсолютті жинақты. 

14.4. 


1i

n

n

i
                       Жауабы:  шартты жинақты. 

 

 


