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уроком, учебная конференция. Как показало экспериментальное обучение, учебная 

конференция по квантовой физике может быть проведена после знакомства учеников  с 

физикой атома и атомного ядра.  

Использование исторического материала позволяет разнообразить тематику 

проведения конференций, что способствует умению учащихся работать с 

дополнительными источниками историко – физической информации, эмоциональному 

восприятию квантовой физики учащимися, повышению их познавательной активности 

по изучению квантовой физики и ее истории. 
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РЕШЕНИЕ ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ 

ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ МЕТОДОМ ИТЕРАЦИЙ ЛАНДВЕБЕРА 
 

(г.Алматы, 
1
Национальная научная лаборатория коллективного пользования информационных 

и космических технологий КазНТУ имени К.И.Сатпаева, 
2
КазНПУ имени Абая) 

 

Бұл мақалада кері уақытпен жылуӛткізгіштік теңдеуі үшін бастапқы-шектік 

есебі қарастырылған. Бастапқы есеп бірӛлшемді ретроспективті кері есепке 

келтірілген. Кері есеп шешуі тура және түйіндес есепті тізбектей шешуге 

келтірілген. Ландвебер итерация әдісімен минимизациялатын арнаулы функционал 

енгізілген. Сандық  эксперимент нәтижелері кӛрсетілген. 

 В данной статье рассмотрена начально-краевая задача для уравнения 

теплопроводности с обратным временем. Исходная задача сведена к одномерной 

ретроспективной обратной задаче. Решение обратной задачи сведено к 

последовательному решению прямой и сопряженных задач. Введен целевой 

функционал, минимизируемый методом итераций Ландвебера. Приведены 

результаты численных экспериментов.  

In this article the initial-boundary value problem for the heat equation with inverse 

time. The initial problem is reduced to a one-dimensional inverse problem of retrospective. 

Solution of the inverse problem is reduced to successive solution of the direct and adjoint 

problems. Entered the target functional to be minimized by the Landweber iteration. The 

results of numerical experiments. 

 

Введение. Одним из актуальных направлений теории обратных и некорректных 

задач является начально-краевая задача для уравнения теплопроводности с обратным 

временем. Ее численное решение позволяет изучать тепловую историю Земли 
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(обратная задача геотермики), восстанавливать источники загрязнения атмосферы, 

определять местоположение источников поступления или утечки тепла [1]. 

1. Постановка задачи 

 Рассмотрим постановку исходной задачи, которую в дальнейшем сведем к 

решению обратной задачи [2].  

Исходная задача: 

Требуется определить ),( txu  в области ][0,][0,= Tl   из соотношений 

 ,
xxt

uu    ),,0( lx ),0( Tt ,    (1) 

 ,0),(),0(  tlutu  ],,0[ Tt     (2) 

 ),(),( xfTxu   ],0[ lx .    (3) 

Эту задачу мы сформулируем как обратную по отношению к следующей прямой 

задаче:  

 ,
xxt

uu   ),,0( lx  ),,0( Tt     (4) 

 ,0),(),0(  tlutu  T],[0,t     (5) 

 ),()0,( xqxu   l][0,x .    (6) 

Таким образом, обратная задача формулируется следующим образом 

Требуется найти )(xq  из соотношений  (1) – (3)  по дополнительной информации  

]0[      ),(),( ,lxxfTxu  .     (7) 

Решать задачу будем минимизацией целевого функционала  

,,)(
2

fAqfAqfAqqJ      (8) 

минимизировать который будем методом итераций Ландвебера  

,')()(
1 nnn

qJxqxq 


     (9) 

где ),0(
2

 A . 

2. Вычисление градиента функционала 

Рассмотрим функционал (8) в следующем виде 

dxxfqTxuqJ
l

2

0

)]();,([=)(  . 

Найдем приращение функционал 

dxxfqTxudxxfqqTxuqJqqJ
ll

2

0

2

0

)]();,([)]();,([=)()(    . (10) 

Введем замену:  

,~=);,( uqqTxu       (11) 

,=);,( uqTxu       (12) 

,~= uuu        (13) 

.= uuu        (14) 

Расскроем скобки в (10) и, используя (11) и (12), получим: 

dxxufuxfuudxxfxufudxxfxfuu
lll

)](2)(~2~[=)]()(2[)]()(~2~[ 22

0

22

0

22

0

  , 

используя (13) и (14), получим 

=)(2)~)(~(=)()~(2)~(
000

22

0

dxxufdxuuuudxxfuudxuu
llll

   

=)(22=)(2)]([
00

2

000

dxxufudxudxudxxufdxuuuu
lllll

  

udxxfuuoudxxfudxu
lll

 ))((2=))((2=
00

2

0

  . 
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 Сформулируем возмущенную задачу 

,~=~
xxt

uu  ),(0,lx  ),(0,Tt     (15) 

,0=),(~=)(0,~ tlutu  ],[0,Tt     (16) 

),()(=,0)(~ xqxqxu   .][0,lx     (17) 

От задачи (15) – (17) отнимем задачу (4) – (6) и получим задачу на ),( yxu  

,=
xxt

uu   ),(0,lx  ),(0,Tt     (18) 

0,=),(=)(0, tlutu   ,][0,Tt     (19) 

,)(=,0)( xqxu   ][0,lx .    (20) 

Рассмотрим тождественно равное нулю выражение, полученное из (18) 

 dxdtudxdtudxdtuu
xx

Tl

t

Tl

xxt

Tl

  
000000

=)(0  

проинтегрируем по частям выражение 

 dtdxudtuudxdtudx
xx

lT

x

l

T

t

Tl

T

l

  
00

0

000

0

0

||=  

используем повторное интегрирование по частям 

=|||
00

0

0

0

000

0

0

udtdxudtdtuudtdxdxu
xx

lT

x

l

T

x

l

T

t

lT

T

l

    

  dtdxtxutxdtdxtxutxdxxuxdxTxuTx
xx

lT

t

lTll

),(),(),(),(,0)(,0)(),(),(=
000000



 

dttutdttlutldttutdttlutl
x

T

x

T

x

T

x

T

)(0,)(0,),(),()(0,)(0,),(),(
0000

    

используя (18) – (20), получим 

 0,0)(,0)(),(),(
00

  dxxuxdxTxuTx
ll

  

Откуда, градиент функционала равен  
 ,,0)(=)( xqJ   

и, как следствие, вытекает постановка сопряженной задачи 

,=
xxt

   ),(0,lx  ),(0,Tt      (21) 

,0=),(=)(0, tlt   ],[0,Tt      (22) 

)],(),(2[=| xfTxu
Tt




  ][0,lx .    (23) 

3. Численный метод решения задачи 

3.1 Схема метода итераций Ландвебера 

Алгоритм решения обратной задачи состоит в следующем:   

1. задаем параметр спуска   ; 

2. задаем начальное приближение 
0

q ;  

3. решаем прямую задачу (4) – (6); 

4. считаем функционал 
2

=)( fAqqJ   ; 

5. если значение функционала )(qJ  очень мало, то останавливаем итерации;  

6. расчитываем решение сопряженной задачи (21) – (23), где в качестве входных 

данных служат решение прямой задачи;  

7. расчитываем градиент функционала ,0)(=)( xqJ  ;  

8. расчитываем следующее приближение 
nnn

qJxqxq 


)(=)(
1

, где 0,1,2...=n ;  

9. переходим к шагу 3.  

3.2 Схема решения прямой задачи 
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 Рассмотрим дискретную постановку задачи. Введем равномерную сетку 

tkih
NkNiktihx 0,=     ,0,=     ),=  ,=(=   . Пусть N  – количество узлов равномерной 

сетки на интервале )(0,l . Пусть 
t

N  – количество узлов равномерной сетки на интервале 

)(0,T . Определим шаг сетки 
N

l
h = , 

t
N

T
= . 

Запишем задачу (4) – (6) в конечно-разностном виде: 

,
2

=
2

11

1

h

uuuuu k

i

k

i

k

i

k

i

k

i 

 


 ,11,= Ni  ,10,= 

t
Nk   (24) 

0==
0

k

N

k uu , ,0,=
t

Nk      (25) 

,=0

ii
qu  Ni 0,= .     (26) 

Перепишем схему (24) – (26) в удобном для вычислений виде: 

,)2(=
112

1 k

i

k

i

k

i

k

i

k

i
uuu

h
uu



 


  ,11,= Ni   ,10,= 
t

Nk   (27) 

0==
0

k

N

k uu ,  ,0,=
t

Nk      (28) 

ii
qu =0

, Ni 0,= .     (29) 

3.3 Схема решения сопряженной задачи 
Запишем задачу (21) – (23) в конечно-разностном виде: 

,
2

=
2

11

1

h

k

i

k

i

k

i

k

i

k

i 

 


 




 ,11,= Ni  

t
Nk 1,= ,  (30) 

0==
0

k

N

k  ,  
t

Nk 0,= ,     (31) 

]2[=
i

tN

i
tN

i
fu  ,  Ni 0,= .    (32) 

Преобразуем схему (30) – (32) в виде: 

,)2(=
112

1 k

i

k

i

k

i

k

i

k

i
h



  


  ,11,= Ni  ,1=
t

Nk ,  (33) 

0==
0

k

N

k   
t

Nk 0,= ,     (34) 

]2[=
i

tN

i
tN

i
fu   Ni 0,= .    (35) 

При расчете задач, необходимо учитывать условие Куранта [3]. 

4. Численные эксперименты 
Проведем ряд численных экспериментов. Расчеты тестовой задачи проводились 

для 0,1=T , 1=l , 50=N , 1000=
t

N , 0,1= . В качестве начального приближения 

выбрана функция 0=)(
0

xq  для разных точных решений:  

Эксперимент 1. Точное решение 102cos1=  xxq
T

  

   
График 1. 

График функции  

)(xq
T

 и )(xq
n

 

График 2. 

График функции )(xf   

График 3. 

График функционала )(qJ и  

график 
2LT

qq   
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Эксперимент 2. Точное решение 




















1<
4

3
         0,

4

3
<

2

1
           1,

2

1
<0            0,

=

x

x

x

q
T  

   
График 4. 

График функции  

)(xq
T

 и )(xq
n

 

График 5. 

График функции )(xf   

График 6. 

График функционала )(qJ и 

 график 
2LT

qq   

 

Таким образом из двух экспериментов, удовлетворительным результатом можно 

назвать только первый. Однако восстановление из второго эксперимента можно 

сделать заключение, что метод не работает для негладких функций, что можно 

объяснить физическими свойствами самого уравнения (невозможно нагреть стержень 

только в определенной области). Дальнейшим развитием данной работы могут 

послужить исследования в решении прямой и сопряженной задачи неявными методома, 

применением метода сопряженных градиентов, а также исследование и сравнительный 

анализ с применением метода постановки задачи и вывода градиента функционала в 

конечно-разностном виде.  
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