












Калижанова А. У., Аманжолова Н. И. , Ерзин А. И., Кочетов Ю. А. 

тот факт, что в классе NP обнаружены так называемые NP-
полные задачи. 

Определение 8. Задачу из класса NP называют NP-полной, 
если существование полиномиального алгоритма для ее 
решения влечет существование полиномиальных алгоритмов 
для всех задач из класса NP. 

К настоящему времени известно огромное количество NP-
полных задач [7, 17]. Однако ни для одной из них не удалось 
разработать точный полиномиальный алгоритм. 

Определение 9. Приближенным алгоритмом решения 
задачи Р является алгоритм, строящий допустимое решение. 
Оценкой точности приближенного алгоритма назовем такое 
число в > 0 , что отношение Wa ( I ) /W * ( I ) не превосходит в для 
любой индивидуальной задачи I e Р на минимум и не менее в для 
любой индивидуальной задачи ^Р на максимум. ЗдесьW* ( I ) -
значение целевой функции на оптимальном решении задачи , а 

- значение функционала на решении, построенном 
алгоритмом А. При этом алгоритм А называется в -
приближенным. 

Задача из класса NP может быть решена экспоненциальным 
алгоритмом, который просто перебирает всех потенциальных 
кандидатов. Мы предполагаем, что их размер ограничен 
полиномом от размера входа. Оказывается, что бывают задачи, 
которые не решаются вообще никаким алгоритмом (ни 
полиномиальным, ни экспоненциальным, ни ещё более долго 
работающим); их называют неразрешимыми (unsolvable) [38]. 
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Методы оптимизации и исследование операций 

Алгоритм метода «М» 
1. От системы неравенств переходим к системе уравнений, 

вводя дополнительные неотрицательные переменные: 
X n + 1 , X n + 2 , • • • , X n + l , X n+l+1 ,***, X n + p • 

2. В ограничения, в которые дополнительные 
неотрицательные переменные вошли со знаком минус или 
вообще не вошли, вводятся так называемые искусственные 
п е р е м е н н ы е : Уl, У2,•••,

 y m - l • 

3. В линейную форму (1.26) вводится сумма искусственных 
переменныхук (к = 1, m -1 ) с коэффициентом M>0. Для того, 
чтобы искусственные переменные не содержались в 
оптимальном плане исходной задачи, коэффициенту М 
придается произвольно большое значение по сравнению с 
коэффициентами Cj (j = 1, n) линейной формы (1.26). В этом 

случае при максимизации функции цели (1.26), берем (-М), при 
минимизации - (+М). 

4. Строим расширенную М - задачу ЛП: 
найти экстремум линейной формы 

n m-l 

L(X) = XCjXj ±MXУк 
j=1 к=1 

при следующих ограничениях: 
Найдем первоначальный опорный план М - задачи. 

X j j + Xn+i = Ь ' ( i = 1 , l ) 

j=1 

X a j x j - x n + i + Ук = b ( i = l + 1 , P ; к = 1 p-1); 

j=1 

X , a v x j + У к = b , ( i = P + 1 m ; к = P - 1 + 1 m - 1 ) ; 

j=1 

Xj > 0; Ук > 0; ( j = 1, n + p; к = 1, m - 1 ) 
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Методы оптимизации и исследование операций 

тех пор, пока число ребер в не станет - . Построенное 
дерево - МОД. 

Трудоемкость упорядочивания ребер -
Очевидно, что при построении дерева в худшем 

случае будут рассмотрены все ребер графа. Пока не 
построено МОД, частично построенный граф является 
несвязным, и добавляемое ребро связывает вершины из разных 
компонент связности. В процессе рассмотрения ребер 
упорядоченного списка нужно следить, чтобы не возникало 
циклов, т. е. чтобы не связывались вершины одной компоненты 
связности. Процедура, описанная в [4] (разделы 2.2.1 и 2.2.2), 
позволяет это сделать с константной трудоемкостью. 
Компоненты связности удобно хранить в виде системы 
непересекающихся множеств. Все операции в таком случае 
выполняются с трудоемкостью где - функция, 
обратная к функции Аккермана [5]. Поскольку для любых 
практических задач , то можно принять ее за 
константу, таким образом, общая трудоемкость алгоритма 
Краскала равна . Следовательно, этот алгоритм 
более подходит для построения МОД в графе с небольшим 
количеством ребер. 

Алгоритм Борувки 
Алгоритм впервые был опубликован в 1926 г. О. Борувкой 

в качестве метода нахождения оптимальной электрической сети. 
Работа алгоритма состоит из итераций, каждая из которых 
заключается в последовательном добавлении ребер к остовному 
лесу графа до тех пор, пока не будет построено одно дерево. В 
алгоритме предполагается, что веса ребер различны, или ребра 
как-то упорядочены, чтобы выбиралось единственное ребро с 
минимальным весом (в случае нескольких ребер, имеющих 
минимальный вес, выбирается, например, ребро с минимальным 
номером). 

Пусть сначала 0 - остовный 
лес, в котором каждая вершина является деревом. Пока 

- , выполнить: 
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Методы оптимизации и исследование операций 

Беллмана - Форда можно записать по шагам следующим 
образом. 

Шаг 1. Для каждой вершины ve V: если v = s , то положить 
dv = 0; иначе положить dv = + да и p (v) = n u 1 1. 

Шаг 2. Для каждой вершины i = 1 ,. . , ,n -1 и для каждого 
ребра ( u , v )e А: если d u + d uv < dv , то положить dv = d u + d uv 

и . 
Шаг 3. Для каждого ребра ( u , v) e А: если d u + d uv < dv , то 

граф содержит отрицательный цикл. 
Корректность приведенного алгоритма можно доказать по 

индукции. 
Лемма 2.1: 
После выполнения i-итераций: 
1) если du < + да, то d u - длина некоторого пути из s в и ; 
2) если существует путь из s ви, содержащий не более i 

ребер, то du не превосходит длины кратчайшего пути из s в и , 
содержащего не более i ребер. 

Доказательство: 
На нулевой итерации длина пути, не содержащего 

ребер, . Для других вершин да так как не 
существует путей из источника в и с нулевым числом ребер. 
Докажем первое утверждение. Рассмотрим случай, когда длина 
пути в вершину меняется, т. е. выполняется присваивание 

. По индуктивному предположению, - это 
длина некоторого пути из источника в . Значит, величина 
du + duvравна длине пути Ps uu { (и, v) } . 

Для доказательства второго утверждения рассмотрим 
кратчайший путь из s ви, содержащий не более i-ребер. Пусть v 
- предпоследняя вершина этого пути. Тогда часть пути из s ви 
является кратчайшим путем из источника в , содержащего не 
более - ребер. По индуктивному предположению, после 
1 итерации не превосходит длины этого пути. Следовательно, 
d u v + dv не превосходит длины пути из s в и. На i-й итерации 
величина сравнивается с и ей присваивается новое 
значение, если du v + dv меньше. Следовательно, после i-
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