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АСИМПТОТИЧЕСКИЕ ОЦЕНКИ РЕШЕНИЯ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ  

ДЛЯ СИНГУЛЯРНО ВОЗМУЩЕННЫХ ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 

УРАВНЕНИЙ 

М.К. Дауылбаев, Н. Атахан 

Казахский национальный университет им. аль-Фараби, г. Алматы 

Работа посвящена качественному исследованию асимптотического по малому 

параметру поведения решений краевой задачи для линейных интегро-дифференциальных 

уравнений произвольного порядка с интегральным оператором типа Фредгольма. Для 

сингулярно возмущенного однородного дифференциального уравнения построены 

фундаментальная система решений, начальные и граничные функции. С помощью 

начальных и граничных функции получены явная аналитическая формула решений. 

Получены асимптотические оценки решений исходной краевой задачи.  

Ключевые слова: дифференциальное уравнение, интегро-дифференциальное 

уравнение, сингулярное возмущенние, асимптотическое разложение, начальный скачок, 

малый параметр. 

Рассмотрим на отрезке [0,1] следующее линейное сингулярно возмущенное интегро-

дифференциальное уравнение: 
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где  0 малый параметр, niaa iij ,1,, , ij  - некоторые известные постоянные, не

зависящие от ,  2,...,1,0  nfixm .

Предположим, что выполнены следующие условия: 

I. Функции nitFtAi ,1,)(),(   являются достаточно гладкими на отрезке [0,1], а

1,0),,(  nixtHi - в области )10,10(  xtD . 

II. 10,0)(1  tconsttA  .

III. 0,1 m

Рассмотрим однородное дифференциальное уравнение: 
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При условии I, II для фундаментальной системы решений nityi ,1),,(   уравнения

(3) справедливы асимптотические при  0  представления: 
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где 0)()( 1  tAt , функции 1,1),(0  nityi является решением задачи
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Пусть функция ),,( stK при 10  ts , является решением задачи 

,0),,(  stKL 1),,(,2,0,0),,( )1()(    ssKnjssK nj  

Для функций Коши ),,( stK в виде [1]справедливы при 10  ts следующие

оценки: 
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где  0,0 C постоянные, не зависящие от  .

Теперь введем функции nktk ,1),,(    называемые граничными функциями,

являющиеся решениями задачи: ,,1,0),( nktL k   nith ikki ,1,),(   . Функции

nktk ,1),,(    представимы в виде:
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IV. 0

Тогда для граничных функций nktk ,1),,(    из (6) с учетом (2), (4), (7) имеем
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Тогда:решениезадачи (1), (2) будем искать в виде [2]: 

),(),(),(
1

 tPtQCty k

n

k
k  



, (9) 

где 


t

kkk dssstKttQ
0

),(),,(
1

),(),( 


 , 
1

0

),(),,(
1

),( dssFstKtP 




 
1

0

,1,),(),,(),(),( nkdssstRtt kkk  
1

0

)(),,()(),( dssFstRtFtF  ,



149 

nkdxxxtHt
i

k

m

i
ik ,1,),(),(),(

)(
1

0

1

0

  




 , а ),,( stR  резольвента ядра ),,( stH ,

niCi ,1,   определяются из системы уравнений 













)())(1(...)()(

..................

),()(...)())(1(

12211

111122111





nnnnnn

nn

eadCdCdC

eadCdCdC
(11) 

где 

nikdsssKd
im

j
k

jij
ik ,1,,)(),,1()(

1

0

1

0

)(   








 , 

nidssFsKe
im

j

jij
i ,1,)(),,1()(

1

0

1

0

)(   








 (12) 
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Предположим, что выполнено условие 

VI. 0
Тогда справедлива следующая 

 Теорема 1.  Пусть выполнены условия I-VI. Тогда для решения ),( ty  краевой 

задачи (1), (2)на отрезке 10  t  справедливы следующие асимптотические оценки: 
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Из оценок (13) следует 
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задачи (1), (2) в точке 0t  обладает явлением начального скачка m  - го порядка. 
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с краевыми условиями: 
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где  0),(t пока неизвестные, так называемые, начальные скачки интегрального члена

решения. 

Теорема 2.  Пусть выполнены условия I-VIи ).0,()( 10 tHt m  Тогда для разности между 

решением ),( ty сингулярно возмущенной краевой задачи (1), (2) и решением )(ty

невозмущенной краевой задачи (14), (15) получаемследующие асимптотические при 0

оценки: 
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где  0,0 C постоянные, не зависящие от  .

Из оценок (16) получаем следующие предельные равенства: 
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ОБ ОДНОЙ ЗАДАЧЕ ТЕОРИИ  ФИЛЬТРАЦИИ ТИПА СТЕФАНА 

С.К.Джанабекова, М.Р.Кулиманова, Н.К.Нугыманова 

Казахский национальный университет им. аль-Фараби, г. Алматы 

Рассмотрена задача теории изотермической фильтрации жидкости в пористой среде, 

допускающее автомодельное решение в двумерном случае и построен эффективный 

вычислительный алгоритм относительно давления при наличии свободной границей между 

несмешивающихся жидкостей.  

Ключевые слова: задача Стефана, закон Дарси, изотермическая фильтрация, 

капиллярное давление. 

Работа посвящена дальнейшему исследованию задач изотермической фильтрации. 

Схема исследования состоит из: вывода уравнений с помощью потенциала скорости система 

уравнений составного типа приведена более удобному виду относительно давления и 

насыщенности, относительно насыщенности показано применение автомодельных 

переменных и приведение к задаче типа Стефана, затем построен вычислительный алгоритм 

для численной реализаций на ЭВМ.    

1. Вывод уравнений. Пусть
,




 и 
p  соответственно, плотность, коэффициент 

жидкости и давление каждой из фаз: воды ( ввв p,, )  и нефти (
ннн
p
,,

 ). Как в [2], 

вводятся потенциалы Ф по формулам 

вФ вp
в

 hg  ,    
н

Ф 
н
p

н
 hg  , (1) 

где h – высота точки над фиксированным уровнем, g – ускорение силы тяжести. 

Обобщенный  закон Дарси  для каждой из фаз при указанных предположениях принимает 

вид [1]: 

, Фk 


  ( нв, )  (2) 

где )(
~

),,( skФyxKk    - коэффициент фильтрации. В случае  учета капиллярных сил  

давления нp и вр  связаны между собой  соотношением  Лапласа 

   tyxptyxp вн ,,,,   =  spk , (3) 

где  spk  - капиллярное давление, причем для гидрофильного пласта 0
ds

dpk . Относительно 

насыщенности  каждой из фаз исходя из уравнения неразрывности имеем: 
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