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Об осреднении уравнения температурного поля в
дельта - коррелированном по времени случайном

течении
Аканбай Н., Сулейменова З.И., Тапеева С.К.

Казахский национальный университет имени аль-Фараби,
г. Алматы, Республика Казахстан

e-mail noureke1953@gmail.com, e-mail suleymenova2474@gmail.com, e-mail tapeevasamal77@gmail.com

Хорошо известно, что уравнения с частными производными со случайными коэф-
фициентами наиболее адекватно и точнее описывают природу физических явлений
и присущие им неопределенности. При этом одной из основных проблем является
вопросы существования, единственности и измеримости решений полученных урав-
нений. Эти проблемы являются существенными прежде всего с теоретической точки
зрения. Для прикладных же вопросов на первый план выдвигаются проблемы нахож-
дения вероятностно-статистических характеристик решений рассматриваемых урав-
нений (например, вопросы нахождения математического ожидания решений или, по
другому говоря, вопросы осреднения уравнений). Вместе с тем известно также, что
только в редких случаях удается найти эти характеристики [1] - [4].

Предлагаемая работа посвящена выводу уравнения для среднего температурного
поля в так называемом дельта - коррелированном по времени случайном течении.

Далее нам понадобится следующий, известный из курса теории случайных про-
цессов результат [5] - [6]:

Теорема. Пусть, ξt - заданный на метрическом фазовом пространстве X равно-
мерно стохастически непрерывный марковский процесс, A- его инфинитезимальный
оператор, c -ограниченная непрерывная функция. Пусть знак Mx означает взятие
условного математического ожидания по всем, выходящим в начальный момент из
точки x траекториям процесса ξt.

Тогда определенная формулой

u(t, x) = Mx

exp


t∫
0

c(ξs)ds

 f(ξt) +

t∫
0

exp


s∫

0

c(ξu)du

 g(ξs)ds

 (1)

функции u(t, x) является единственным, растущим не быстрее чем экспонента, ре-
шением задачи

∂u(t, x)

∂t
= Au(t, x) + c(x)u(t, x) + g(x), u(0, x) = g(x). (2)

Далее, рассмотрим известное из гидродинамики уравнение температурного поля
[7] - [8]:

∂T (t, x)

∂t
= χ∆T (t, x)−

(−→
V (t, x),∇

)
T (t, x), T (0, x) = T0(x), (3)

где t ≥ 0, x ∈ Rn, ∆ =
∑n

i=1
∂2

∂xi2
- оператор Лапласа, χ - постоянный коэффициент

молекулярной температуропроводности,
−→
V (t, x) = (V1(t, x), V2(t, x), ..., Vn(t, x))- за-

данное несжимаемое (divx
−→
V (t, x) = 0) случайное поле скоростей с нулевым средним,
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T (t, x)- температурное поле, T0(x)- начальное (вообще говоря, случайное и независя-
щее от поля скоростей

−→
V (t, x)) температурное поле,

∇ =

(
∂

∂x1

,
∂

∂x2

, ...
∂

∂xn

)
,

(−→
V ,∇

)
= Vi

∂

∂xi
=

n∑
i=1

Vi
∂

∂xi
.

(выше и в последующем по повторяющимся индексам подразумевается суммирова-
ние).

Так как V (t, x) - случайное поле скоростей, дополнительно будем считать, что
он зависит от элементарных событий (

−→
V (t, x) =

−→
V (t, x, ω)), ω ∈ Ω, (Ω,F, P )

- какое-то вероятностное пространство), и в свою очередь эти элементарные собы-
тия индексируют реализации поля скоростей. Под предложением "

−→
V - заданное поле

скоростей" будем подразумевать, что нам известны все вероятностно-статистические
характеристики поля

−→
V . Дополнительно будем считать также, что поле скоростей−→

V обладает всеми нужными нам свойствами гладкостей по пространственной ко-
ординате, а также является дельта-коррелированной по времени [7]. Такое течение
удобно представить как предел полей скоростей

−→
V ∆(t, x) принимающих постоянные

значения по t на интервалах длины ∆t : (0,∆t), (∆t, 2∆t), .... Поэтому для таких ∆t

порядок
−→
V ∆(t, x) порядка

√
τ/∆t :

−→
V ∆(t, x) ≈

√
τ/∆t , ∆t → 0 , где τ = l/v, l -

характерный масштаб длины, v- характерный масштаб скорости.
В силу сделанных предположений, при ∆t = t1 − t2 → 0 корреляционный тензор

cov (Vi(t1, x), Vj(t2, y)) = 2τδ(t1 − t2)bij(x, y), (4)

где δ- дельта-функция. Для простоты в дальнейшем не будем писать множителя 2τ .
Нетрудно показать, что стоящий в правой части уравнения (3) оператор

A = χ∆− (
−→
V ,∆), (5)

связан со стохастическим (по многомерному винеровскому процессу
−→
W (s)) диффе-

ренциальным уравнением

d
−→
ξ t,x(s) =

√
2χd
−→
W (s)−

−→
V (t− s,

−→
ξ t,x(s))ds,

−→
ξ t,x(0) = x, (6)

в том смысле, что этот оператор является инфинитезимальным оператором марков-
ского процесса

−→
ξ t,x(s) являющегося при 0 ≤ s ≤ t решением уравнения (6).

Заметим, что существование и единственность решения уравнения (6) вытекают
из известных результатов теории стохастических дифференциальных уравнений и
наложенных на поле скоростей

−→
V (t, x) условий.

Вывод уравнения среднего температурного поля. Согласно формуле (1),
решение уравнения (3) можем записывать в виде

T (t, x) = MxT0

(−→
ξ t,x(t)

)
, (7)

где знак Mx относится к процессу
−→
ξ t,x(s).

Обозначим взятое по полю скоростей математическое ожидание через угловые
скобки < ... >. Пусть, T (t, x) =< T (t, x) >. Для нахождения, уравнения осредненного
температурного поля запишем температурное поле T (t, x) в момент времени t+ ∆t :

T (t+ ∆t, x) = 〈MxT0(
−→
ξ t+∆t,x(s))〉.
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Обозначим через F≤∆t наименьшую сигма-алгебру, порожденную событиями{−→
ξ t,x(s) ∈ B, s ≤ ∆t

}
, где B ∈ β(Rn)- борелевская сигма-алгебра на Rn. Учитывая

марковость процесса
−→
ξ t,x(s) и используя свойства условных математических ожида-

ний относительно сигма-алгебр, можем написать

T (t+ ∆t, x) = MxT0

(−→
ξ t+∆t,x(t+ ∆t)

)
= Mx

(
MxT0

(−→
ξ t+∆t,x(t+ ∆t)/F≤∆t

))
=

= MxT
(
t,
−→
ξ t+∆t,x(∆t)

)
. (8)

В выражении (9) функцию T
(
t,
−→
ξ t,s(∆t)

)
разложим по пространственной координа-

те в окрестности точки
−→
ξ t,x(0) = x. После учитывая наложенные на поле скоростей

условия (условие (4), отсутствие среднего и т.д.), получим

〈T (t+ ∆t, x)〉 = 〈T (t, x)〉+

〈
∂T (t, x)

∂xi
Mx

(−→
ξ t+∆t,x(∆t)− x

)
i

〉
+

1

2

〈
∂2T (t, x)

∂xi∂xj
Mx

(−→
ξ t+∆t,x(∆t)− x

)
i

(−→
ξ t+∆t,x(∆t)− x

)
j

〉
+ o(∆t). (9)

В (9) осреднение < ... > будем проводить в два этапа: сначала от 0 до t (при
этом осредняются только величины, связанные с температурным полем), после от
∆t до t+∆t (при этом осредняются только связанные с процессом величины). После,
используя свойства винеровского процесса, независимости

−→
W (t),

−→
V (t, x) и переходя

надлежащим образом к пределу при ∆t→ 0, для осредненного температурного поля
T (t, x) получим следующее уравнение

∂T

∂t
=

(
χδij +

1

2
bij(x, x)

)
∂2T

∂xixj
− αi(x, x)

∂T

∂xi
, T (0, x) = 〈T0(x)〉 , (10)

где δij -символ Кронекера. В уравнении (10) коэффициенты bij(x, x) определяются
соотношением (4), а в свою очередь

αi(x, x) =
∂bij(x, x)

∂xj
.

Для некоторых частных случаев уравнение (10) можно решить в явной форме.
Например, если поле

−→
V (t, x) является однородным по пространственной координа-

те, то уравнение (10) превращается в уравнение с постоянными коэффициентами и
решается известными методами.
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О контрольных картах проверяющие однородности
двух выборок

Ахмедов С.А., Юлдашев Х.Д.

Андижанский государственный университет им. З.М. Бобура.
akhmedov.sohibjon@gmail.com, yuldashevx266@gmail.com

Пусть из генеральных совокупностей X и Y с функциями распределениями
F (x) и G(x) взяты выборки с объемами m и n и упорядочены, соответственно, по
возрастанию:x1 < x2 < ... < xm, y1 < y2 < ... < yn. Обозначим эмпирические распре-
деления X и Y соответственно через Fm(x) и Gn(x).

Положим d = max
x
|Fm(x)−Gn(x)|.

Статистика критерия Смирнова λ = d ·
√

m·n
m=n

измеряет различие между эмпири-
ческими функциями распределения построенными по выборкам и в пределе подчи-
няется распределению Колмогорова (см. [1]; [2])

При ограниченном m и n случайная величина d является дискретной, при этом
при помощи λ можно проверить следующие гипотезы относящиеся к педагогико-
психологическим процессам:
H0: Различия между двумя распределениями недостоверны;
H1: Различия между двумя распределениями достоверны.
В частности, критерий λ Смирнова при n;m ≥ 50 позволяет найти точку, в кото-

рой сумма накопленных расхождений между двумя распределениями является наи-
большей и оценить достоверность этого расхождения.

Здесь рассмотрим следующую типичную задачу в педагогических исследованиях.
Пусть сравнивается распределение объектов двух совокупностей (эксперименталь-

ные и контрольные классы) по состоянию некоторого свойства (например, выполне-
ние определенного задания). При этом учащихся разделяют на четыре категории в
соответствии отметками (в баллах 2; 3; 4; 5), полученными за выполнение некоторой
контрольной работы, Требуется проверить гипотезы H0 и H1.

Для решения этой задачи можно использовать критерии: λ - Смирнова; хи квадрат
- Пирсона; Сравнения двух средних и т.п. При этом статистические выводы делаются
в конце эксперимента (Of line - контроль).
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