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                                            Кіріспе 

 

     «Комплекс айнымалы функциялар» оқу  құралы  

жаратылыстану мамандықтарының  студенттеріне  арналған. 

Бұл  құралда комплекс  айнымалы  функциялар  теориясының  

негізгі  бөлімдері  бойынша әртүрлі  тақырыптарға есептер  

шығару  әдістері  көрсетілген. Есептер  толық  талданып, 

қарапайым  тілмен  баяндалған.  «Комплекс  айнымалы  

функциялар» оқу    құралының  жазылу  мақсаты - қазақ  тілді  

бакалавриат  студенттерге  комплекс  айнымалы  функциялар  

теориясының  негізін  түсінуде  көмекші  рөл атқару.   

     Бұл оқу құралының зерттеу  объектісі комплекс айнымалы 

функциялардың негізгі  салаларының  бірі - бір  айнымалыдан  

тәуелді  аналитикалық  функцияларға арналған  есептер. 

Табиғаттағы кейбір заңдылықтарды және  техникадағы әртүрлі  

процестерді түсіндіруде осы  аналитикалық  функциялардың  

елеулі  көмегі  бар  болғандықтан  оларды  игеру  маңызды. 

Комплекс  айнымалы  функциялар  теориясы  математикалық  

талдаудың,  жоғарғы  алгебраның және аналитикалық  

геометрияның  негіздеріне  сүйене  отырып, функциялық  

талдау,  дифференциалдық  теңдеулер  және  математикалық  

физика  теңдеулерін  түсінуде  негіз  бола  алатыны  белгілі.  

Сонымен  қатар бұл  теория қазіргі замандағы математиканың  

маңызды  салаларының  бірі болып  табылатын көп  

айнымалыдан  тәуелді  комплекс   функциялардың  негізін  

қалайды.  Сондықтан бұл «Комплекс  айнымалы  функциялар» 

оқу    құралы  студенттерге   комплекс  айнымалы  функциялар 

теориясының қарапайым  жағдайларын түсіндірумен   қатар,  

оның    математиканың  қазіргі  саласында қандай орын  

алатынын  түсінуде  алғашқы  баспалдақ  ретінде  ұсынылады.  
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I. КОМПЛЕКС  САНДАР  ЖӘНЕ   КОМПЛЕКС   

АЙНЫМАЛЫ  ФУНКЦИЯЛАР 

 

          §1.  Комплекс  сандар  және  комплекс  жазықтық 
     Элементар  алгебра курсында  комплекс сан түсінігін көп 

жағдайда  012 x   теңдеуімен байланыстырады.  Алдымен 

бұл теңдеуді  қанағаттандыратын  нақты сан болмайтынына 

көңіл бөлінеді. Сондықтан «жорамал сан»  1i  енгізіледі 

де, теңдеу шешімі  i  болады. Осылай  iyx    комплекс  саны 

x  нақты саны мен  iy  «жорамал санының»   қосындысы 

ретінде  анықталды.  12 i   деп  осы жаңа сандарға  әртүрлі 

амалдар  қолданылады. Жаңа сандар енгізілгеннен кейін  

02  qpxx  түріндегі  квадрат  теңдеулер және, жалпы 

алғанда,   0... 1

1

1  



nn

nn pxpxpx   түріндегі кез 

келген  коэффициентті  теңдеулердің бәрі  шешілетін болды. 

    
2R   жазықтығын  қарастырайық  және  оның  әрбір нүктесін   

),( yxz  ,  мұндағы   Rx ,  Ry ,  вектор деп  санаймыз. 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

     Осыған  байланысты  z -тің модулін, сол сияқты  

),( 111 yxz   және  ),( 222 yxz    үшін  қосу  операциясын  

өзімізге  векторлар үшін  белгілі ережемен анықтайық: 

                     
.

,

212121

22

yyyxxxzzz

yxz




             (1)                            

y

x
0

1z

21 zz 

2z
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Осылайша  R   үшін 

                            ),( yxz   . 

     Жазықтықтағы  векторлар  теориясы бойынша   z  -ті 

)0,1(1   және  )1,0(i    векторлары бойынша  жіктеуге 

болады:   

                                 iyxz  1 .                                               (2)  

                           

                   

                                      

                         

 

                                                        

                     

 

 

                   

                                                                        

 

     1 векторын  көбейту  операциясының бірлігі деп есептейік. 

Сонда (2) теңдігін ескере отырып 
2iii   көбейтіндісін  дұрыс 

анықтасақ болғаны.   ii 1   болғандықтан,   яғни  )1,0(  

нүктесін  
2R   жазықтығында  сағат  тіліне  қарсы  бағытта  

2


   

бұрышқа  бұрғанда  )0,1(   нүктесін   алатын болғандықтан,  

                                              12 i                                             (3)                                                    

деп  есептейміз.   (1)  және  (2)  теңдіктерін қолдана  отырып,  

),( yxz    үшін  мынадай  қатынастарды  жазайық: 

                 ),(1)1( xyixyiiyxiz                 (4) 

),( xy   нүктесін алу үшін ),( yx   нүктесін  
2R   жазықтығында  

сағат  тіліне  қарсы бағытта  тік  бұрышқа  бұрсақ   болғаны.   

Егер   i - ға  көбейту  емес,  басқа  бір  комплекс    санға  

көбейту  болса,  онда  басқа  бұрышқа  бұру  керек  болады. 

 

 

y

iy 

iyxz  1

i

0 1 1x x
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Осылай  жазықтықтың маңызды  түрлендірулерін:  жылжыту,   

бұру, гомотетияны   қолдануға  болады. 

     Енді   
2R   жазықтығы   нүктелерінің  көбейту  ережелерін   

қарастырайық: 

         

).,(),)(,(

,)(1)(

)1)(1(),)(,(

212121212211

21212121

22112211

xyyxyyxxyxyx

ixyyxyyxx

iyxiyxyxyx







       (5) 

     Анықтама.   
2R   жазықтығы нүктелері  үшін  модуль, қосу 

және көбейту  операциялары  (1),  (5)  формулаларымен 

анықталса, онда ол   комплекс   жазықтық   деп  аталады .  Оны    

C   деп  белгілейміз. 

     Комплекс  сандар жиынында  нақты  сандар  жиыны  жатыр, 

яғни  RC  . Ал  енді 1x   орнына  x   деп, мұндағы  Rx , 

ал   iy   орнына  iy   деп  алсақ,  ),( yxz      комплекс   санын      

RyRxiyxz  ,,   түрінде жазуға  болады.  x   және  y   

сандары   z    комплекс   санының  сәйкес  нақты  және  

жорамал  бөліктері  деп  аталады да,  zx Re ,   zy Im   

символдарымен  белгіленеді. Комплекс  санның  iyxz   

түрінде  жазылуы  комплекс  санның  алгебралық  түрде  

жазылуы  деп  аталады. 

     «Комплекс   сан»  деген  атты  К.Гаусс  (1777-1855),  ал  i   

символын  Л.Эйлер  (1707-1783)  ұсынды.  

y

y

 xy,

2


 yx,

x x0

x

y
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     iyxz    саны   iyxz    санының  түйіндесі  деп  

аталып,  z   арқылы  белгіленеді.  
2

zzz    екені   айқын.                      

Жазықтықтың  бас  нүктесін  ),( yxz   нүктесімен  қосатын  

Oz векторы  iyxz   комплекс  санының  радиус  векторы  

деп  аталады. 

§2. Комплекс санның аргументі. Комплекс   сандардың 

тригонометриялық  және  көрсеткіштік  түрде  жазылуы. 

Комплекс  сандарды  көбейту,  бөлу  және комплекс  саннан 

түбір  табу 

     Анықтама.   Cz ,   0z ,  болсын.  z   нүктесінің  радиус  

векторы  мен  нақты  ось    арасындағы      бұрышы  z   

санының  аргументі  деп  аталады. 

     z  комплекс  санының аргументінің  барлық  мәндер  

жиынын  zArg   деп  белгілесек,  ZnnzArg   2 .   

  ,   -  басты  мәні  деп  аталады да,  zarg  деп  

белгіленеді. 

     Декарттық  координата  мен  полярлық  координата  

арасындағы  байланысты  ескерсек,  онда   

                                cosrx  , sinry  ,                              (6)                 

мұндағы   zx Re ,   zy Im ,   zr  ,   zArg  

(6)- дaн комплекс   санның  тригонометриялық  түрде  

жазылуын  аламыз: 

              )sin(cos  irz  ,  zArg ,    zr  .                                        

     Л.Эйлер мынадай көрсеткіштік  функцияны  енгізген: 

                              sincos iei  ,    R .                (7)                                 

     Бұдан  комплекс   санның мынадай көрсеткіштік  түрде  

жазылуын   аламыз: 

                           
irez  ,   zr   ,   zArg .                                           

     Комплекс   санның  көрсеткіштік  түрде  жазылуы  көбейту  

және  бөлу  операцияларын  орындауды жеңілдетеді.  Мысалы, 

егер 
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          ji

jj erz


  ,  jj zr  ,   jj zArg ,   2,1j   болсын,  

онда 

                                   
.

,)(

21

21

2

1

2

1

)(

2121













i

i

e
r

r

z

z

errzz

                          

(7) – нің  салдары  болып  келетін   немесе  математикалық  

индукция  әдісімен оңай тексерілетін  Муавр   (1667 – 1754) 

формуласы  өте пайдалы:  егер )sin,cos(  rrz  болса,  онда  

Nn   үшін 

          )sin,cos()sin,cos(  nrnrrrz nnnn  .            (8)                        

     Муавр  формуласын  комплекс   саннан  бүтін  дәрежелі  

түбір табуға  қолдануға  болады.  Айталық,    

)sin,cos(  rrz    болсын   және       zz n 1   болатындай   

)sin,cos( 11111  rrz    комплекс  санын  табу  керек  дейік.   

Онда  (8) - формулаға  сәйкес   

                      )sin,cos()sin,cos( 1111  rrnrnr nn      

теңдігін  аламыз.                               

     Модульдері  мен  аргументтерін  теңестіре  отырып   

                          rr n 1 ,   ,21  kn     Zk , болатынын    

байқаймыз.                                  

Сонымен  n rr 1 ,   
n

k


2
1


 .  

     1,0  nk   деп  есептеп   n   әртүрлі  мәндер  аламыз: 

               .
2

sin,
2

cos 






 


n

k
r

n

k
rz nnn 

 

Бұл  теңдікті  мына  түрде  жазсақ  та  болады: 

                 .
2

sin
2

cos 






 





n

k
i

n

k
rz nn 

   1,0  nk , 

мұндағы  zr  ,   zarg .                    
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     Бұл  табылған  мәндер  радиусы  n r   болатын  шеңберді  

іштей  сызылған  дұрыс n  бұрыштың  төбелері  болады,  яғни   

радиусы  n r   болатын  шеңберді  тең n  доғаға  бөледі. 

                   Өзіндік  бақылау  сұрақтары 

1. Комплекс   санның  модулі  және комплекс  сандарды 

қосу  амалы  қалай  анықталады? 

2. Комплекс   санның  аргументі  және  оның  басты  мәні  

дегеніміз  не? 

3. Комплекс сандар  алгебралық,  тригонометриялық  және  

көрсеткіштік  түрде  қалай  жазылады?  

4. Комплекс  сандарды  көбейту және  бөлу  амалдары  

қалай  анықталады? 

5. Комплекс  сандарды  дәрежелеу  және  Муавр  

формуласы    қалай  жазылады? 

6. Комплекс  сандардан  түбір  табу  амалы  қалай  

орындалады? 

     Мысал 1. Келесі комплекс  сандарды  алгебралық  формада 

iba   түрінде   жазу  керек: 

i

i
z






2

2
1 ,   

i
z

32

2
2


 ,    63 31 iz  ,    

5

4
1

1














i

i
z ,   

4

5
1

31



















i

i
z . 

     Шешуі:    

         
    

5

4

5

3

5

43

5

2

2

22

2

2
2

21 i
ii

i

ii

i

i
z 















 , 

 
13

6

13

4

13

64

32

322

32

2
22 i

i

i

i

i
z 










 , 

626
6

36

6

6

3 222
2

3

2

1
2 














 



i
i

ee
i

z , 
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 
ieeee

ii
z

iiii
























2
2

22

5
10

4

10

5

10

4
22

1

2

1
































































3

4

2

4
4

4
3

2

4

2

4

5 22

22

1
2

3

2

1

2

22

1
2

3

2

1
i

i

i

e

e

e

i

i

i

i

z  

.322
3

sin
3

cos22 ii 
























 





 

     Мысал 2.  iba   комплекс   сандарының    модулін r  және    

аргументін   табу  керек:   iz 31  ,  22 z ,  iz 13 ,  

iz  14 ,  iz 525  ,  iz 526  ,  iz 527  ,  

iz 528  ,  biz 9    0b ,  biaz 10 . 

     Шешуі:      -дің  басты  мәні:    zarg , ал arctg   

дегеніміз 
2


 - ден    

2


- ге  дейінгі  басты  мәндерді  

қабылдайды. 

;
2

,3

1

11


 

 zr

               
;

,2

2

22

 

 zr
               

;
4

,2

3

33


 

 zr

 

    
;

4

3

,2

4

44


 

 zr

       
;

2

5

,29

5

55

arctg

zr






          

;
2

5

,29

6

66

arctg

zr






 

 

;
2

5

,29

7

77

arctg

zr






    

,
2

5

29

8

88

 



arctg

zr

    
.sgn

22

,

9

99

b
b

b

bzr


 


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
























.0,0,

,0,0,

,0,

, 10

22

1010

a
a

b
arctg

ba
a

b
arctg

a
a

b
arctg

bazr



  

     Мысал 3.  4 i   өрнегінің келесі  төрт  мәні  бар  екенін  

дәлелдеу  керек: 

.2222
2

1
,2222

2

1





 





  ii  

     Шешуі: iz   болсын.  Онда  ,
2

arg,1


  zz    

.3,2,1,0,
4

2
2sin

4

2
2cos4 







 k

k

i

k

z







 

Осы  формуланы   қолданып  iz    санынан   төрт  түбір  

табамыз: 

,
8

3
sin

8

3
cos

8

5
sin

8

5
cos

,
8

sin
8

cos

1

0





iiz

iz





 

.
8

3
sin

8

3
cos

8

13
sin

8

13
cos

,
8

sin
8

cos
8

9
sin

8

9
cos

3

2





iiz

iiz




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2

2cos1
sin,

2

2cos1
cos

x
x

x
x





   

болғандықтан 

,
2

22

8

3
sin,

2

22

8

3
cos

,
2

22

2

4
cos1

8
sin,

2

22

2

4
cos1

8
cos





























                        

.2222
2

1

,2222
2

1

3,1

2,0






 






 

iz

iz

 

     Мысал 4. Келесі екі шартты  қанағаттандыратын iyxz   

комплекс  сандарын жазу  керек:   

1
8

4
,

3

5

8

12











z

z

iz

z
. 

     Шешуі:    

 
  9

25

8

12

8

12
22

222











yx

yx

iz

z
,                           

 
 

1
8

4

8

4
22

222











yx

yx

z

z
  болғандықтан,  мынадай  

теңдеулер  жүйесін  шешеміз: 









.488

038502722 22

x

yxyx
 

Бұл  жүйенің  шешімі:  

                            
 

 ,8,6

17,6

2

1





z

z
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яғни                                 
.86

176

2

1

iz

iz




 

     Мысал 5.  xx 5sin,5cos  функцияларын  xx sin,cos   

арқылы  өрнектеу  керек. 

     Шешуі:   Муавр  формуласы  бойынша 

                                     5sincos5sin5cos xixxix  .   

 Ньютон  биномы  формуласынан 

                       

 

.sinsincos5sincos10

sincos10sincos5cossincos

5432

23455

xixxxxi

xxxxixxix




 

 

Бұдан 

                     
.sinsincos10sincos55sin

,sincos5sincos10cos5cos

5324

4235

xxxxxx

xxxxxx




 

Мысал  ретінде 
5

2
sin,

5

2
cos


 мәндерін есептеп көрейік. Егер 

5

2
x мәнін соңғы өрнекке қойып, сосын 0

5

2
sin 


 

болатынын  ескерсек,  былай  жаза  аламыз:                                  

.
5

2
sin

5

2
sin

5

2
sin110

5

2
sin15

5

2
sin

5

2
sin

5

2
cos10

5

2
cos50

422

2

2

4224


























 

Енді  y
5

2
sin 2 

  деп  белгілесек, онда 052016 2  yy   

шығады.  

                  ,
16

5210

5

2
sin 2 




y  

.
4

5210

5

2
sin





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Онда                               

4

15

4

526

16

5210
1

5

2
cos











. 

     Мысал 6.  x4sin  функциясын тригонометриялық  

бұрыштары x -ке  еселі аргументті бірінші  дәрежелі  

көпмүшелік  ретінде  жазу  керек. 

     Шешуі:                                       

xizzxixzxixz sin2,sincos,sincos    

 екенін  ескерсек,  бұдан 

                

 

       

8

3
2cos

2

1
4cos

8

1

64
2

1

2

1

2
sin

422224

4

4

4

4

4

















 


xx

zzzzzzzz

zz
i

zz
x

 

теңдігін  аламыз,  себебі    kxzz
kk cos2 ,   1zz ,    

    1
222  zzzz . 

     Мысал 7.      55 132  zz  теңдеуін  шешу  керек. 

     Шешуі:  Бұл  теңдеудің  түбірлері   12  zz   шартын  

қанағаттандырады.  Егер  
2

zz
x


 ,    

i

zz
y

2


    

   (мұндағы   iyxz  ),   теңдіктерін қолдансақ, 

9

4

3

1 2

2









 yx   теңдігін  аламыз,  яғни  

 kkkk irz  sincos       4,0k    теңдеуінің  түбірлері  

центрі  
3

1
z ,   ал  радиусы  

3

2
   болатын  шеңберде  

жататынын  білеміз.  
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                            sincos irz  ,  

                            sincos1 iz      

десек   

                                 5sin5cos5sin5cos2 55
iir       

теңдігіне  келеміз.  Бұдан   r2 ,   
5

2 


k
 ,   4,0k .           

     Үшбұрыштар  үшін  косинустар  теоремасын  төбелері  z,0  

1z   болатын  үшбұрышқа  қолдансақ,  онда   

cos451 22 rr  ,     ,   ал  синустар   теоремасы  

бойынша      sincos45sin 2

1


    теңдігін  аламыз.  

Сондықтан 

                   

k

kr
cos45

1


 ,   

5

2 k
k


  ,     

k

k

k

kkk 



 


















cos45

sin
arcsin ,    4,0k .      

 



r2

1zz

y

r

x0


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     Мысал 8.  Параллелограммның  үш  төбесі  1z ,  2z ,  3z   

берілген  (суретті  қараңыз).  Параллелограммның  2z   төбесіне  

қарама-қарсы  жатқан  4z   төбесін  табу  керек. 

      Шешуі:  

           

 

                     

                         

                                  

                      

                                   

                                   

                                                         

 

                                                                                                

        

 

 

                                                       

     Суреттегі  14 zz     және  23 zz   векторлары  коллинеар   

болғандықтан  

                                
.

,

2314

2314

zzzz

zzzz




 

     Мысал 9.   2

2

2

1

2

21

2

21 2 zzzzzz    теңдігін  

дәлелдеңіз  және  оның  геометриялық мағынасын  түсіндіріңіз.  

     Шешуі:   111 iyxz  ,   222 iyxz      болсын.   Онда                       

 

 ,

,

212121

212121

yyixxzz

yyixxzz




 

   

    ,

,

2

21

2

21

2

21

2

21

2

21

2

21

yyxxzz

yyxxzz




 

4z

3z

14 zz 

23 zz 

y

0
x

1z

2z
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   

      .22

22

2

2

2

1

2

2

2

2

2

1

2

1

2

2

2

1

2

2

2

1

2

21

2

21

zzyxyx

yyxxzzzz




 

Геометриялық   мағынасы:   Параллелограммның   

диагональдарының  ұзындықтарының   21,dd  квадраттарының  

қосындысы  оның  қабырғаларының  ұзындықтарының   ba,  

квадраттарының  қосындысына  тең  болады: 

                                   222

2

2

1 2 badd  . 

     Мысал 10.  Мына  өрнектердің  геометриялық  мағынасы  

қандай? 

)a    522  zz , 

)b    cz Re , 

)c       zarg , 

)d    1Re  zz , 

)e       zzz Im2Im 2  , 

)f     izz  21 . 

     Шешуі:   

     )a . Бұл  теңдік  жазықтықтағы  берілген    21 F   және   

22 F   екі  нүктеден  қашықтықтарының  қосындысы тұрақты  

сан  5-ке  тең  нүктелердің  геометриялық  орнын  анықтап  түр.  

Аналитикалық  геометриядан  белгілі,  бұл  эллипс.  Оның  

үлкен  жарты  осі  
2

5
-ке  тең,  ал  кіші  жарты  осі 

2

3
-ке  тең.  

Эллипстің  фокусы    21 F   және   22 F   нүктелері. 

     )b .  cz Re .  Бұл  теңсіздікті  былай  жазсақ  та  болады:  

cx  .  Бұл  cx    түзуі  мен  оның  оң  жағында  жатқан  

жартылай  жазықтық. 

     )c .  zarg   теңдеуі  бұл  нақты  ось  x   пен     бұрыш  

жасап  тұрған  бас  нүктеден  шыққан  сәуле.     zarg    

теңсіздігі  zarg   және   zarg   сәулелерінің  
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арасындағы  шексіз  секторды  білдіреді,  бірақ   сәулелер   бұл  

жиынға  енбейді. 

     )d   1Re  zz .  

 Айталық iyxz   болсын.    
22 yxz    болғандықтан  

және   11Re  xz   екенін  ескеріп,  бастапқы  теңдікті  

122  xyx   түрінде  жазуға  болады.  Бұл  теңдіктің  екі  

жағын  да  квадраттағаннан   кейін  122  xy   теңдігіне  

келеміз.  Бұл  теңдеу  төбесі  







 0,

2

1
   нүктесінде,  ал  

симметрия  осі   








 0,
2

1
, 2 yxRyx   болатын  

параболаның  теңдеуі. 

     )e      zzz Im2Im 2  . 

  iyxz   болғандықтан    yz Im   деп  есептейміз  де, 

берілген  шарттан   

                                           yzz  2Im 2
   

теңдігін  аламыз. Енді  iyxz    екенін  ескеріп,   

                                        yiyxiyx  2Im
2

 

  деп  жазамыз.  Бұдан 

                                        yiyxyxiyx  22Im 22
 

шығады.  Одан     yyxy  22 теңдігін  алып,  1 xy  

екенін  көреміз.  Бұл  
x

y
1

 ,  яғни  екінші  және  төртінші     

ширекте  жатқан  гипербола. 

     )f     izz  21 . 

     Айталық iyxz   болсын.    Онда     

                            ,121  yixiyx  
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  яғни     2222
121  yxyx .   Бұл  теңсіздіктің  екі  

жағын  квадраттап,   біраз  түрлендіргеннен   кейін   

                                
9

8

3

4

3

1
22


















 yx  

теңсіздігін  аламыз.  Ал  бұл  шыққан  өрнек - центрі  

3

4

3

1
0 iz    нүктесінде  тұрған,   радиусы   

3

22
  болатын  

дөңгелек. 

     Мысал 11.   Берілген i33    векторы   
090   бұрышқа  

бұрғанда,  қандай  векторға  көшеді?  

     Шешуі:  Вектор  берілген:  iz 331  .  Бұдан  

32121 z , ал 
3

2
arg 1


z .  Векторды  

090   бұрышқа   

бұрғанда  оның  модулі  өзгермейді,  тек  қана  аргументі  
090   

бұрышқа  өзгереді.  Сондықтан                         

iieez
ii

33
2

1

2

3
323232 6

7

23

2

1 



































. 

Сонымен  берілген  i33    векторын  
090   бұрышқа  

бұрғанда  iz 332    векторы  шығады. 

     Мысал 12.  Берілген   2223 i   векторды  неше  градус  

бұрышқа  бұрғанда  i5   векторы  шығады? 

     Шешуі:  201 zzz  ,  мұндағы  22231 iz  ,  

iz  52 , 

                                         
,26

,26

2

1





z

z
 

   демек   10 z   екені  шығады.                         
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  
  

.
2

2

2

2

26

213213

22232223

22235

1

2
0

i

i

ii

ii

z

z
z












  

 Бұдан 

                  








0

0

y

x
 

болғандықтан   
4

3

4
1arg 0


  arctgz .  

Сонымен   берілген   2223 i   векторын  
4

3
    бұрышқа  

бұрғанда  i5   векторы  шығады. 

 

§3. Стереографикалық  проекция   және  оның  қасиеттері 

     Аналитикалық  функция  теориясында  комплекс   жазықтық  

C   шексіз  алыстатылған  нүктемен  )(  толықтырылады.     

  CC  жиыны кеңейтілген  комплекс    жазықтық  деп  

аталады.  

     
3R    кеңістігінде  C   жазықтығы   

2R   жазықтығымен  

беттесетіндей  және  O   мен   O    осьтері  Ox   пен  Oy   

осьтерімен  беттесетіндей   O   координаттар  системасын  

енгіземіз.  Радиусы  
2

1
  болатын, ал  центрі  S)

2

1
,0,0(   

болатын  S   сферасын   тұрғызамыз.  

     Ал S),,(   нүктелері  мына  теңдеуді      

              )1(22                                              (9)                                                     

қанағаттандырады. 

     Енді )1,0,0(   нүктесін  N  деп белгілеп,  оны  сфераның  

әртүрлі  ),,( z   нүктелерімен     N  нүктесінен басталатын  

түзу  сәуле  етіп  қосамыз  және  әр  сәуленің   C   
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жазықтығымен  қиылысқан  нүктесін  iyxz   деп 

белгілейміз.  Сонда  сфераның N  нүктесінен басқа  барлық  

нүктелері   C   жазықтығына  проекцияланады.                                                           

                  

 

 

                                                                   

                                

                                                      

                                                         

                                                                    

                                               

                                                                    

                                

 

 

 

 Сонымен  C   мен    NS \    жиындарының  арасында  өзара  

бірмәнді  сәйкестік  zz    болады.  Егер  Nz    десек,  

онда   C   және   S   жиындарының  арасында  өзара  бірмәнді  

сәйкестік  аламыз.   Осы  сәйкестік  стереографикалық  

проекция  деп  аталады, ал  S   сферасын   Риман  сферасы   деп  

атайды. 

     Ал  енді z   және  z   нүктелерінің  координаталарының  

арасындағы  байланысты   қарастырайық.  z  нүктесінің   

координаталары   (9)  сфера  теңдеуін  қанағаттандырады,  ал  

z   ,  z   және N   нүктелері   бір  түзу  бойында  жатқандықтан  

  

                   
10

1

0

0

0

0













 

yx
. 

Бұдан 

                     







1
x , 








1
y .                            (10)        

(9) бен  (10)  формулаларын    ескерсек, 

z

z

0

xC

N



y


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















1)1( 2

22
222

yxz , 

бұдан 

                              .
1

1
1,

1
22

2

zz

z





   

(10) формуланы  ескеріп, келесі оған  кері формулаларды    

аламыз: 

                  .
1

,
1

,
1

2

2

22
z

z

z

y

z

x








          (11)                                                                                                   

 

 (9), (10),  (11)  формулаларын  стереографикалық  проекцияның     

негізгі  формулалары  деп  атаймыз. 

     Стереографикалық  проекцияның    екі  маңызды  қасиеті  

бар: 

     1.стереографикалық проекцияда шеңбер әруақытта шеңберге  

көшеді  (бұл  жағдайда   C   жазықтығындағы  түзу  шексіз  

радиусты  шеңбер  деп  есептеледі); 

     2.  егер   S   сферасындағы  екі  қисық  M     нүктесінде  

қиылысса, ал  бұл  қисықтарға  жүргізілген  жанама  M     

нүктесінде     бұрыш  жасаса,  онда  бұл  қисықтардың   

стереографикалық  проекциясына олардың  қиылысатын  M    
нүктесінде  жүргізілген  жанамалардың  арасындағы  бұрыш та     

 -ға  тең  болады,  яғни  стереографикалық  проекцияда  

бұрыштар   сақталады. 

     Сфераның  центрі  арқылы  өтетін  және  0   

жазықтығына  параллель жазықтықты  экваторлық  жазықтық  

деп  атайды.  Егер  басы  сфераның  центрінде ( O ) жатқан  

радиус-вектор ( AO )  экваторлық  жазықтықпен     бұрышын  

жасаса,  онда    SA   нүктесі  ендігі     болатын параллельде  

жатыр   дейміз.   SA  ,,  нүктесінің  бойлығы  деп  

  iarg  айтамыз.  Берілген  бойлықтың  нүктелер  жиыны  

 осы  бойлықтың  жарты меридианын  құрайды. N   нүктесін  
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солтүстік  полюс  деп,  ал  O - координаталар  бас  нүктесін  

оңтүстік  полюс деп атайды. 

§4. Комплекс айнымалы  функцияның   шегі  мен  

үзіліссіздігі 

     Анықтама.  Cz   нүктесі  nz   тізбегінің  шегі  деп  

аталады, егер  (төменде N  - натурал  сандар  жиыны )                   

        .,:0    zzzznnNn nn  

Бұл  жағдайда  n
n

zz


 lim   немесе  zz
nn  


 деп  жазады 

да,  тізбекті  жинақты тізбек  деп  атайды. Егер  zzn  болса,  

онда белгілі  бір  Nn     номерінен  бастап  nz   тізбегінің  

барлық  мүшелері  Cz   нүктесінің    - маңайында  

жататыны  анықтамадан  шығады.  Сонымен  қатар  жинақты  

тізбек  шектеулі,  яғни  MzNnRM n  : .  Тағы  бір  

маңызды  жағдай: егер nz  жинақты  тізбек  болса,  онда  бұл  

тізбектің  шегі  біреу  ғана. 

     Теорема.       .ImImReRe zzzzzz nnn   

     Дәлелдеуі: Қажеттілігі.   Айталық  zzn  ,  онда  

  0,  zzzz nn . 

Nn   үшін   

                             zzzz nn ReRe ,          

                             zzzz nn  ImIm . 

Бұл  теңсіздіктерден   

                              zzn ReRe  ,    zzn ImIm  , 

екені  шығады. 

     Жеткіліктігі.  Ал  енді  zzn ReRe  ,  zzn ImIm    

орындалсын. Онда n  ұмтылғанда   

      0ImImReRe
222
 zzzzzz nnn , яғни 
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                                          zzn  . 

Бұл  теоремадан  комплекс    сандар  тізбегінің  ( nz )  жинақты  

болуы  екі  нақты  сандар  тізбектерінің,  nzRe   және  nzIm , 

тізбектерінің  жинақты  болуымен  пара-пар  екені  шығады. 

     Теорема  (Коши  критерийі).  nz   тізбегі  жинақты  болу  

үшін  оның  фундаментальды  болуы  қажетті  және  жеткілікті,  

яғни                 

       

  .,

:0



 





 npnnpn zzzz

NpnnNn
 

     Комплекс айнымалы  функцияның  берілуі  

  fDzzfw  ,  анықталу  облысы  
2RD f    болатын  екі 

нақты RRu  2
  және  RRv  2

 функцияның  

берілуімен  пара-пар.  Бұл  жағдайда   u  функциясы  f  

функциясының  нақты  бөлігі  деп, ал  v  функциясы f  

функциясының  жорымал  бөлігі  деп  аталады,  яғни    

                  yxivyxuzffvfu ,,,Im,Re  .   

Сонымен  CCf :  функциясын  зерттеу      x  және  y  

тәуелсіз  айнымалыларына  байланысты   екі  u  және  v   

сандық  функциялардың    қасиеттерін  қарастыруға  тіреледі. 

     Анықтама.  CCf :   функциясы  және    fD  жиынының  

0z  - шектік  нүктесі  берілсін. Егер  fD  жиынының  

нүктелерінен  түзілген  nz   тізбегі  үшін  

    










n

n
nn zfzzNnzz lim, 00   болса, 

онда  C   саны  f  функциясының  0z   нүктесіндегі  дербес  

шегі  деп  аталады. 

    f  функциясының  0z  нүктесіндегі    барлық  дербес  шектер 
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     жиынын    0zE f    арқылы  белгілейміз. 

     Анықтама.  Егер   0zE f   жиынының  бір  ғана  элементі  

болса,  онда  ол  f  функциясының  0z   нүктесіндегі  шегі  деп  

аталады  және   zf
zz 0

lim


  арқылы  белгіленеді. 

     Анықтама.  Егер     fnn DzNnzz  ,0   

 үшін    0
0

lim zfzf n
zz




 шарты орындалса,  онда  f  

функциясы  fDz 0   нүктесінде  үзіліссіз  деп  аталады. 

     Егер  fDz 0   және  ол fD  жиынының  шектік  нүктесі  

болса,  онда  f  функциясы  0z   нүктесінде   үзіліссіз  болады  

сонда  тек  сонда  ғана,  егер     0
0

lim zfzf
zz




. 

     Анықтама.  Егер  

        
     ,,

:,,,00

21

2121









zfzf

zzDzDz ff
 

теңсіздігі орындалса, онда f  функциясы  fD  жиынында  

бірқалыпты  үзіліссіз болады. 

     Бірқалыпты  үзіліссіз  функция  үзіліссіз  болатыны  айқын,  

бірақ  кері  ұйғарым  әрқашан  орындала  бермейді.  Мысалы: 
2zw   үзіліссіз  функция,  бірақ  ол  бірқалыпты  үзіліссіз  

болмайды. 

 

                   Өзіндік  бақылау  сұрақтары 

1. Кеңейтілген  комплекс    жазықтық  дегеніміз  не? 

2. Риман  сферасы  деген  не? 

3. Стереографиялық  проекцияның  негізгі  формулалары  

қандай? 

4. Тізбектің  шегінің  анықтамасы.   

5. Коши  критерийі. 

6. Функцияның  үзіліссіздігінің  анықтамасы. 

7. Функцияның  бірқалыпты  үзіліссіздігі.    
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     Мысал 1.  Риман  сферасында   мына  нүктелердің   

1)  1z  

2)  1z  

3)  iz   

4)   
2

1 i
z


      

бейнелері  қандай? 

     Шешуі: 

    (11)  формуласы  бойынша 

   
2

2

22
1

,
1

,
1 z

z

z

y

z

x








  .  Бізде    0,11 z ,  

 0,12 z ,   1,03 z ,  









2

1
,

2

1
4z .  Берілген  iz   

нүктелерінің   4,1i   бейнелерін сәйкес  iZ   деп   белгілейміз.  

Сонда берілген  нүктелердің  бейнелері 

 









2

1
,0,

2

1
1Z ,   










2

1
,0,

2

1
2Z ,  










2

1
,

2

1
,03Z ,  
















2

1
,

4

2
,

4

2
4Z    болады. 

Бұл    төрт  нүкте  экваторда  жатыр  және   олардың     ендіктері   

сәйкес     
4

,
2

,,0


    сандарына тең параллельде  жатыр. 

     Мысал 2.  Стереографикалық  проекция  жасағанда  С  

жазықтығындағы параллель  түзулер  үйіріне  Риман  

сферасында не  сәйкес келеді? 

     Шешуі:  С  жазықтығындағы  Oy   осі  арқылы  өтетін 

параллель  түзулер  үйірін  қарастырайық.   Айталық  бұл  

үйірдің  бір  түзуі  координаталар  бас  нүктесі  арқылы  өтетін  

болсын  және   Ox  осімен    бұрыш  жасайды   делік: 

zarg . Егер Cz  нүктесі   zarg   сәулесінде  жатса,  

онда  оған  сәйкес  келетін   ,,Z   нүктесінің мынадай 
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қасиеті  бар:   iarg -нің  басты  мәні     болады.  

Сондықтан Z  нүктесі     бұрышына  сәйкес  келетін  жарты 

меридианда  жатыр.  Демек     cтереографикалық  проекция  

жасағанда    zarg  сәулесінің  образы       бұрышына  

сәйкес  келетін  жарты меридиан  болады  (солтүстік  және  

оңтүстік  полюстерді  қоспағанда). Айталық  

tgkbkxy  ,  - бұл  берілген  үйірдің  кез  келген 

басқа  бір  түзуі  болсын. Егер    SZ   ,,  нүктесі   

iyxz   нүктесіне  сәйкес  келсе,  онда  (11)  формула  

бойынша   

2

2

22
1

,
1

,
1 z

z

z

bkx

z

x










  . 

Бұдан    


 1
1

2
bk

z

b
k   шығады.  Сондықтан  

Z  нүктесінің  координаталары    ,,   мына  теңдеулерді  

қанағаттандырады: 

                         bbk                    

                          
4

1

2

1
2

22 







  . 

     Демек  Z  нүктесі  соңғы  екі  теңдеумен  анықталатын  

шеңберде  жатыр.   1,0,0  нүктесі  осы  теңдеулерді  

қанағаттандыратын  болғандықтан,  барлық  осындай  

шеңберлер  солтүстік  полюс  арқылы  өтеді. 

     Сонымен  С  жазықтығындағы параллель  түзулер  үйіріне  

Риман  сферасында  шеңберлер  үйірі  сәйкес  келеді,  олардың  

әрқайсысы  солтүстік  полюс  арқылы  өтеді.       

     Мысал 3.  Егер     n   ұмтылғанда    0nz   болса,  

онда   
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11 









n

n

n

z
    екенін  дәлелдеу  керек. 

     Шешуі:   Мына  айырманы  бағалайық:  11 









n

n

n

z
.  

                 












n

k
k

k

nk

n

n

n

n

z
C

n

z

1

11    болғандықтан    

                             
























 



1111
11

n

n

k

k

n
n

k

k

n

n

k
k

k

nk

n

n

n

n

z

n

z
C

n

z
C

n

z
 

                              011

1
1ln


























n
Oz

n

z
n

n

n

ee ,   n .   

     Демек,   11 









n

n

n

z
. 

     Мысал 4.  Егер   nz   тізбегі  жинақты  және  0lim 


n
n

z  

болғанмен  де,   nza r g   тізбегі  жинақсыз  болуы  мүмкін  

екеніне  мысал  келтіреміз. 

     Шешуі:   Мысалға   

                                
 

2

1
1

n
iz

n

n


   

тізбегін  қарастырайық.   Бұл  жинақты  тізбек  және   

                                1lim 


n
n

z . 

22
4

1
k

i
z k  ,   

 2
12

12
1




k

i
z k   

 болғандықтан,   

                               
22

4

1
arg

k
arctgz k    
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 2

12
12

1
arg




k
arctgz k  .    

     Шекке  көшсек  

                     
,arglim

,arglim

12

2














k
k

k
k

z

z
   

демек   nzarg  тізбегі  (екі  шектік  нүктесі  бар  болғандықтан) 

жинақсыз. 

       Айта  кетелік    0lim 


n
n

z    болса  да,     nzarg   тізбегі    

жинақсыз  болуы  мүмкін  екен. Мысалы:   
n

e
z

ni

n



 ,    

мұндағы   



















,12,
8

,2,
4

kn

kn

n





   болсын  делік. 

     Онда  0lim 


n
n

z ,    

,
8

arglim

,
4

arglim

12

2
















k
k

k
k

 

яғни   nzarg    жинақсыз  тізбек. 

     Мысал 5.  Тізбектің  шегін  табыңыз:  
 









0 !n

n

n
n

i
z


. 

     Шешуі:  Тізбектің  фундаментальды  екенін  дәлелдейік.  

0 ,  Nn ,  Np   болсын.  Онда   барлық  жеткілікті  

үлкен n  және Np  үшін                                                                                                     

   






 











pn

nk

kpn

nk

k

npn
kk

i
zz

11 !!
, 
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себебі сандық  қатар  


1 !k

k

k


  жинақты болуы  себепті n   өскен  

сайын  бұл қатардың   қалдығының  қосындысы  нольге  

ұмтылады. 

Енді   
 









0 !n

n

n
n

i
z


  тізбегінің  шегін  есептейік: 

              

 

...
!7!6!5!4!3!2

1

!
765432

0











iiii

n

i
z

n

n

n






  

Комплекс     сандар  тізбегінің  жинақтылығы   оның  нақты  

бөлігі  мен  жорамал  бөліктерінің  тізбектерінің  

жинақтылығымен  пара-пар  болғандықтан 

                ...
!6!4!2

1Re
642




nz ,    

                ...
!7!5!3

Im
753




nz      

Онда 

                          
.0sinImlim

,1cosRelim













n
n

n
n

z

z
 

Демек,            1lim 


n
n

z . 

     Мысал 6.  

n

n n

n
i 












 1
1lim

2
 шегін  табу  керек. 

     Шешуі:  

n

n
n

n
iz 












1
1

2
  болғандықтан 

            
 

2

22

2

1
1

n

n

n

n
z
















 ,    

1
arg

2 


n

n
arctgnzn  .  
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  1

lim
lim

21
22

2










n

n

n

n
n

n
ez ,  

Ары  қарай               

                       
11 22 


 n

n

n

n
arctg ,    

           1
1

lim
1

limarglim
2

2

2








 n

n

n

n
arctgnz

nn
n

n
     

болғандықтан 

                        .1sin1coslim i

n
n

eiz 


 

     Мысал 7.    
n

insh
zn

)(
   тізбегінің  шегін  табу  керек. 

     Шешуі:    
2

zz ee
shz


   болғандықтан 

     

 

 .,0
sin

2

sin2

2

sincossincos

2

)(












n
n

n
i

n

ni

n

ninnin

n

ee

n

insh
z

inin

n

 

Сонымен  

               0
)(

limlim 
 n

insh
z

n
n

n
. 

 

     Мысал 8. Мына келесі берілген 

       
221

1

1
,

1

1

z
zf

z
zf





  функциялары   1:  zCz   

облысында   үзіліссіз  бола  ма,  сонымен  қатар  бірқалыпты  

үзіліссіз  бола  ма? 

     Шешуі:  Айталық  0z  нүктесі  берілген  облыстың  кез  

келген  нүктесі  делік.  Онда  01 0  z  болады  да,  екі  

үзіліссіз  функцияның  қатынасы  да  үзіліссіз  функция  
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болатыны туралы  теорема  бойынша   
z

zf



1

1
1   функциясы  

берілген  облыста  үзіліссіз.  Келесі   
22

1

1

z
zf


   функциясы  

да  берілген  облыста  үзіліссіз.  Сонымен  берілген  екі  

функцияның  екеуі  де  өздерінің  анықталу  облысында  

үзіліссіз.  Енді бұл  функцияларды бірқалыпты  үзіліссіздікке  

тексеріп  көрейік. 

     Айталық  
n

z
n

z nn

2
1,

1
1    болсын.  Онда   

n   ұмтылғанда       0
1

, 
n

zzzz nnnn . 

Сонымен  бірге  n   ұмтылғанда   

          
 







211

,
, 11

n

zz

zz
zfzf

nn

nn
nn


 . 

Сонымен   
z

zf



1

1
1   функциясы  берілген    облыста  

 1:  zCz   бірқалыпты  үзіліссіз  болмайды. 

Ал  енді  


















n
iz

n
iz nn

2
1,

1
1   болсын.  

Онда  n   ұмтылғанда 

   0
1

, 
n

zzzz nnnn . 

Олай  болса   n   ұмтылғанда      

     
   

   







411
,

22

22

22

n

zz

zz
zfzf

nn

nn

nn . 

Сонымен  
22

1

1

z
zf


   функциясы  да  берілген  облыста  

бірқалыпты  үзіліссіз  болмайды. 
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     Мысал 9.    2

1

zezf


   функциясы 

   RzCzD f  0:  облысында  бірқалыпты  үзіліссіз  

бола  ма? 

     Шешуі:  Екі  үзіліссіз  функцияның  композициясы  

болғандықтан    2

1

zezf


   функциясы   үзіліссіз.  Енді  

бірқалыпты  үзіліссіздігін  тексеріп  көрейік.   Бұрынғыдай  

iyxz   болсын.    Онда  

 
 

,
2

2

11
222

22

222
yx

xyiyx

xyiyxz 





      

         
   222222

22

2

2
1

yx

xyi

yx

yx

z eee 






     болады. 

Айталық     


















n
z

n
z nn

2ln

1
,0,

ln

1
,0    болсын.  

Онда  Nn ,  fnfn DzDz  ,    болса, 

n   ұмтылғанда          0
2ln

1

ln

1
, 

nn
zz nn . 

Ал  енді  n   ұмтылғанда    

                             

      nnneezfzf nn

nn 2, ln2ln . 

     Демек,    2

1

zezf


   функциясы  берілген  облыста  

бірқалыпты  үзіліссіз  болмайды. 

 

 §5.  Комплекс  айнымалы  функциялардың  

дифференциалдануы 

     Анықтама.  CCf :   және  fDz 0   болсын.  Егер  

fDD   болатындай  0z   нүктесінде үзіліссіз   CC :       
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 функциясы  табылып,  fDz    үшін      

                                zzzzfzf 00   

теңдігі  орындалса,  онда  f   функциясы  0z   нүктесінде  

дифференциалданады. 

     Егер  0z   нүктесі  fD   жиынының  шектік  нүктесі  болса,  

онда    0z   саны    f   функциясының  0z   нүктесіндегі  

туындысы  деп  аталады  және   0zf     арқылы  бейнеленеді,  

яғни 

                                                 00 zzf  . 

     Теорема.  CCf : ,   fDz 0   болсын  және  0z   нүктесі  

fD   жиынының  шектік  нүктесі  болсын.  Егер  f   функциясы  

0z   нүктесінде  дифференциалданатын  болса,  онда 

                                   
   

 0

0

0

0

lim zf
zz

zfzf

zz







 

туындысы   бар  болады. 

     Егер  CCf :  функциясы  fDz 0   нүктесінде  

дифференциалданса  (жоғарыдағы  анықтама),  онда  функция  

бұл  нүктеде  С-мағынасында дифференциалданады   дейміз.  

Егер RRg 2:   функциясы   00 , yx  нүктесінде (оның 

 00 , yx  нүктесіндегі өсімшесі 

   
   

 








 y

y

yxg
x

x

yxg
yxg 0000

00

,,
, , мұндағы  

,22 yx    0  ұмтылғанда  0 ),   
2R -

мағынасында  дифференциалданады  дейді.  Жалпы  комплекс     

айнымалы  функцияны          iyxzyxivyxuzf  ,,, , 

түрінде  жазуға  болатындықтан,  С-мағынасында  

дифференциалдану  мен  
2R -мағынасында  дифференциалдану  
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арасында  қандай  байланыс  бар  деген  сұрақ  тууы  орынды.  

Ол  байланысты  келесі  теоремадан  байқаймыз: 

     Теорема.  ( CCf :   функциясының  дифференциалдану  

критерийі). CCf :   функциясы   (мұндағы   

     yxivyxuzf ,,  )  000 iyxz   нүктесінің  маңайында  

анықталсын.  f   функциясының  0z   нүктесінде  

дифференциалдануы  үшін  u  және  v   функциялары  00 , yx  

нүктесінде 
2R -мағынасында  дифференциалдануы  және  

олардың  дербес  туындылары үшін  бұл  нүктеде                      

       
x

yxv

y

yxu

y

yxv

x

yxu

















 00000000 ,,
,

,,
 

теңдіктері  орындалуы  қажетті  және  жеткілікті.   

     Бұл  теңдіктерді  Коши-Риман  шарты  деп  атайды. 

     Анықтама.  Егер CG   облысында  анықталған   zfw    

функциясы  Gz  үшін  дифференциалданса,  онда  функция  

G   облысында  аналитикалық  немесе  голоморфты функция 

деп  аталады.   

     Анықтама.  Егер   zfw    функциясы  Cz   нүктесінің  

маңайында  аналитикалық    болса,  онда  оны  Cz   

нүктесінде  аналитикалық  функция  дейді. 

     Айталық  CCf :   функциясы   fDz 0  нүктесінде  

дифференциалданатын  болсын.  Онда анықтама  бойынша  

fDz  оның  0z  нүктесіндегі  өсімшесі  

                           zzzzfzfzf 000  ,                   (1)                            

мұндағы     функциясы  0z   нүктесінде  үзіліссіз   және  

   00 zzf  .  (1) теңдігін  мына  түрде  жаза  аламыз:                          

      0000 ,,, zzzzzzzzzzf   , 
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мұндағы            ., 0000 zzzzzzz     

Сонымен  0z  нүктесінде дифференциалданатын f  

функциясының  өсімшесі  екі  қосылғыштың  қосындысынан  

тұрады,  біріншісі    zzf 
0 ,  ал  екіншісі    zzz ,0 ,  

мұндағы    дегеніміз 0zz   ұмтылғанда  нольге  ұмтылатын  

шексіз  аз  шама. Енді  (1) –ді   былай  жазсақ  болады:   

                              zozzfzzf  00 , .                      (2)                                 

Егер    azf 
0   деп белгілесек,     zozazzf  ,0   

болады  да,  f  функциясының  0z  нүктесінде 

дифференциалдану  шарты  шығады  немесе  оны 

                           
 

 0

0

0

,
lim zfa

z

zzf

z







                         (3)                                          

түрінде  жазуға  болады. 

 

                         Өзіндік  бақылау  сұрақтары 

1. Функцияның   нүктеде  дифференциалдануы. 

2. Функцияның  туындысы. 

3. Функцияның  дифференциалдану  критерийі. 

4. Коши-Риман  шарттары. 

5. Аналитикалық  функция  дегеніміз  не? 

 

     Мысал 1.  Мына  функция 

 

























0,0

,0,
22

3

4

3

5

22

3

5

3

4

z

z
yx

yx
i

yx

yx

zw    

0z   нүктесінде  дифференциалданбайтынын  дәлелдеу  

керек. 
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     Шешуі:  Дәлелдеу  үшін  
 
z

zw

z 0
lim


  шегінің  жоқ  екенін  

көрсетейік.  Айталық  iyxz   болсын. Онда   

     





























0,0

,0,
222

3

8

3

4

3

4

3

8

222

3

7

3

5

3

5

3

7

z

z
yx

yxyx
i

yx

yxyx

z

zw
 

Бұдан,  егер    0 xy   болсын  деп  алсақ,  онда 

       
 

2

1

4

2
limlim

4

4

00


 x

x

z

zw

xz
.  Егер  0 xz   болса,  онда  

 
0lim

0


 z

zw

z
  болады.  Айтылғандардан  

 
z

zw

z 0
lim


  шегінің  

жоқ  екенін   және  w   функциясының  0z   нүктесінде  

дифференциалданбайтынын  аламыз. 

     Мысал 2. Берілген   

    133 3223  yyxixyxw ,  CDw  , функциясының 

аналитикалық функция  екенін  дәлелдеу  керек. 

     Шешуі:  Берілген  функцияның  нақты  және  жорамал  

бөліктері  сәйкес 

     13,3 3223  yyxvxyxu . 

  Бұл  функциялар  дифференциалданады  және  Коши-Риман  

шарттары  да  орындалады: 

               

.6,6

,33,33 2222

xy
x

v
xy

y

u

yx
y

v
yx

x

u




















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.

,

x

v

y

u

y

v

x

u



















     

Онда   xyiyx
dz

dw
633 22    екені  шығады. 

     Мысал 3.       yxivyxuzf ,,    функциясы  D   

облысында  аналитикалық  функция  болсын.  Егер  Dz ,   

)(22 constaavuvu    болса,  онда  D   облысында  

constf    болатынын  дәлелдеу  керек. 

     Шешуі:  avuvu  22
  өрнегін  x   және y   бойынша  

дифференциалдаймыз. 

                                       

   

    .022

,022























y

v
vu

y

u
vu

x

v
vu

x

u
vu

                      

Енді     00  zf   орындалатын  Dz 0   нүктесі  табылады  

деп  кері  жориық. Онда  жоғарыдағы  теңдіктердің   

vuvu 2,2    өрнектеріне  қатысты  тривиальды  

шешімдері ғана  болады,  яғни  0 vu . Бұл  -  біздің  

жоруымызға  қарама-қайшылық.  Демек  Dz   үшін  

  0 zf ,  яғни D   облысында    constzf  . 

     Мысал 4.  ivuf    функциясы  үшін  Коши-Риман  

шарттарын  полярлық  координатада  жазу  керек      

(
22,sin,cos yxrryrx   ).  

     Шешуі:  Күрделі  функцияны  дифференциалдау  ережесі  

бойынша 
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  sincos 


































y

u

x

u

r

y

y

u

r

x

x

u

r

u
, 

                                 




cossin r
y

u
r

x

uy

y

ux

x

uu



































 

теңдеулерін  аламыз.  Бұл    теңдеулерді  
x

u




  және  

y

u




  

өрнектеріне  байланысты  шешсек,                                                 

                                 

r

u

r

u

y

u

r

u

r

u

x

u 









cos
sin,

sin
cos 





























 

аламыз.  Сол  сияқты   

                                  

r

v

r

v

y

v

r

v

r

v

x

v 









cos
sin,

sin
cos 





























 

шығады.  Енді  Коши-Риман  шарттарын  жазсақ: 

                                   

,
cos

sin
sin

cos
r

v

r

v

r

u

r

u 







 



















                        (1)                    

                              

r

v

r

v

r

u

r

u 









sin
cos

cos
sin 



















        (2)           

    

болады.  (1)-ді  cos -ге,  ал  (2)-ні  sin -ге  көбейтіп  қосатын  

болсақ,  онда   

                                   







 v

rr

u 1
 

шығады.  Ал  енді  (1)-ді sin - ге,  ал  (2)-ні  cos -ге  

көбейтіп  қосатын  болсақ,  онда  

                                    
r

vu

r 










1
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теңдігін  аламыз.   Сонымен   ivuf    функциясы  үшін  

Коши-Риман  шарттарын  полярлық  координатада  жазсақ: 

                          







 v

rr

u 1
,      

r

vu

r 










1
. 

     Мысал 5.  Берілген      zzzfw Re     ( CD f  )  

функциясының  0z   нүктесінде  дифференциалданатынын  

дәлелдеу  керек.   0f    мәнін  есептеу  керек. 

     Шешуі: iyxz   деп есептеп  берілген функцияны  былай 

жаза  аламыз:   ixyxivuzf  2
. Демек                 

xyvxu  ,2
.                                            

.,0,,2 y
x

v

y

u
x

y

v
x

x

u




















    Сөйтіп 

            ,0








x

y

v

x

u
 

            ,0








y

x

v

y

u
 

яғни  Коши-Риман  шарттары  тек  қана  0z   нүктесінде  

орындалады.  Анықтама  бойынша   

                           

 
      

 
.0limlim

limlimlim0

022

2223

0
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0
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0
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


























x
yx

xyyixyixx

yx

iyxixyx

iyx

ixyx

z
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f

x
y
x

y
x

y
xz

 

Сонымен     00 f . 

     Мысал 6.  Мына    xyzf       ( CD f  )  функциясы  
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үшін Коши-Риман  шарттары  тек  қана  0z   нүктесінде  

орындалады,  бірақ  туындысы  жоқ  екенін  дәлелдеу  керек. 

     Шешуі:  CCf :   функциясын       yxivyxuzf ,,    

түрінде  қарастырсақ,  онда    0,  vxyu   болады.  Екі  

айнымалыдан  тәуелді  функцияның  дербес  туындысы   

анықтамасы  бойынша   

       

     

     
.0

0,0,0
lim

0,0

,0
0,00,

lim
0,0

0
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




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










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uyu
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x

uxu

x
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y
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Берілген  функцияда  0v   болғандықтан,  0









y

v

x

v
  

болады.  Демек  0z   нүктесінде  Коши-Риман шарттары  

орындалады. 

 Ал  енді туындысы жоқ  екенін  дәлелдейік. Ол  үшін  

(3) шартын  тексерейік. Мынаны ескеріп             

      iyxzzxyfzfzf  0,0,0 ,  

келесі   қатынасты  қарастырайық:  
 

iyx

xy

z

zf






 ,0
.  Егер   

  0,0,  xxz   болса,  онда  0z   және                                

 
.0

,0
lim

0






 z

zf

z
 

     Айталық  0,0  xx   және  xy    болсын. Онда  

0z   және 
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 
 

.
2

1

1

,0 i

ix

x

z

zf 








  Сонымен  қарастырылған  

жағдайларда әртүрлі шектер  алынғандықтан  
 

z

zf

z 





,0
lim

0
  

шегі  жоқ  және  0z   нүктесінде  берілген   xyzf   

функциясының  туындысы  жоқ.  

(   xyyxu ,   функциясы   0,0   нүктесінде  

дифференциалданбайды,  шындығында берілген  функцияны  

былай  жазсақ  болады :    
222 zzzf  ,  ал    zzf    

қарапайым  функциясының  жазықтықтың  ешбір  нүктесінде 

комплекс  анализ  мағынасында  туындысы  жоқ,  яғни  

  zzf    функциясы    жазықтықтың  ешбір  нүктесінде  

голоморфты  емес.) 

 

                              Өзіндік  жұмысқа  жаттығулар 

     1.  Келесі  комплекс  сандардың  модулі  мен  аргументінің  

басты  мәнін  табу  керек: 

.
2

3
,sincos)

,
5

sin
5

cos)

,322)

,34)

,7)

,34)

















izf

ize

izd

izc

izb

iza
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Жауабы: ;
4

3
,5) arctga  

;
7

1
,25)   arctgb   ;

4

3
,5) a r c t gc     

;
3

2
,4)  d  ;

5

4
,1)  e   

.2,1)  f  

     2.  Келесі  комплекс  сандарды  тригонометриялық  формада  

жазу  керек: 

,
2

0,
sincos1

sincos1
)

,
2

0,cossin1)

,22)

,2)

,2)

























i

i
ze

izd

izc

izb

za

 

Жауабы:   ;sincos2)  ia    ;
2

sin
2

cos2) 










ib    

;
4

3
sin

4

3
cos2) 








  ic   

  ;
24

sin
24

cossin12) 



























 id    

 ;sincos1)  ie   

     3.  Келесі  комплекс  сандарды  көрсеткіштік  түрде  жазу  

керек: 

,)

,2)

izb

za




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,
2

,cossin)

,31)

,)


















 ize

izd

izc

 

.35) izf   

 Жауабы:    ;2) iea   ;1) 2


i

eb    ;1) 2


i

ec


   ;2) 3

2
i

ed




  

;1) 2
i

ee















  ;34) 5

3
iarctg

ef  

  4.  Есептеу  керек: 

          

  ,22)

,
1

31
)

7

40

ib

i

i
a





















     

           

 

.
1

1
)

,33)

8

6
















i

i
d

ic

 

Жауабы:    ;312) 19 ia     ;12) 10 ib     ;1728)c   .1)d  

5. Түбірдің  барлық  мәндерін  табу  керек: 

             

.)

,)

,)

,1)

4

3

4

id

ic

ib

a





 

Жауабы: ;
2

1
)

i
a


       ;1

2

1
) ib      ;,3

2

1
) iic     
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.
8

3
sin

8

3
cos,

8
sin

8
cos) 

















 


iid  

     6. Комплекс  жазықтықта  келесі  шарттарды  

қанағаттандыратын  z  нүктелер  жиынын  табу  керек: 

а)  85  iz ; 

б)  41  iz ; 

в)  
2

arg
4

,21


 ziz ; 

г)  


3

4
arg

8
,32  zz ; 

д)  1
1

1






z

z
; 

е)  1Im0  z ; 

ж)  221  iz . 

З)   izz 1  

и)   2Re1  z  

Жауабы:    

 a)   Центрі iz 5  нүктесінде, радиусы 8r   болатын шеңбер; 

 б) Центрі iz 1    нүктесінде, радиусы 4r  болатын 

дөңгелек;  

в) 
4

arg


z  және 
4

arg


z  сәулелерімен және  радиустары 

2,1  rr  центрі iz   болатын шеңберлермен  шектелген 

сақинаның бөлігі;  

 г) 
8

arg


z  және  
3

4
arg z   сәулелерімен және радиустары 

3,2  rr  центрі 0z      нүктесінде болатын шеңберлермен  

шектелген сақинаның бөлігі.  

д) OY  өсін қоса алғандағы оң жақтағы жарты жазықтық ; 

е) 0y  және 1y   түзулерінің арасындағы  жолақ, бұл   
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түзулер де жиынға тиісті; 

ж) Центрі  iz  20  нүктесінде, радиустары 2,1 21  RR   

болатын шеңберлермен шектелген сақина. Екі шеңбер де 

жиынға кіреді; 

з) xy    түзуінің астында жатқан жарты жазықтық; 

и) 1x  және 2x    түзулерінің арасындағы жолақ. 

7. Қандай  қисықтар  келесі  теңдеулермен  анықталады? 

    

,
2

11
Im)

,1Re)

,2Im)

2

2














z
c

zb

za

 

     

.6Im3)

,4)

,Im2Im)

,1
1

Re)

2
















zzg

izizf

zzze

z
d

 

 Жауабы: 1) xya гиперболасы; 1) 22  yxb гиперболасы;       

  11)
22  yxc шеңбері;   

4

1

2

1
) 2

2









 yxd  шеңбері; 

  1) xye  гиперболасы;  1
43

)
22


yx

f  эллипсі; 

  1

2

23

4

3

4

9

)
2

2

2

2





































x
y

g  гиперболасы.      

     8. Тізбектердің  шегін  табу  керек: 
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   ;
1

1) n
i

n e
n

za











  

    

;)

;31)

;)

2n

e
zd

izc

n

i
zb

in

n

n

n

n

n







 

   

.)

;
2

sin
2

cos)

;sin)

n

shin
zg

n
in

n
nzf

n

i
nze

n

n

n








 

Жауабы: ;0);1) ba )c  тізбектің  шегі  жоқ; 

););0) fied  тізбектің  шегі  жоқ; .0)g           

     9. Келесі  функциялар  өзінің  анықталу  облысында  

аналитикалық  функция  бола  ма? 

 

;Re)

;)

;)

;)

;)

2

2

zzwe

ewd

zzwc

zewb

zzwa

z

z











                           

.)

;Im)

;Im)

;Re)

;3sin)

chzwj

zzwi

zzwh

zzwg

izwf











   

Жауабы: a) аналитикалық  емес  функция; b) аналитикалық  

функция; c) аналитикалық  емес функция; d) аналитикалық 

функция; e) аналитикалық  емес функция; f) аналитикалық 

функция; g) аналитикалық  емес функция; h) аналитикалық  

емес функция; i) аналитикалық  емес функция;  j) аналитикалық   

функция. 
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II.  КОМПЛЕКС  ЖАЗЫҚТЫҚТАҒЫ  ЭЛЕМЕНТАР  

ФУНКЦИЯЛАР 

                     §1.    Бөлшекті-сызықты  функциялар  

     Бөлшекті-сызықты  функция  деп 

                                    
dcz

baz
zw




                                           (1)  

түріндегі  өрнекті  айтады,  мұндағы ,, CbCa   ,Cc                      

Cd    және  0bcad  (өйткені,  егер 0bcad   болса,  

онда   constzw  ).  Егер  0,0  dc   болса,  онда  (1)  

функциясы  сызықтық  функция болады: 

                                BAz
d

b
z

d

a
w  . 

     Бөлшекті-сызықты  функция   w  тек  қана  екі  нүктеден,  

 21 , z
c

d
z  басқа    барлық  Cz  үшін  анықталған.  

Егер  0c   болса,  бұл  нүктелер  беттеседі.  Енді   w   

функциясының  осы  екі  нүктедегі шектік мәндері   1zw  және 

 w :   

                             
c

a
zwzw  21 ,  

дей  отырып,      w   функциясын    бүкіл  кеңейтілген  

жазықтыққа, яғни  C -ға  жалғастырамыз.   Сонда  бөлшекті-

сызықты  функция   C -дан  C -ға  үзіліссіз  бейнелеу  бола  

отырып,    C -да  үзіліссіз  функция  болады.  (1)  -ді  теңдеу  

ретінде  қарастырып  z -ке  байланысты  шешсек,  онда 

                                       
acw

bdw
z




                                          (2)                    

шығады.  Тағы  да  C -да  анықталған  бөлшекті-сызықты  

функция   шықты. 

     Сонымен  мынадай  теорема  алдық: 
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     Теорема. Кез  келген    бөлшекті-сызықты  функция   (1)  C -

ны  C -ға  голоморфты (өзара бірмәнді  және  үзіліссіз)   

бейнелейді. 

     Бөлшекті-сызықты  функцияның   туындысы 

                        
 2dcz

bcad

dz

dw




  

нөлге  тең  емес  және  барлық   21,\ zzCz   үшін  ақырлы.  

Жалпы  бөлшекті-сызықты  функция   w   арқылы  бейнелеу  

барлық  Cz   үшін  конформды  бейнелеу болады. 

     Анықтама.    Егер  z   және    
z   нүктелері  шеңбердің  

центрі  0z   нүктесінен  шығатын бір сәуледе  жатса  және  

олардың  центрден  қашықтықтарының  көбейтіндісі  сол  

шеңбердің  радиусының  квадратына  тең  болса,  онда   z   

және    
z   нүктелері  шеңберге  (радиусы  ақырлы)  қарағанда  

симметриялы  деп  аталады. 

Ал   енді   z   нүктесіне шеңбердің центріне  қарағанда  

симметриялы   
z   нүктесін     

                                      

0

2

0
zz

R
zz




                                   (3)                                                                                           

формуласымен  табуға  болады, мұндағы  R  шеңбердің  

радиусы.  

     Бөлшекті-сызықты  бейнелеу  L     төрт  комплекс параметр         

( dcba ,,, ) еніп  тұрған  

                                       
dcz

baz
w




    

формуласымен  беріледі.     

Бұл  бейнелеуде  алымын  да,  бөлімін  де  бір  нөлден  өзгеше    

параметрге  бөлсек,  онда  ол  үш  айнымалыдан  тәуелді  

болады.  Сондықтан  бөлшекті-сызықты  бейнелеуде  үш  нүкте  

бір  ғана  жолмен  сәйкес  үш  нүктеге  бейнеленеді. 

       Теорема.  Қандай  да  болмасын  әртүрлі  үш 

CzCzCz  321 ,,  нүктені    басқа  әртүрлі  үш  
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CwCwCw  321 ,,  нүктелеріне көшіретін  бір  ғана  

бөлшекті-сызықты  бейнелеу  L   бар,  яғни  

   .3,2,1,  kwzL kk  

     Бөлшекті-сызықты  бейнелеу  L   төмендегі  формуламен  

анықталады: 

                     
13

23

2

1

13

23

2

1

ww

ww

ww

ww

zz

zz

zz

zz



















.                    (4) 

  

          §2. Дәрежелік  және  көрсеткіштік  функциялар 

     Дәрежелік  
nzw  ,  ( Cz )  функциясы  C   комплекс   

жазықтықта аналитикалық  функция  болады.  Бұдан  

01  nnz
dz

dw
,  0z   болғандықтан дәрежелік  функция  

арқылы  бейнелеу әр  нүктеде  0\Cz  конформды  бейнелеу  

болады. 

     Көрсеткіштік  функция  
zew  ,  Cz .   Бұл  функцияны 

былай  жазсақ  та  болады:   

                         yiyeeeivuw xiyxz sincos  
. 

Көрсеткіштік функция  
zew  , Cz   аналитикалық  

функция  болады.  Шынында  да  

                              

ye
x

v

y

u

ye
y

v

x

u

x

x

sin

,cos






















 

теңдіктері  орындалады,  яғни  u  және   v   функциялары  

Коши-Риман  шарттарын  қанағаттандырады. 

     
zew   көрсеткіштік  функциясының  келесі  қасиеттерін  

атай  кетелік: 

1. 2121 zzzz
eee 


,  мұндағы  21 , zz  - кез  келген  

комплекс  сандар; 
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2.  ,...2,1,0,2  kee zikz 
,  яғни  

ze  - периодты   

функция,  периоды  i2 . 

     Көрсеткіштік    
zew     функциясына  кері  функция   

                                                Lnwz   

көпмәнді  функция  болып  табылады. 

                           ZkkiwiwLnw  ,2argln  . 

     Бұл  көпмәнді  функцияда  0k   мәнін  басты  мәні  деп  

атайды  да,  zln   арқылы  белгілейді: 

                                     wiww arglnln  . 

                          Өзіндік  бақылау  сұрақтары 

1. Бөлшекті-сызықты  функция  дегеніміз  не? 

2. Шеңберге  қарағанда  симметриялы  нүктелер  деген  

қандай  нүктелер? 

3. Бөлшекті-сызықты  бейнелеу  қандай  формуламен  

анықталады? 

4. Дәрежелік  функция  және  көрсеткіштік  функциялар. 

5. Көпмәнді  логарифмдік  функциясы.            

     Мысал 1.  Берілген  Raa
iaz

iaz
w 




 ,0, , 

бейнелеуімен Oy  өсінің  бейнесі қандай  болады? 

     Шешуі:         iawww ,1,10  екені 

белгілі.  Үш  нүкте  ,1,1   нақты  өсті  анықтайды. 

     Мысал 2.   Ұштары     iziz 21,21 21       

нүктелерінде  тұрған  кесіндінің  бейнесі  берілген  
2

2






iz

iz
w   

бейнелеуімен  қандай  болады? 

 



 52 

     Шешуі:          iwizwizw 2,25,25 21    

болғандықтан,  берілген  кесінді  жатқан  2y   түзуінің  

бейнесі  2Im w   түзуі  болады.  Ақырлы  кесінді   21, zz   

шексіз  алыстатылған  нүктесі  бар,  ұштары 

iwiw 25,25 21    нүктелері  болатын  кесіндіге  

көшеді. 

     Мысал 3. 
 

iz

iz
w






12

12
  бейнелеуі  арқылы   

 1:  wCw  болатын бірлік  шеңберге бейнеленетін z  

жазықтығындағы  қисықты  табу  керек. 

     Шешуі:  Берілуі  бойынша 1w  болғандықтан 1ww  деп  

жазсақ  болады.  Осыдан   
  

  
1

1212

112






iziz

iziz
,  бұдан  

1zz   шығады,  яғни  ізделінді  кері  бейне -

 1:  zCz  бірлік  шеңбері екен.  

     Мысал 4. 
84

23






z

z
w   бейнелеуі арқылы  1:  zCzK   

бірлік  дөңгелектің    бейнесін   және нақты  өстің жоғарғы 

бөлігіндегі жарты  дөңгелектің  бейнесін  табу  керек. 

     Шешуі: Берілген  формула  бойынша   

   
12

1
1,

4

5
1  ww .  Бөлшекті-сызықты  бейнелеудің  

коэффициенттері  нақты  сандар  болғандықтан   нақты  өс  

нақты  өске  көшеді.  Бірлік  шеңбердің  бейнесі    шеңбер  

болады,  ол  шеңбердің  диаметрі  








4

5
,

12

1
  кесіндісі  болады.  
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 
8

3
0 w   екенін  ескере  отырып, K  бірлік  дөңгелегі        










12

7

3

2
:1 wCwK  дөңгелегіне көшетінін  байқаймыз.  

Айналу   ережесі  бойынша  жоғарғы  жарты  дөңгелектің  

бейнесі  төменгі   жарты  дөңгелек  болады.   

     Мысал 5.   1:  zCzK   дөңгелегін 

   1:  iwCwK   дөңгелегіне  көшіретін  және  1,0   

нүктелерін сәйкес 0,
2

i
  нүктелеріне  көшіретін  функцияны  

табу  керек. 

     Шешуі:  
2

i
w   нүктесіне симметриялы  

w  нүктесі  (3)  

формуламен  табылады: 

                              i

i
i

iw 





2

1
. 

Ізделінді бейнелеуді үш пар нүктенің сәйкестігінен 

анықтаймыз: 

                                       iww
i

w  )(,0)1(,
2

)0( . 

Сонымен  (4)  формуланы  қолданып 

                                    
2




z

izi
w  

бөлшекті-сызықты  бейнелеуін  табамыз. 

     Мысал 6.  
2zw    бейнелеуі арқылы  

222 ayx    

гиперболасының  оң  жақ  тармағының  неге көшірілетінін  табу  

керек.   

     Шешуі:  Егер  iyxz    болса,  онда  

  xyiyxiyxw 2222
 ,  

22Re yxz   болады.   
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      Сонымен    
222 ayx    гиперболасының  оң  жақ  

тармағының  бейнесі   
2au   түзуі  болады.  Берілген  

2zw    

бейнелеуімен  гиперболаның  оң  жақ  тармағы   түзуге  көшеді. 

     Мысал 7.  Берілген  
2zw    бейнелеуі арқылы 122  yx  

гиперболасының  оң  жақ  тармағы  мен  
4

arg


z   

сәулелерімен шектелген облыстың   неге көшетінін  табу  керек.  

     Шешуі:   Берілген  
4

a r g


z   сәулелері  122  yx  

гиперболасының  асимптоталары  болады.  Берілген  
2zw    

бейнелеуімен  
4

arg


z   сәулелері жорамал  өске  көшеді, 

 ал 122  yx  гиперболасының    оң  жақ  тармағы   1Re w   

түзуіне  көшеді.  Сонымен  122  yx  гиперболасының  оң  

жақ  тармағы  мен  
4

arg


z   сәулелерімен шектелген 

облыстың   бейнесі  1Re0:  wCwM   жолағы  

болады.  

     Мысал 8.  Берілген дәрежелік  функция  
2zw    

бейнелеуімен   0,Im:  constcczCzP    жарты  

жазықтығының  бейнесін  табу  керек.   

     Шешуі: Берілуі  бойынша  cy   болғандықтан  

22 cxu  ,  Rxcxv  ,2   екенін  білеміз.  Осыдан  x -ті  

тапсақ,  онда  
2

2

2

4
c

c

v
u    болады.  Енді  0c  екенін  ескере  

отырып,   0,Im:  constcczCzP    жарты  

жазықтығының  
2zw    бейнелеуі арқылы көшкен бейнесі  

2

2

2

4
c

c

v
u    параболасының  сырты  екенін  байқауға болады. 
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       Мысал 9.   
2

1 i
Ln


   есептеу  керек. 

       Шешуі:                            










kiiarctgki
i

i
ii

Ln  211ln2
2

1
arg

2

1
ln

2

1
 

.2
4

1
ik 








  

                                 §3.  Жуковский  функциясы 

     Мына  бейнелеу 

                                    









z
zw

1

2

1
                                        (5)                          

Жуковский  функциясы деп  аталады.  Бұл  функция   0\C   

облысында  аналитикалық  функция  болады.  Оның  туындысы  











2

1
1

2

1

zdz

dw
  бұл  облыста  1z   нүктелерінен  басқа  

нүктелерде  нөлге тең емес. Демек  (5)  бейнелеуі  C  комплекс  

жазықтығында  1z   нүктелерінен  басқа  нүктелерде  

конформды  бейнелеу  болады.  

     Жуковский  функциясының  бірпарақтық  облыстарын 

табамыз. Айталық    21 , zz   нүктелері C   жазықтығының  

әртүрлі  екі  нүктесі  арқылы w  жазықтығының бір ғана 

нүктесіне бейнеленетін, яғни    21 , zwzw   Жуковский  

функциясы мәндері  тең  болсын.  

                            

  .0
1

1

1111

21

21

21

21

2

2

1

1






























zz
zz

zz
zz

z
z

z
z

 

Бұдан  21 zz   болғандықтан  121  zz  шығады.  Демек  

Жуковский  функциясының  бірпарақтық  шарты  121  zz  

болады.  Сонымен  қандай  да  бір  аймақта  Жуковский  
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функциясы  бірпарақты  болу  үшін  бұл  аймақта    121  zz   

шартын  қанағатандыратын   21 , zz   нүктелері  болмауы  

қажетті  және  жеткілікті.  Мұндай  аймақтарға  мысал ретінде 

мына  жиындарды  алуға    болады: 

  1:1  zCzG ,   1:2  zCzG ,  

  0Im:3  zCzG ,  0Im:4  zCzG . 

     Жуковский  функциясы   1: 0  rzCz   шеңберін  

жарты  өстері   













0

0

1

2

1

r
ra    және  












0

0

1

2

1

r
rb , фокустары   1   

нүктелері  болатын  эллипске  бейнелейді.      

 

          §4. Тригонометриялық  және  гиперболалық  

функциялар 

     Тригонометриялық  функцияларды  көрсеткіштік  

функциялар  арқылы  Эйлер  формуласымен  анықтаймыз: 

                  
i

ee
z

iziz

2
sin


 ,           

2
cos

iziz ee
z


 .            (6)                         

Гиперболалық  функциялар  келесі  формулалармен  

анықталады: 

                   
2

zz ee
shz


 ,             

2

zz ee
chz


 . 

     Тригонометриялық  функциялар  мен    гиперболалық  

функциялар  арасындағы  байланыс  мына  формулалардан  

көрінеді:  

                          

.cos,sin

,cos,sin

chzzshiziz

izchzizishz





 

     Басқа  тригонометриялық  функциялар   

                         
z

z
ctgz

z

z
tgz

sin

cos
,

cos

sin
  
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және   

                      
iziz

iziz

iziz

iziz

ee

ee
ictgz

ee

ee
itgz

















 , . 

     Синус  және  косинус  арқылы бейнелеулер  (6)  формуладан  

көрініп тұрғанындай  өзімізге  белгілі  бейнелеулердің  

композициясы ретінде орындалады. Мысалы zw cos  

бейнелеуі  
2


  бұрышқа  бұру  мен  көрсеткіштік  функция  

және  Жуковский  функцияларының  бейнелеулерінің  

композициясы  ретінде  орындалады:   

 1)  izw 1 , 

2)  1

2

w
ew  , 

3)   









2

2

1

2

1

w
ww . 

     Ал  енді  мына  формуланы  былай  жазсақ: 

              
2

sin
22























zizi

ee
z  

онда  zw sin   бейнелеуі  төмендегі  бейнелеулердің  

композициясы  болады: 

     1)  
2

1


 zw ;      2)  12 iww  ;      3)  2

3

w
ew  ;       

     4)  











3

3

1

2

1

w
ww . 

  Кері тригонометриялық ArcctgzArctgzzArczArc ,,cos,sin   

функциялары сәйкес ctgwtgwww ,,cos,sin  

тригонометриялық  функцияларына   кері  функциялар  ретінде  

анықталады.  Мысалы,  егер  wz sin  болса,  онда  w  

дегеніміз z  санының  арксинусы  деп  аталады  да,  

zArcw sin   арқылы  белгіленеді.  Бұл  функциялар  көпмәнді  

функциялар  және  логарифмдік  функциялар  арқылы  

бейнеленеді: 
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 
 

.
2

;
1

1

2

;1cos

;1sin

2

2

iz

iz
Ln

i
Arcctgz

iz

iz
Ln

i
Arctgz

zziLnzArc

ziziLnzArc















 

                           Өзіндік  бақылау  сұрақтары 

1. Жуковский  функциясы  қалай  жазылады? 

2. Жуковский  функциясының  бірпарақтық  шарты  

қандай? 

3. Тригонометриялық  функцияларды  көрсеткіштік  

функциялар  арқылы  қалай  жазуға  болады?   

4. Гиперболалық  функцияларды  көрсеткіштік  

функциялар  арқылы  қалай  жазуға  болады?   

5. Тригонометриялық  функциялар  мен  гиперболалық  

функциялар  арасындағы  байланыс  формулалары. 

6. Кері  тригонометриялық  функциялар формулалары  

қалай  жазылады? 

 

     Мысал 1.   Берілген  1    нүктелері  арқылы  өтетін  кез  

келген  шеңбер  C   жазықтығын  бірпарақты Жуковский  

функциясының  облыстарына  бөлетінін  дәлелдеу  керек. 

     Шешуі: Айталық    - шеңбері 1    нүктелері  арқылы  

өтетін,  21 , zz   нүктелері   -да  жатпайтын және  121  zz  

шартын қанағаттандыратын шеңбер болсын. Бұл  нүктелердің  

біреуі  шекарасы     болатын  дөңгелектің  ішінде  жатқанын,  

ал  екіншісі     шеңберінің  сыртында  жататынын  

дәлелдеуіміз  керек.  Мына  бейнелеуді  қарастыралық: 

                                 
 

1,
1

1





 k

zk

z
w .   

Бұл  бейнелеу  шекарасы     болатын  z - жазықтықтың  

аймағын  жоғарғы  жарты  жазықтыққа  бейнелейді. Соңғы 

бейнелеуден   
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1

1






kw

kw
z  

екенін  табамыз.  121  zz   шартын ескере  отырып,   

                          
  
  

1
11

11

21

21
21 






kwkw

kwkw
zz   

теңдігін,  немесе  

                         11 2121

2

2121

2  wwkwwkwwkwwk  

 

теңдігін аламыз.  Бұдан  21 ww    болатынын көреміз. Өзара  

бірмәнді  бейнелеудің  қасиеті  бойынша  21, ww  нүктелерінің  

кері бейнелері,  яғни  21 , zz   нүктелері   -ның  екі  жағында  

жатады.  Сөйтіп  берілген  1    нүктелері  арқылы  өтетін  кез  

келген  шеңбер  C   жазықтығын    Жуковский  функциясының  

бірпарақты облыстарына  бөлетіні  дәлелденді. 

     Мысал 2.   Берілген  izz  cossin  теңдеуінің  шешімін  

табу  керек. 

     Шешуі:  (6)  формуласын  қолданалық:  

               i
ee

i

ee
zz

iziziziz










22
cossin . 

2  iziziziz ieieee ;       211   ieie iziz
;    

    01212  ieie iziz
, 

 
  

2

131

1

31

12

842 i

ii
e iz 










 . 

    

 

.2
4

32ln

21
2

1313
ln

2

1313

2

131
























ki

kiiarctg
i

i
Ln

i
Lniz




  
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2

13
ln2

4
1


 ikz 


.  

Енді  келесі  мәнді  есептейік: 

 

             
    








2

1313

2

131 i
Ln

i
Lniz  

   
 

.2
4

3
32ln

21
2

1313
ln

kii

kiarctgi
i













 







 

                              
2

13
ln2

4

3
2


 ikz 


. 

     Мысал 3.  Берілген 0 ie z
  теңдеуінің  шешімін  табу  

керек. 

     Шешуі:  Бұл  теңдеуді  шешу  үшін  ie z    деп  жазамыз.           

   

.2
2

2
2

1ln2argln













ki

kiikiiiiiLnz









     Мысал 4. Берілген  izz  sincos2  теңдеуінің  шешімін  

табу  керек. 

     Шешуі:  i
eeee

zz
iziziziz










22
2sincos2 ; 

i
e

e
e

e
iz

iz

iz

iz 2
12

2  ;   
iziziz ieee 2122 22  ;   

0123 2  iziz iee ; 

3

21

6

42

6

162 






 i

iii
e iz

, 
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.2
2

,2
2

2
2

2argln

1 kz

kikiikiiiiLniiz
























 

Енді  келесі  мәнді  есептейік: 








 






 kiiki

i
i
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Lniz 


 2

23

1
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3
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3
ln

3
 

.
2

23ln 










ki  Сонымен  теңдеудің  келесі  мәні: 

                         .
2

23ln2 










kiz  

                    Өзіндік  жұмысқа  жаттығулар 
     1. Келесі функциялардың нақты және жорамал бөліктерін 

көрсету керек: 
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;)

;)

3

2

2
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izwb

izzwa




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;
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1
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;
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z
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z
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

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Жауабы: 

;,2) 22 yxyvxyxua  ;21,) 22 xyvyxub   

;31,3) 3232 yyxvxxyuc 

;,)
2222 yx

y
v

yx

x
ud







;
)1(

,
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)
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v
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




  
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.
2

,)
2222

22

yx

xy
v

yx

yx
uf







  

      2. Берілген бейнелеулер бойынша берілген 0z  нүктесінің 

бейнесін табу керек:  

;)(,1);,) 2

0

2

0 izwizbzwiza     

.,32);
1

,1) 00
z

z
wizd

iz
wzc 


  

Жауабы:  ;
2

1
);43);1)

i
wciwbwa


  

 .
13

125
)

i
wd


  

3. 
2zw   функциясы 1z  шеңберін қандай қисыққа 

бейнелейді? 

Жауабы: z нүктесі 1z  шеңберін бір айналғанда оның 

бейнесі 1w  шеңберін екі рет айналады. 

4. Келесі функциялардың модулі мен аргументінің басты мәнін 

табу керек: .2ln);2ln
2

),cos 21 izbizazw  


 

Жауабы: .,
4

5
);

2
,

4

3
) 00 


  ba  

5. Келесі функциялардың модулі мен аргументінің басты мәнін 

табу керек: .
2

1, 0


izshzw   

Жауабы: .
2

,1 0


  ch  

6. Келесі функциялардың модулі мен аргументінің басты мәнін 

табу керек: ., 0 izzew z   

Жауабы: .
2

, 0


   

7. Келесі сандарды алгебралық формада жазу  керек: 
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.
2

).cos)sin) itgcibia


  

Жауабы: .
2

));)


 ithcchbisha  

8.  Келесі  сандардың  логарифмдерін  табу  керек: 
iieidicibea ),23);1););)  . 

Жауабы: 

,...2,1,0,
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1
2)2;

3

2
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,
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3
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1
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
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


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





















nk

inkiarctgkd

ikcikbkika





9.  Келесі комплекс сандарды алгебралық  түрде жазу  керек: 

 ibea
i

1ln),) 4



. 

Жауабы: 

.
4

3
2ln

2

1
),

2

1

2

1
) ibia   

10. Келесі  комплекс сандарды алгебралық түрде жазу  керек: 

 
2

),cos)
i

shbiArca


.  

Жауабы: 

  .),...2,1,0
2

2ln
) ibkika   

11.  Келесі  теңдеуді  шешу  керек: 

0 ie z
 

Жауабы: 

 ,...2,1,0,
2

1
2 








 kikzk   

12.  Келесі  теңдеуді  шешу  керек: xeix cos ,  x - нақты  сан 

Жауабы: Теңдеудің  шешімі:   0x .   



 64 

III.  КОМПЛЕКС  ЖАЗЫҚТЫҚТАҒЫ  ФУНКЦИЯЛАРДЫ 

ИНТЕГРАЛДАУ 

 

        §1. Комплекс  айнымалы  функцияларды  интегралдау 

     Анықтама.  Егер  үзіліссіз  бейнелеу    


ba,  бар  болса,  

онда    2RC     жиыны  үзіліссіз  қисық  деп  аталады.  

Бұл жағдайда    бейнелеуі     қисығының   параметрлік түрде  

бейнеленуі  болады. 

     Анықтама.  Егер туындысы  нөлден  өзгеше  үзіліссіз 

дифференциалданатын  бейнелеу    


ba,  бар  болса,  онда   

 2RC     жиыны  жай  тегіс  қисық  деп  аталады. 

     Анықтама.     жай  тегіс қисығының  барлық эквивалентті 

параметрлік түрде  бейнеленулерінің  op  жиыны    

қисығының  ориентациясы  болады.  Реттелген  жұп Г  
op ,    

-  ориентациясы  бар тегіс  қисық    деп  аталады.  

     Анықтама.  Айталық   Г  
op ,    -  ориентациясы  бар 

тегіс  қисық,  op   - бұл      қисығының   параметрлік түрде  

бейнеленуі  және   baD ,  болсын. Егер  CCf :  және  

fD  болса,  онда  f  функциясының  Г  бойынша  қисық  

сызықты  интегралы  деп  мына  санды  айтады: 

                         dtttfdzzf
Г

b

a

   .                                       (1)  

     
(1) формуланы  мына  түрде  жазса да болады: 

                      dtttfidtttfdzzf

b

aГ

b

a

    ImRe .    
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(1)  интеграл  үшін  сызықтық  және  аддитивтік  қасиеттер  

орындалады. Бұл  интегралдың  тағы  бір  маңызды  қасиеті: 

                                . 
ГГ

dzzfdzzf  

§2. Көпмәнді  функцияның  бірмәнді  тармақталуы.  

Тармақталу  нүктелері 

     Айталық  zfw    функциясы  D   аймағында  

аналитикалық  функция  болып,  D   аймағын  G   аймағына  

бейнелесін  және  оның  кері     wz    функциясы  G   

аймағында  көпмәнді  функция  болсын.  Егер  G   аймағында  

бірмәнді аналитикалық  функциялар     ...,,, 21 wzwz      

(бұлар  үшін  zfw    функциясы кері  функция ) бар  болса,  

онда      ...,, 21 ww    функциялары  G   аймағында  

анықталған   w   функциясының  бірмәнді  тармақтары  деп  

аталады.  Мысалы:  
nzw   функциясы  0z  нүктесіне  бір  ғана 

0w  нүктесін  сәйкес  қояды,  бірақ  n wz   функциясы  бір 

ғана  0w     ww ,0   нүктесіне  жазықтықтың  n   әртүрлі  

нүктелерін  сәйкес  қояды.  Егер  
 iew    болса,  онда  z -тің  

әртүрлі  n  мәні  мына  формуламен  табылады:  ki

k rez


 ,  

мұндағы  

 1,...,2,1,0,
2

,  nk
n

k

n
r k

n 


 . 

     Айталық  бірбайланысты G  аймағында   0w  нүктесі  бар,  

бірақ   ww ,0   нүктелері  жоқ  делік.  Онда  k -ның  

тағайындалған  мәндеріне   1,...,2,1,0  nk  таңдап  алынған 

0   00 arg wмысалы    санына байланысты n wz   

функциясының  әртүрлі  тармақтары  сәйкес  келеді. Егер  
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нүктенің  жеткілікті  аз  маңайын  айналған кезде  көпмәнді  

функцияның  бір  тармағынан  екінші  тармағына  ауысатын  

болса,  онда  мұндай  қасиеті  бар  нүктені қарастырылып  

отырған  көпмәнді  функцияның  тармақталу  нүктесі  деп  

атайды.  Ал  n w   функциясының  тармақталу  нүктелері  

 ww ,0   болады.   

     Біз   0w  нүктесінің  маңайында  n   еселі  айналу  

жасағаннан  кейін    n w   функциясының  алғашқы  тармағына  

қайтып  келеміз,  мұндай  қасиеті  бар   тармақталу нүктелері  

1n   ретті  алгебралық  тармақталу  нүктелері  деп  

аталады. Функция  бұл  нүктелердің  әрқайсысында  бір  ғана  

мән  қабылдайды:   nn ,00 ,  яғни  функцияның  

әртүрлі  тармақтары  бұл  нүктелерде  беттеседі. 

     Логарифмдік  функция  Lnzw    үшін  тармақталу  

нүктелері   ww ,0   болады,   LnLn ,0 .  

Берілген  0z   нүктесінің  маңайында  саны  ақырлы  айналу  

жасағаннан  Lnzw    функциясының  алғашқы  тармағына  

келе  алмаймыз.  Мұндай тармақталу  нүктелері  логарифмдік  

нүктелер  деп  аталады.  Интегралдаған  кезде  көпмәнді  

функцияның  тармақтарын  бөліп алу  керек.  Оны  істеу  үшін  

көпмәнді  функцияның  интегралдау  контурының  бір  

нүктесіндегі   мәнін    беру  керек. 

     Егер  Г  интегралдау   контуры  тұйық  болса,  онда  

интегралдау   контурының  бастапқы  нүктесі  болып  интеграл  

астындағы  функцияның  берілген  мәні  саналады. 

   Мысалы,  айталық   1f  болсын.  Онда  (1) формуланы  

қолданып 

                           abdttdzzf
Г

b

a

    

теңдігін  аламыз. 

     Егер  zf   болса,  онда  (1) формуланы  қолданып 
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     

      
222

1 22
2 ab

td

dtttdzzdzzf

b

a

Г

b

aГ












 
 

теңдігін  аламыз. 

     Бұл  келтірілген  мысалдардан  байқайтынымыз  екі  

интегралдың  екеуі  де  Г –ориентациясы  бар тегіс  қисықтан  

байланысты  емес,  тек  қана  оның  ұштарындағы   a   және 

 b  мәндеріне  байланысты. 

     Егер Г –ориентациясы  бар тұйық  қисық  болса, онда  f  

функциясының  Г  контуры бойынша  қисық  сызықты  

интегралын   былай  белгілейді: 

                                              
Г

dzzf . 

     Интеграл  қисықтың  ұштарына  байланысты  деген 

жоғарыдағы  мысалдың  ескертпесі  бойынша   

                              0 
ГГ

zdzdzzf . 

     Онда  мына  теңдіктің  дұрыстығын  байқаймыз: 

                            .
1

1 11 ab
n

dzz nn

Г

n  


   

     Мысалы,  егер  1Г   және  2Г  - қисықтары центрі  бас 

нүктеде радиусы 1-ге  тең  шеңбердің  сәйкес  жоғарғы  және  

төменгі  жарты  шеңберлері  болса,  онда 

                          

1

,
Г

i
z

dz
        

2Г

i
z

dz
  

орындалады. Қисықтың  бастапқы  нүктесі  1z . 

     Қисықтың  бастапқы  нүктесін  таңдап  алу  оның  

ориентациясын  анықтайды. Ориентациясы  бар  қисықтың  

параметрлік  түрде бейнеленуі  

    tet it 0,   және    0,  tet it  , 
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      100  .  Айтылғаннан  

                  

1

,
0Г

it

it

idt
e

ie

z

dz




      



2 0Г

it

it

idt
e

ie

z

dz




 

екені  шығады. 

     Айталық   zf   үзіліссіз  функциясы  D   аймағында  

анықталған,  ал  Г осы D   аймағында  жатқан тегіс-жазық  

тұйық  немесе  тұйық  емес  ориентациясы  бар  қисық  және  

  ivuzfiyxz  , болсын,  мұндағы   ,, yxuu   

 yxvv , - нақты  мәнді функциялар.  Онда   zf   комплекс  

айнымалы  функциясының  интегралы келесі қисық  сызықты  

интегралдармен  есептеледі: 

                      .   
Г Г Г

udyvdxivdyudxdzzf                  (2)  

Жалпы  айтқанда   
Г

dzzf    интегралы  Г- интегралдау  

жолына  байланысты.   

Егер   zf   функциясы  D  - бірбайланысты  аймағында  

аналитикалық  болса,  онда  интеграл  өзінің  интегралдану  

жолына  байланысты  емес.  Бұл  жағдайда  жоғарыда,  айтып 

кеткеніміздей,    

                                          0
Г

dzzf , 

себебі  Г осы D   аймағында  жатқан тегіс-жазық  тұйық  

контур. 

 

                     Өзіндік  бақылау  сұрақтары 

1. Үзіліссіз  қисықтың  анықтамасы. 

2.  Жай  тегіс  қисық  анықтамасы.  

3. Комплекс  айнымалы  функцияны  интегралдау  

формуласы 

4. Көпмәнді  функцияның  бірмәнді  тармақталуы  

дегеніміз  не? 

5. n w  көпмәнді  функциясының  тармақталуы. 
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6. Lnzw    көпмәнді  функциясының  тармақталуы. 

     Мысал 1.   Интегралды  есептеу  керек:   

                                                  dzz
Г

 ,   

мұндағы  Г – оң  ориентациясы  бар  тұйық  жордан  қисығы. 

     Шешуі:  Бізге  белгілі 

                       

 xdyydxiydyxdxdzz

idydxdziyxz



 ,,
 

өрнектерді  қолданып, 

 
DГГГ

Didxdyixdyydxiydyxdxdzz 22  

теңдігін  аламыз ( жоғарыда біз  Грин  формуласын  

қолдандық).  Соңғы  өрнектегі  D  - Г  қисығымен шектелген  

фигураның  ауданы. 

     Мысал 2.   Келесі  интегралды  есептеу  керек: 

                                  
Г

z
zdze Re

2

, 

мұндағы  Г- интегралдау  контуры  izz  1,0 21  

нүктелерін  қосатын  түзу. 

     Шешуі:  Берілген  интеграл  есептеу  үшін (1) –формуласын  

қолданайық.  Ол  үшін  z -ті  көрсеткіштік  түрде  жазамыз:                                                        

,
2

1

2

1

2

1

4
sin

4
cos4

i
tit

ittetez
i

i




























 

мұндағы   zt  ,   t - параметр,    20  t . Енді  интегралды  

есептейік: 

        





 
2

0

2

0

222

2

1

2

1

2

1
Re dtet

i
dt

i
tezdze tt

Г

z
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 .1
4

1 2 


 e
i

 

      Мысал 3.  Берілген   
 z

dz
  интегралын  есептеу  керек,  

мұндағы   интегралдау  контуры - басы  10 z   нүктесінде және  

бағыты  сағат  тіліне  қарсы  бағытталған    0Im,1  zz    

жарты  шеңбер.  Үзіліссіз  функция   z  үшін  11    тармағы  

алынады.  

     Шешуі:  Берілуі  бойынша   0Im,1  zzz   

болғандықтан  мынадай  өрнектелу  дұрыс  болады:  

  ,0,  iez .  Онда   11   мәнін  қабылдап  тұрған 

z -тің  үзіліссіз  тармақталуын     мына  түрде  жазуға  болады:  

2


i

ez  ,  мұндағы    ,0 .  Сонымен  берілген  

интегралды  есептеп  келесі мәнді аламыз: 

             

 

.22
2

sin
2

cos

111

0

0

2

0 20 2















 

idii

deiide

e

ed

e

dz
z

i
i

i

i

i



 
















 

     Мысал 4.   Берілген   
 z

dz
  интегралын  есептеу  керек,  

мұндағы   интегралдау  контуры - басы  10 z   нүктесінде 

болатын және  бағыты  сағат  тіліне  қарсы  бағытталған   

 0Im,1  zz    жарты  шеңбер.  Үзіліссіз  функция   z  

үшін  11    тармағы  алынады. 

     Шешуі:  11    мәнін  қабылдайтын   z   үзіліссіз   
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  тармағы  мына  түрде  жазылады:  2


i

ez  ,  мұндағы   

  ,0 .   Интегралды  есептелік: 

             

    









 












0

2

0 20 2

111
deiide

e

ed

e

dz
z

i
i

i

i

i

.221
2

sin
2

cos212
2

2
0

22 

































 


iie
i

de
ii

 

     Мысал 5.   Берілген  1z   шеңберінің  доғасы бойынша  


i

dz
z

z

1

ln
  интегралын  есептеу  керек.  01ln    болатындай  

етіп  үзіліссіз  функция   zln   таңдап  алынған. 

     Шешуі: Айталық 
iezz  болсын. Онда берілуі  бойынша  

1z  болғандықтан,  
iez  . Демек  diedziz i ,ln ,  

ал     айнымалысы   
2

0


    аралығында  өзгереді.  Енді  

берілген  интегралды  есептеп мына  жауапты  аламыз: 

          .
842

1ln 222

0

2

01












  d
e

diei
dz

z

z
i

ii

 

 

                 §3.  Кошидің   интегралдық  формуласы 

     Кез  келген  n   үшін  
1z

ndzz   интегралын  есептегенде  

интегралдау  контуры  болып  тұрған  бірлік  шеңберді  ішінде  

нөл  нүктесі  жататын кез  келген  шеңбермен  ауыстыруға  

болады.  Бұл  жағдайда  интегралдың  мәні  сақталады.  
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Интегралдау  контурларын  ауыстырғанда  интегралдың  мәні  

сақталатын  қисықтарды  өзара  гомотопты  қисықтар  деп  

атайды. Ішкі  нүктесі  координаталар  бас  нүктесі  болып  

тұрған  шеңберлер  өзара  гомотопты. 

     Айталық         10
10 ,,,  

 baba    -   бұл  0   және  

1   үзіліссіз  қисықтарының  параметрлік  бейнелеулері  

болсын.  CG  - ашық  жиын  және  ., 10 GG    

     Анықтама.  Егер     Cba  ,,  үзіліссіз  бейнелеуі    

бар  болса, онда 0   қисығы  1   қисығына  гомотопты деп 

айтамыз,   мұндағы    Rba ,   кесіндісі  мына  шартты  

қанағаттандырады:  

         ttttbat 10 ,,,,,   . 

     Гомотоптылық  анықтамасында      ,, ba   

тіктөртбұрышының  орнына     1,01,0    квадратын  алуға  

болады. 

     Коши  теоремасы.  G   облысында     zf   голоморфты  

функциясынан  0   және  1   үзіліссіз  қисықтары   бойынша  

алынған  интегралдар нөлге тең болады: 

                                  0

10

 


dzzfdzzf . 

     Бұл  теоремаға  эквивалентті  Коши  теоремасының   басқаша  

да  түрлерін  айтуға  болады.  G   арқылы   G   облысының  

шекарасын  белгілейміз.  G  -  бірбайланысты  аймақ  болсын. 

     Коши  теоремасы  (бір байланысты  аймақ  үшін). Бір 

байланысты   G   аймағында     zf   голоморфты  функциясы 

берілсін. Онда бұл функциядан   G   аймағында   жатқан  тұйық  

Г  контуры  бойынша  алынған  интеграл  нөлге  тең  болады. 

     Бұл  теореманы  көп  байланысты  аймаққа  жалпылайық: 

     Коши  теоремасы  (көп байланысты  аймақ  үшін).   zf   

функциясы  сырттан  0Г   контурымен,  ішінде   өзара  
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қиылыспайтын nГГГ ,...,, 21  контурларымен  шектелген  көп 

байланысты    G   аймағында  голоморфты  функция  болсын  

және   zf   функциясы  тұйықталған   G   аймағында  үзіліссіз  

болсын.  Онда   

                                   .0

0
1

   
Г

n

k ГK

dzzfdzzf  

     Енді  Кошидың  интегралдық  формуласына  тоқталайық.  

 zf   функциясы   Г  контурымен  шектелген     бір 

байланысты   G   аймағында    аналитикалық  функция  болсын. 

G   аймағының  ішінде  жатқан  Г  контурының  ішінен  0z   

нүктесін   алайық.  Оң  бағыт  ретінде  Г  контурының   

бойымен  қозғалғанда   G   аймағы  сол  жақта   қалатын  

бағытты  аламыз.  Онда  Gz  0   үшін  мына  теңдік  

орындалады: 

                                   
 

 


Г

dz
zz

zf

i
zf

0

0
2

1


                           (3) 

     Бұл  Кошидың  интегралдық  формуласы.  Бұл  формула  

 zf   аналитикалық  функциясының  контурдағы  мәні  мен  

контурдың  ішіндегі  мәнінің  арасындағы  байланысты  

көрсетеді.  Кошидың  интегралдық  формуласын  қолданып  

тұйық  контур  ішіндегі    аналитикалық  функция   мәнін  

функцияның  контурдағы  мәні  бойынша  табуға  болады. 

     Сонымен  қатар   zf   функциясының  G   аймағында  кез  

келген ретті  туындысын  мына  формулалар  арқылы табуға  

болады: 

                        
   

 

  



Г

n

n dz
zz

zf

i

n
zf

1

0

0
2

!


,                         (4) 

мұндағы  NnГzGz  ,,0   деп  есептейміз. 

                      Өзіндік  бақылау  сұрақтары 

1. Гомотопты  қисықтар  деген  не? 

2. Коши  теоремасы. 
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3. Бірбайланысты  аймақ  үшін  Коши теоремасы. 

4. Көпбайланысты  аймақ  үшін  Коши теоремасы. 

5. Кошидің  интегралдық  формуласы. 

     Мысал 1.  Кошидың  интегралдық  формуласын  қолданып 

келесі  интегралды  есептеу  керек:    

                             
 





2

2 34

sin

z

dz
zz

iz
. 

     Шешуі: Интегралдау  контуры  2z ,  яғни центрі 

координаталар  бас  нүктесінде,  ал  радиусы 2-ге  тең  шеңбер.   

Бұл  шеңбер ішінде  1z  ерекше  нүктесі  жатыр.  (Бұл    1z  

нүктесінде  интеграл  астындағы  функцияның бөлімі  нөлге  

айналады.)  Кошидің  интегралдық  формуласын  қолдана  алу  

үшін  интегралды  мына  түрде  жазамыз: 

                    
 

 









22

2 1

3

sin

34

sin

zz

dz
z

z

iz

dz
zz

iz
. 

Мұнда  10 z   және   
 
3

sin




z

iz
zf   функциясы  2z   

дөңгелегінде  аналитикалық  функция  болады.  Сондықтан 

                 

 
 

.1sin

2

sin
212

34

sin

2

2

shii

i
ifidz

zz

iz

z














 

жауабын  аламыз. 

     Мысал 2.  Кошидың  интегралдық  формуласын  қолданып 

келесі  интегралды  есептеу  керек:    

                                

 
dz

zz

izsh

z








1

2 2

2



 

     Шешуі: Интегралдау  контуры  1z ,  яғни центрі 

координаталар  бас  нүктесінде,  ал  радиусы 1-ге  тең  шеңбер.   

Бұл  шеңбер ішінде  0z  ерекше  нүктесі  жатыр.  (Бұл    
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0z  нүктесінде  интеграл  астындағы  функция  нөлге  

айналады).  Интегралды  Кошидің  интегралдық  формуласын  

қолданып    есептеу  үшін  интегралды  мына  түрде  жазамыз: 

                    

 
 













11

2

2

2

2

2

zz

dz
z

z

izsh

dz
zz

izsh




. 

 Мұнда  00 z   және   
 

2

2






z

izsh

zf



  функциясы  1z   

дөңгелегінде  аналитикалық  функция  болады. 

             

 
 

.
2

sin

2

2202
2

2

1

2

























ii

ish

ifidz
zz

izsh

z  

     Мысал 3.  Кошидың  интегралдық  формуласын  қолданып 

келесі  интегралды  есептеу  керек:   

                                          



5

2 16
z

z

dz
. 

     Шешуі:  Интегралдау  контурының  ішінде  екі  ерекше  

нүкте  бар:  iziz 4,4 21  .  Ондай  жағдайда  центрлері  

iziz 4,4 21    нүктелерінде  жатқан,  радиустары  

жеткілікті  кіші  болатын  1   және  2   шеңберлерін  сызамыз,  

бірақ  бұл  шеңберлер  бір-бірімен  қиылыспау  керек  және  

екеуі де 5z дөңгелегінің ішінде жату керек. 5z  

шеңберімен  және 1   мен  2   шеңберлерімен  шектелген 
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  үшбайланысты  облыста   
16

1
2 


z

zf  функциясы  

аналитикалық  функция  болады. 

     Көпбайланысты  аймақ  үшін  Коши  теоремасы  бойынша   

                    






 21

161616 22

5

2


z

dz

z

dz

z

dz

z

. 

Теңдіктің  оң  жағындағы  әрбір  интегралға  Кошидың  

интегралдық  формуласын  қолданып интегралдарды  

есептейміз: 

              

  .011
8

2

4

1
2

4

1
2

4

4

1

4

4

1

16

44

5

2

21
























i

i

iz
i

iz
i

dz
iz

izdz
iz

iz

z

dz

iziz

z




  

     Мысал 4.  Келесі  интегралды  есептеу  керек: 

                               
   

 11

2
31

4
sin

z

dz
zz

z


 

     Шешуі: Интеграл  астындағы  функция  
   31

4
s i n

2
 zz

z


  

берілген   11 z    дөңгелегінде 10 z   нүктесінен  басқа  

нүктелерде  аналитикалық  функция  болады. Сондықтан  

берілген   11 z    дөңгелегінде  аналитикалық  функция  

болып  тұрған интеграл  астында     zf   функциясын  бөліп  

аламыз.  Ол  үшін  интеграл  астындағы  функцияны  мына  

түрде  жазамыз:      
     22

1

3

4
sin

31

4
sin




 z

z

z

zz

z





, 
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ал   zf   функциясы  ретінде  
3

4
sin

z

z


  функциясын  аламыз.                       

 (4)-ші  формуланы  қолданып,   

                              
 

 
   




Г

n

n
zf

n

i
dz

zz

zf
01

0
!

2
                      (5) 

екенін  білеміз. (5)-ші  формулада   берілген  интегралда  1n  

деп  есептеп, 

                           
   

 12
31

4
sin

11

2
fidz

zz

z

z











 

теңдігін  аламыз. 

     Туындыны  табайық: 

               
 

 23

4
sin3

4
cos

4

3

4
sin






























z

zzz

z

z

zf



. 

Бұдан   
 

 

28

2

4

2

1
2

2

1

4
1











f .  Ал  берілген  

интегралдың  мәні   
 

ifi 


 



8

22
12 . 

     Мысал 5.  Келесі  интегралды  есептеу  керек: 

                                        
 

dz
z

shzz

z


 



2

22 1
 

     Шешуі: Интегралдау  контурының 2z  ішінде  екі  

ерекше  нүкте  бар:  1,1 21  zz .  Ондай  жағдайда  

центрлері  1,1 21  zz   нүктелерінде  жатқан,  радиустары  
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жеткілікті  кіші  болатын  1   және  2   шеңберлерін  сызамыз,  

бірақ  бұл  шеңберлер  бір-бірімен  қиылыспау  керек  және  

екеуі  де  2z  дөңгелегінің  ішінде  жату  керек. 

2z  шеңберімен және 1   мен  2   шеңберлерімен  

шектелген  үшбайланысты  облыста   
 22 1




z

shzz
zf  

функциясы  аналитикалық  функция  болады. 

     Көпбайланысты  аймақ  үшін  Коши  теоремасы  бойынша   

           
     

dz
z

shzz
dz

z

shzz
dz

z

shzz

z
















 21

2222
2

22 111 

              (6) 

     Теңдіктің  оң  жағындағы  әрбір  интегралға  (5) формуласын  

қолданып интегралдарды  есептейміз. Ол  үшін алдымен оң  

жақта  тұрған  бірінші  интегралдың  астындағы  функцияны  

келесі   түрде  жазамыз: 

                             
 

 
 2

2

22 1

1

1 










z

z

shzz

z

shzz
. 

Бөлшектің  алымында  тұрған  
 21



z

shzz
  функция  1  -дің  

ішінде  аналитикалық  функция  болады. Сондықтан  (5)-ті  

қолданып интегралды  есептейміз: 

 
 
   

    

 
.

4

1
2

1

121
2

1
2

1

1

1

1

4

2

1

22

2

22

11

ch
i

z

zshzzzzchzshz
i

z

shzz
idz

z

z

shzz

dz
z

shzz

z

z


















































  

(6)-шы  теңдіктің  оң  жағындағы  екінші  интегралды  

есептейік.   Ол  үшін алдымен интеграл  астындағы  функцияны  

келесі   түрде  жазамыз: 



 79 

                             
 

 
 2

2

22 1

1

1 










z

z

shzz

z

shzz
. 

Бөлшектің  алымында  тұрған  
 21



z

shzz
  функция  2  -нің  

ішінде  аналитикалық  функция  болады. Сондықтан  (5)-

формуланы  қолданып интегралды  есептейміз: 

 
 
   

    

 
.

4

1
2

1

121
2

1
2

1

1

1

1

4

2

1

22

2

22

22

ch
i

z

zshzzzzchzshz
i

z

shzz
idz

z

z

shzz

dz
z

shzz

z

z



















































 

Сонымен  берілген  интегралдың  мәні: 

 
0

4

1

4

1
2

12

22

















chch
idz

z

shzz

z

 . 

 

     Мысал 6.  Келесі  интегралды  есептеу  керек: 

                                 
   

 63

3
42z zz

zdz
 

     Шешуі: Интеграл  астындағы  функция  
   42

3
 zz

z
  

берілген   63 z    дөңгелегінде 20 z   нүктесінен  басқа  

нүктелерде  аналитикалық  функция  болады. Сондықтан    

берілген   63 z    дөңгелегінде  аналитикалық  функция  

болып  тұрған  интеграл  астындағы  zf   функциясын  бөліп  

аламыз.  Ол  үшін  интеграл  астындағы  функцияны  мына  

түрде  жазамыз: 
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     33

2

4

42 


 z

z

z

zz

z
 

ал   zf   функциясы  ретінде  
4z

z
  функциясын  аламыз.  (5)-

ші  формулада   берілген  интегралда  2n  деп  есептеп, 

                    
   

 2
!2

2

4263

3
f

i
dz

zz

z

z








                       (7) 

теңдігін  аламыз. 

     Алдымен  бірінші туындыны  табайық: 

                            
 24

4

4 
















zz

z
zf . 

     Енді  екінші  туындыны  табамыз: 

                      
 34

8




z
zf ,  бұдан   

27

1
2 f . 

Сонымен берілген интегралдың жауабын (7) бойынша  аламыз: 

           
    2727

1

!2

2

4263

2

 ii

zz

zdz

z




















. 

 

                         Өзіндік  жұмысқа  жаттығулар 

1.  
L

tg z d z  интегралын  есептеу  керек,  мұндағы  L:
2xy   

параболасының  izz  1,0 21   нүктелерін  қосатын  доға. 

Жауабы:   thitgiarctgish  11cosln 22
. 

2.   
L

dzzz   интегралын  есептеу  керек,  мұндағы  L:  1z   

шеңберінің  жоғарғы  бөлігі. 

Жауабы:  i2  
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3.    
L

dzzi 21   интегралын  есептеу  керек,  мұндағы  L:  

izz  1,0 21   нүктелері  арасындағы  кесінді. 

Жауабы:   12 i . 

4.  
L

dzz 2
  интегралын  есептеу  керек,  мұндағы  L:  

izz  21 ,1  

Жауабы:   i 1
3

1
. 

5.  
L

zdzRe   интегралын  есептеу  керек,  мұндағы  L:  1z   

шеңберінің  жоғарғы  бөлігі.  

Жауабы:  
2

i
 

6.
 

dz
z

z

L




22 1

sin
 интегралын  есептеу  керек,  мұндағы  L:   

11 z . 

Жауабы:  
4


. 

7.   
  

L

z

dz
zz

e

13
  интегралын  есептеу  керек,  мұндағы  L:   

  92 22
 yx . 

Жауабы:   52 ei . 

8.   
L

z

dz
iz

e

2
  интегралын  есептеу  керек,  мұндағы  L:  1z . 

Жауабы:  0. 

9.
 

dz
iz

z

L




3

sin
  интегралын  есептеу  керек,  мұндағы  L: 

1 iz . 
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Жауабы: shi . 

10.  
   

L zz

dz
33

11
  интегралын  есептеу  керек,  мұндағы   

L: 1 iz .  

 Жауабы: 
8

3 i
.  

11.  
  


iz

dz

1
   интегралын  есептеу  керек,  мұндағы   :  

 iz  1 =1  шеңбері. 

Жауабы:  2 i . 

12. 
  

dz
izz

iz
 




1

12
  интегралын  есептеу  керек,  мұндағы   : 

2z  шеңбері. 

Жауабы:  i4 . 

13. 
i

zdzz
0

sin    интегралын  есептеу  керек.  

Жауабы:   chishii  . 

14. 


2z

dz
  интегралын  есептеу  керек,  мұндағы   : 

    134
22
 yx  шеңбері.  

Жауабы:  0. 

15. dz
zz

e

z

z





52

2 6

2

    интегралын  есептеу  керек.  

Жауабы:  i
e


3

136 
. 
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16.  
L

z

dz

92
 интегралын  есептеу  керек,  егер 

LizLiz  3,3 . 

 Жауабы: 
3


. 

17. 
 
  

dz
zzzz

azazzba

L

 



21

21  интегралын  есептеу  керек,   

мұндағы  L: Rz   шеңбері, ал 21 , zz  бұл шеңбермен  

шектелген дөңгелектің  ішіндегі нүктелер, 21 zz  .  

Жауабы:  bai 2 . 

19. 
   

 11

33
11z zz

dz
 интегралын  есептеу  керек. 

Жауабы: 
8

3 i
. 

20. 



4

22

cos

z
z

zdz


  интегралын  есептеу  керек..  Жауабы: 0. 

21. 



aaz

z

zdz

14
 интегралын  есептеу  керек,  мұндағы 1a . 

Жауабы: 
2

i
. 

22.  
 

dz
z

e

z

iz





2

11

2
1

 интегралын  есептеу  керек. 

Жауабы: 
ie

i

2

1
. 

23.   


zdzzzz
z

arg0,
1

2
 интегралын  есептеу  керек. 

Жауабы:  .
3

8
  
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IV.  КОМПЛЕКС  ЖАЗЫҚТЫҚТАҒЫ  ҚАТАРЛАР,  

ОҚШАУЛАНҒАН  НҮКТЕЛЕР  ЖӘНЕ  ШЕГЕРІМДЕР 

 

                          §1.  Дәрежелік  қатарлар 

     Алдымен  комплекс  жазықтықтағы  қатарларға  тоқталайық. 

Айталық  nnn yxz    болсын,  онда  келесі  қатар  комплекс   

мүшелі  қатар  болады: 

                 





1

321 ......
n

nn zzzzz .                             (1) 

(1)  қатарды  мына   

                 





1

321 ......
n

nn xxxxx                              (2) 

                 





1

321 ......
n

nn yyyyy                             (3) 

түрде  жазсақ, онда (1)  қатар  жинақты  болу  үшін   (2) және  

(3)  қатарлары  жинақты  болуы  қажетті  және  жеткілікті. 




1n

nf  қатары,   мұндағы      ,,,0 CaNnzzazf n

n

nn   

CzCz  ,0  дәрежелік қатар деп аталады.  Бұл  қатардың  

дербес  қосындылары  алгебралық  көпмүшеліктер,  сондықтан      

                                            





0

0

n

n

n zza                                    (4) 

қатарының  қосындысын  көпмүшелік  ұғымының  жалпылануы  

деуге  болады.  Дәрежелік  қатардың  мүшелері  C   комплекс   

жазықтығында  аналитикалық  функциялар. Кез  келген 

 





0

0

n

n

n zza дәрежелік  қатар  үшін бұл  қатар Rzz  0  

дөңгелектің  ішінде жинақталатын, ал  бұл дөңгелектің 

сыртында жинақталмайтын болатындай R  мәні табылады. Бұл 

R  саны дәрежелік қатардың жинақталу радиусы деп, ал 

Rzz  0  дөңгелегі жинақталу дөңгелегі деп аталады. 
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Rzz  0  шеңберінде, яғни дөңгелектің шекарасында  катар 

жинақты да, жинақсыз да болуы мүмкін. Қатардың  жинақталу  

радиусы   R0 . Дәрежелік  қатардың  жинақталу  

радиусын  табу  үшін   

                                    
1

lim





n

n

n a

a
R                                            (5) 

немесе 

                                      n
n

n
a

R 
 lim

1
                                         (6) 

формулаларын  қолдануға  болады.  (6)- формуланы  Коши – 

Адамар  формуласы  деп  атайды.  

     Жалпы  айтқанда  0zz    нүктесінде  бірмәнді  және  

аналитикалық   zf   функциясы  бұл  нүктенің  маңайында 

келесі  Тейлор  қатарына  жіктеледі: 

                                





0

0

n

n

n zzazf ,  

 мұндағы  na  коэффициенттері  келесі  формулалармен  

анықталады: 

       
 

 

  
 






L

n

nn
n

zf
dz

zz

zf

i
a

!2

1 0

1

0


, ,...2,1,0n               (7)    

(7)   формулалардағы L - центрі  0z   нүктесінде болатын 

шеңбер.  Бұл L  шеңбері  (7)   формулада интеграл астындағы  

функцияның  ерекше  нүктесі  арқылы  өтеді.  Қатардың  

жинақтылық  радиусы  R   0z   центрінен  оған  функцияның  ең  

жақын  ерекше  нүктесіне  дейінгі  арақашықтыққа  тең  болады.   

     Берілген  функцияны  00 z   нүктесінің  маңайында  

Тейлор  қатарына  жіктеу үшін    келесі белгілі формулаларды  

қолдануға  болады: 

......1
1

1 32 


nzzzz
z

                  1R ,             (8) 
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  ...1...1
1

1 1132 


 nn
zzzz

z
    1R ,           (9) 

 
 

...
!2

1
11 2 


 zzz





                    1R ,          (10) 

 

    ...1...
32

1ln
1

32




n

zzz
zz

n
n

      1R ,        (11) 

...
!4!3!2

1
432


zzz

ze z
                       R               (12) 

...
!7!5!3

sin
753


zzz

zz                          R               (13) 

...
!6!4!2

1cos
642


zzz

z                          R               (14) 

 

 (11)  формула  логарифмнің  басты  мәнінің 00 z  нүктесінің  

маңайында  Тейлор  қатарына  жіктелуін  береді.  Ал  көпмәнді    

 zLn 1   функциясының  Тейлор  қатарына  жіктелуін  алу  

үшін  (11)  қатарына  ,...3,2,1,2 nni ,  сандарын  қосу  

керек. 

                            §2.  Лоран  қатары 

     Функционалдық  қатарлар  ішінде  дәрежелік  қатарлардан  

бөлек, бірақ  дәрежелік  қатарларға  жақын  келесі  түрдегі  

қатарлар да бар:  
 




 1 0

.
n

n

n

zz

a
 Оның  жинақталу  аймағы  

радиусы n
n

n
ar


 lim , центрі 0z  нүктесі болатын дөңгелектің  

сырты. 

     Егер  r   болса,  онда  қатар   rzzCzD  0:   

аймағында  абсолют  жинақты  болады.  Қатар  қосындысы  

болатын f   функциясы  D   аймағында  аналитикалық  

функция.   



 87 

     Лоран  теремасы.  Егер  f   функциясы  Rzzr  0  

сақинасында  аналитикалық  болса,  онда  оны  осы  сақинада  

жинақты  қатардың  қосындысы  ретінде былайша жіктеуге  

болады: 

                            





n

n

n zzazf 0 ,                                    (15) 

(15)  қатардың  коэффициенттері na  мына  формулалармен  

анықталады:  

                            
 

 
dz

zz

zf

i
a

Г

nn  



1

0
2

1


,   ,...3,2,1,0 n  

 мұндағы  Г : Rzzr  0  сақинасы. (15)  қатар  

Rzzr  0   сақинасында  анықталған  Лоран  қатары  деп  

аталады.  (15)  қатар  екі әртүрлі қатардан тұрады:  біріншісі  

 





0

0

n

n

n zza   кәдімгі дәрежелік қатар  және  оның жинақталу  

аймағы  Rzz  0 ,  мұндағы n
n

n
a

R 
 lim

1
;  екінші  қатар  

  n

n

n zza






  0

1

,  егер 
0

1

zz
z


   деп алсақ, бұл да дәрежелік  

қатар  болады.  Екінші  қатардың  жинақталу  аймағы  радиусы  

n
n

n
ar 


 lim   болатын дөңгелектің сырты. Егер Rr   болса, 

онда   (15)  қатар жинақсыз болады. Ал егер Rr    болса, онда 

(15)  қатар  Rzzr  0   сақинада жинақты болады, мұндағы 

0r  ,  R0  .  

  
n

n

n zza





0

0  қатары Лоран қатарының дұрыс бөлігі деп 

аталады, ал    n

n

n zza






  0

1

  қатары Лоран қатарының басты 

бөлігі   деп  аталады. 
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      Лоран қатарының дұрыс бөлігінің радиусын табу үшін 

1

lim
lim

1







n

n

nn
n

n

a

a

a
R   формуласын қолданамыз. Лоран 

қатарының басты бөлігінің радиусын табу үшін  

n

n

n

n
n

n a

a
ar









 1limlim   формуласын қолданамыз 

                     Өзіндік  бақылау  сұрақтары 

1. Дәрежелік  қатардың  жазылуы. 

2. Дәрежелік  қатардың  жинақталу  радиусы  және  

жинақталу  дөңгелегі. 

3. Коши-Адамар  формуласы. 

4. Негізгі  жіктелу  формулалары. 

5. Лоран  қатары  дегеніміз  не? 

6. Лоран  теоремасы. 

7. Лоран  қатарының  дұрыс  және  басты  бөліктері. 

 

     Мысал 1.   Келесі  дәрежелік  қатардың  жинақталу  

радиусын  табу  керек: 

                               


1n

nn
i

ze



. 

     Шешуі:  Берілуі  бойынша    
n

i
n

ea n
i

n




s i nc o s    

екені  белгілі.  Жинақталу  радиусын  табу  үшін  (6)-  

формуланы   қолданамыз.   

                                        .1lim
1




n
n

n
a

R
 

             

     Сонымен  берілген қатардың жинақталу радиусы 1R  . 

     Мысал 2. Келесі  дәрежелік  қатардың  жинақталу  радиусын  

табу  керек: 

                                  

n

n i

z













 10
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     Шешуі:  Берілуі  бойынша    

n

n
i

a 











1

1
.  Жинақталу  

радиусын  табу  үшін  (6)- формуланы   қолданалық:  

       .
2

1

1

1

1

1
limlim

1








 ii

a
R n

nn

n
n

n
   

     Сонымен  берілген  қатардың жинақталу  радиусы  2R  

болды.     

     Мысал 3. Келесі  дәрежелік  қатардың  жинақталу  радиусын  

табу  керек: 

                            .cos
1







n

nzin  

     Шешуі:  Берілуі  бойынша    chn
ee

ina
nn

n 





2
cos .  

Жинақталу  радиусын  табу  үшін  (5)-формуланы   қолданалық:        

            
 
 

.
1

1

1
lim

limlim

221

2

11

1

eee

ee

ee

ee

a

a
R

nn

nn

n

nn

nn

n
n

n

n




























 

Сонымен  берілген  қатардың  жинақталу  радиусы  .
1

e
R   

     Мысал 4.  Берілген      00 z   нүктесінің  маңайында  

 
54

1
2 




zz

z
zf   функциясын  Тейлор  қатарына  жіктеу  

керек. 

     Шешуі:  Берілген  функцияны  қарапайым  бөлшектерге  

жіктейміз: 

                .
1

1

3

1

5

1

3

2

54

1
2 zzzz

z










 

Теңдіктің  оң  жағын  келесі  түрде  жазамыз: 
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                 .
1

1

3

1

5
15

1

3

2

zz
zf














  

(8) және (9)  жіктелулерді  қолданып, былай жаза аламыз   

(төмендегі бірінші  жіктеу 1
5


z
, екіншісі 1z  үшін 

жазылған): 

       

 

  ...
125

41

25

9

5

1
...1

3

1

...
5555

1
5

1

3

2

2432

432














































zzzzzz

zzzz
zf

 

 

     5z   және 1z  теңсіздіктер жүйесінің шешімі  1z . 

Сондықтан  қатардың  жинақталу радиусы  1R . 

     Мысал 5.  Келесі    12sin  zzf    функциясын  Тейлор  

қатарына   1z  - дің  дәрежелері  ретінде  жіктеу  керек.   

     Шешуі:  Берілген  функцияны  мына  түрде  жазалық: 

                   
    

    .1sin12cos1cos12sin

112sin12sin





zz

zz
 

 (13) және (14)  жіктелулерді  қолдансақ: 

   
   

   
















...1sin
!4

12
1sin

!2

12
1sin

...1cos
!5

12
1cos

!3

12
1cos12

4422

5533

zz

zz
zzf

 

 
   

   
...1cos

!5

12
1sin

!4

12

1cos
!3

12
1sin

!2

12
1cos121sin

5544

3322

















zz

zz
z

 

     Қатардың  жинақталу радиусы  R . 
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     Мысал 6.  Берілген      00 z   нүктесінің  маңайында 

   zzf  2ln    функциясын  Тейлор  қатарына  жіктеу  

керек. 

     Шешуі:  Айталық  ізделінді  қатар  мына  түрде  болсын: 

                       ...3

3

2

210  zazazaazf  

(7) - формула  бойынша,  мұндағы    
 
!

0

n

zf
a

n

n  ,   ,...2,1,0n  

және 
     0000  ff . 

00 z   нүктесіндегі   
  zf n

  туындыларды  табу  үшін  

берілген  функцияны  дифференциалдаймыз: 

                   
2

1

2

1

0





zz

zf ,   

                         

                 

 
 

 
 

,
4

1

2

2

,
4

1

2

1

0

3

0

2















z

z

z
zf

z
zf

 

Сонымен    2ln2ln
00 

z
za   болғандықтан,  берілген  

функцияның  Тейлор  қатарына  жіктелуін  жазуға  болады: 

             

 

...
24

1

8

1

2

1
2ln

...
!34

1

!24

1

2

1
2ln2ln

32

32





zzz

zz
zz

  

     Берілген  функцияның  ерекше  нүктесінің 00 z  нүктесіне    

жақын  жатқаны  2z .  Сондықтан  қатардың  жинақталу 

радиусы  2R . 

     Екінші әдіс:   


















2
1ln2ln

2
12ln2ln

zz
z . Одан 
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 кейін (11)-формула бойынша 2z  үшін   

   
 

.
2

2ln
2

12ln2ln
11

1




















n
n

n

n

n

n

n

n

z

n

z
z  

     Мысал 7.  Қатардың жинақталу аймағын табу керек 

               
 

  n
nn

nn
izin

izn












21
2

1

01

.  

     Шешуі:   

 



 1 2

1

n
nn izn

  қатары үшін  
nn

n
a

1
 .  Онда  жинақталу 

радиусы  0
1

limlim 



 n

ar
n

n
n

n
  болады. Дәрежелік қатар 

  n
n

izin 




21
0

  үшін  inan 1 . Онда  оның жинақталу 

радиусы  

                  

 
.1

11

1
lim

)1(1

1
limlim

2

2

1




















n

n

ni

in

a

a
R

n

n
n

n

n

 

Сонымен  1,0  Rr   екені белгілі болды. Берілген қатардың 

жинақталу аймағы  120  iz , мұндағы  iz  20 . 

     Мысал 8.  Берілген  
23

32
)(

2 




zz

z
zf   функциясын Лоран 

қатарына  21  z   сақинада жіктеу керек. 

 

     Шешуі:  Функцияның ерекше екі нүктесі бар:  

1,2 21  zz . Олар  21  z   сақинаға тиісті емес. 

Сондықтан берілген функцияны осы сақинада Лоран қатарына 

жіктеуге болады.   
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



































z
z

zzzzz

z
zf

1
1

1

2
12

1

1

1

2

1

23

32
)(

2
 

   
.

1

2

1

...
1111

1
1

...
2222

1
2

1

1

1

0
1

4324

4

3

3

2

2




































n
n

n

n

n
n

n

z
z

zzzzz

zzzz

      Мысал 9.  Берілген  
z

z
zf

2sin
)(    функциясын Лоран 

қатарына  00 z   нүктесінің  маңайында  жіктеу керек. 

     Шешуі:  Берілген  функцияға  дәрежені  төмендету  

формуласын  қолданып  
z

z

z

z

2

2cos1sin2 
   түрінде  жазамыз. 

Енді  (14) - формуланы  қолданып  келесі  өрнекті  аламыз: 

     

...
!6

32

!4

8

!2

2

...
!6

2

!4

2

!2

2
1

2

1

2

1

2

2cos1sin

53

6422






















zzz

zzz

zzz

z

z

z

     Сонымен  бұл  жіктелуде  Лоран  қатарының  дұрыс  бөлігі  

ғана  бар. 

     Мысал 10.  Берілген  zezzf

1

3)(    функциясын Лоран 

қатарына  00 z   нүктесінің  маңайында  жіктеу керек. 

     Шешуі: Бұл  жіктелуде  (14) - формуланы  қолданамыз: 

...
1

!6

11

!5

11

!4

1

!3

1

!2

1

...
!

1
...

!3

1

!2

11
1

32

23

32

3

1

3






















zzz
zzz

nzzzz
zez

n
z
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     Сонымен  бұл  жіктелуде соңғы  жолдағы алғашқы төрт  

қосылғыш  Лоран  қатарының  дұрыс  бөлігі,  ал  қалған  

қосылғыштар  Лоран  қатарының  басты  бөлігі  болады. 

     Мысал 11.  Берілген  
  212

1
)(

zz
zf


   функциясын 

Лоран қатарына  a)   41  z   сақинада және 

                              б)    z4   аймағында  жіктеу  керек. 

     Шешуі:  Алдымен  a)   жағдайын  қарастырайық. 

Функцияның  ерекше  нүктелері  үшеу:  ,,2 21 izz    

iz 3 . Бірақ  2z  ерекше  нүктесі  41  z  сақинада  

жатыр,  сондықтан  
  212

1
)(

zz
zf


   функциясы  бұл  

сақинада  Лоран  қатарына  жіктелмейді. 

     Енді  б)   жағдайына  тоқталамыз.   

Берілген  функцияны  келесі  түрде  жазайық: 

                 
   22 1212

1

z

CBz

z

A

zz 








. 

Белгісіз CBA ,,  коэффициенттерін    іздеп,  
5

1
A ,  

5

1
B ,  

5

2
C   болатынын көреміз. Бұл  коэффициенттерді  орнына  

қойып 

                 
   22 1

2

5

1

2

1

5

1

12

1

z

z

zzz 








 

өрнегіне  келеміз.  Функцияны қай аймақта жіктеу керектігін 

еске ала отырып былай жаза аламы: 

  



























































2

2
2 1

1

2

2
1

1

5

1

1

2

2

1

5

1

z
z

z

z
z

z

z

z
zf  
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

































 ...

11
1

12
...

222
1

1

5

1
4223

3

2

2

zzzzzzzz
 

 





 ...

222221

5

1
6

5

5

4

4

3

3

2

2 zzzzzz
 

....
221222122212

5

1

...
1212121

8

7

7

6

6

5

5

4

4

3

3

2

765432



































zzzzzz

zzzzzzz
 

 

               §3.  Оқшауланған  ерекше  нүктелер 

 

    Анықтама.  Егер Ca   нүктесінің  ойылған  маңайы  

табылып,  яғни  ішкі  радиусы  нөл  болатын сақина  табылып  

f   функциясы сақинада аналитикалық  функция  болса, онда   

Ca нүктесі  f   функциясының оқшауланған  ерекше  

нүктесі  деп  аталады.   

     Айталық,   Caz   нүктесі  f   функциясының 

оқшауланған  ерекше  нүктесі  болсын.   f   функциясының  

Rzzr  0   сақинасында  Лоран  қатарына  жіктелуін  

қарастырайық:  

                                





n

n

n zzazf 0                                (1) 

  Осы  жіктелуге  байланысты  оқшауланған  ерекше  

нүктелердің  үш  түрін  анықтауға  болады: 

     1)   Егер   (1)  жіктелуде  Лоран  қатарының  басты  бөлігі  

болмаса,  онда  az   нүктесі  f   функциясының  жөнделетін 

ерекше  нүктесі  деп  аталады. 

     2)  Егер   (1)  жіктелуде  Лоран  қатарының  басты  бөлігінің  

саны  ақырлы  болса,    онда  az    нүктесі  f   функциясының    
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полюсі  деп  аталады. Бұл  жағдайда    0... 121   nccc ,  

ал  0nc   болса,  онда  n   саны  полюстің  реті  болады.  

Бірінші  ретті  полюсті  жай  полюс  деп  атайды. 

     3)  Егер   (1)  жіктелуде  Лоран  қатарының  басты  бөлігінің  

шексіз  көп  мүшесі  болса,  онда  az   нүктесі  f   

функциясының   елеулі  ерекше  нүктесі  деп  аталады. 

     Мысал:  
z

z
zf

sin
  функциясы   z0   аймағында  

аналитикалық  болады.  Оның  жіктелуі келесі  формуламен  

анықталады: 

                       ...
!9!7!5!3

1
sin 8642


zzzz

z

z
 

Бұл  жіктелуде  Лоран  қатарының  басты  бөлігі  жоқ,  

сондықтан  0z   нүктесі  f   функциясының  жөнделетін 

ерекше  нүктесі. 

     Мысал:   
4

1
2 


z

zf   функциясының  екі  ерекше  нүктесі  

бар:  iziz 2,2 21  .  Функцияны  1z  нүктесінің ойылған 

420  iz  маңайында  Лоран  қатарына  жіктейік: 

     

 
 

.)2(
424

4

2
116

2424244

1

0
2

2

n

n
n

n

iz
i

iz

i

i

iz

i

iz

i

iz

i

iz

i

z


















 




















 

iz 2   нүктесі f   функциясының жай полюсі. Осыған ұқсас 

f   функциясының 2z  нүктесінің 420  iz  ойылған 

маңайында  Лоран қатарына жіктелуін қарастырып, iz 2  

нүктесі f   функциясының  жай  полюсі  екенін  көреміз. 
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     Мысал:  
1

1
sin)(




z
zf   функциясы  10 z  ойылған 

маңайда  аналитикалық функция болады. Оның Лоран қатарына 

жіктелуі  келесі формуламен анықталады: 

                      ...
)1(!3

1

1

1

1

1
sin

3








 zzz
 

 

1z      нүктесі f   функциясының елеулі ерекше нүктесі. 

     Аналитикалық  функцияның  окшауланған  ерекше  нүкте  

маңайындағы  өзгеріс  сипатына  қарап  та  олардың  қандай  

оқшауланған  ерекше нүкте екенін  білуге  болады. 

     Теорема  (жөнделетін  ерекше  нүкте).  Айталық  az   

нүктесі  f   функциясының  окшауланған  ерекше  нүктесі  

болсын.  Егер   zf
az

lim  шегінің  ақырлы  шегі  бар  болса,  онда  

a -жөнделетін ерекше нүкте. 

     Теорема (полюс критерийі). f  функциясының   az   

оқшауланған ерекше нүктесі полюс болу үшін   zf
az

lim    шегі 

шексіздікке  ұмтылуы  қажетті және жеткілікті. 

     Теорема (елеулі ерекше нүкте критерийі).  f  

функциясының   az   оқшауланған ерекше нүктесі елеулі 

ерекше нүкте болу үшін az   ұмтылғанда f  функциясының 

шегі болмауы қажетті және жеткілікті. 

     Аналитикалық функцияның нөлдері (функцияның нөлге 

айналатын нүктелері) де маңызды орын алады. Егер f  

функциясы үшін келесі шарттар орындалса       

0)(,0)(,...,0)(,0)( 0

)(

0

)1(

00   zfzfzfzf nn
, 

онда 0z   нүктесін  )(zf  функциясының n ші ретті нөлі 

дейміз. 

    Егер 1n   болса, онда 0z   нүктесін  )(zf  функциясының 

жай нөлі  деп атайды. 

     Функцияның нөлі мен полюсінің арасында байланыс бар.  
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Егер 0z   нүктесі  )(zf  функциясының  n ші ретті нөлі болса, 

онда 0z   нүктесі   

                                       
)(

1
)(

zf
z   

функциясы үшін n ші ретті полюс болады және керісінше. 

     Тұжырым. )(zf  функциясының 0z   нүктесі полюс болу 

үшін  бұл нүкте 
)(

1
)(

zf
z   функциясы үшін нөл болуы 

керек. 

                   §4. Функциялардың шегерімдері  

     Анықтама. f  аналитикалық функциясының Caz   

оқшауланған нүктесінің маңайында Лоран қатарына 

жіктелудегі теріс бірінші дәреженің коэффициенті 1c  осы f  

функциясының оқшауланған  нүктедегі  шегерімі  деп  аталады. 

     Шегерімді мына түрде  )(1 zfresc
a

  немесе )(1 aresfc   

белгілейді. (Шегерімнің белгіленуі француз сөзі residu  деген 

сөзден алынған).  

     Лоран қатарының коэффициенттері үшін                                                                                               





dzzf

i
zfres

a
)(

2

1
)(                                                            (2)                             

теңдігі орындалады, мұндағы  жалғыз ғана az   

оқшауланған  нүктесін  қамтитын  кез  келген  тұйық  контур.  

     Егер az  -жөнделетін ерекше нүкте болса, онда 

0)( zfres
a

. Егер az  -бірінші ретті полюс болса, онда 

0)( zfres
a

. Басқа жағдайларда )(zfres
a

 нөлге тең болуы да, 

болмауы да мүмкін, мысалы  

 

        0,1
2

1
,0

sin 2

1

020



 zeres

z
res

z

z
res . 



 99 

     Айталық, az  нүктесі f  функциясының p - ретті полюсі 

болсын. f  функциясының Лоран қатарына az  нүктесінің 

ойылған маңайында жіктелуі келесі түрде жазылады: 

            
 

  ....)(
0

1 n

n

np

p
azc

az

c

az

c
zf 





 






 

Осыдан        
















0

1

11

)(

)(...)())((

n

pn

n

p

pp

p

azc

azcazccazzf

 

өрнегін аламыз. 

               

 

,))(2(...)(

)!1())((

0

1

11

1
















n

n

n

p

p

p

aznpnc

pcazzf
dz

d

 

                 )!.1())((lim 11

1

 




pcazzf

dz

d p

p

p

az
 

     Сонымен f  функциясының p - ретті полюстегі шегерімін 

есептейтін  мынадай  формула  алдық:  

            )))(((lim
)!1(

1
)(

1

1
p

p

p

aza
azzf

dz

d

p
zfres 









.               (3) 

Егер 1p  болса,  

                  ))((lim)( azzfzfres
aza




                                      (4)                    

Практикада (4)- формуланы аздап өзгертіп қолданған ыңғайлы.                     

Айталық,  f  функциясы  az   жай полюстің маңайында  

                                           
)(

)(
)(

z

z
zf




                                        (5)  

түрінде жазылсын, мұндағы   және   функциялары az   

нүктесінде аналитикалық функциялар болады  және   

,0)(,0)(  aa  .0)(  a   (4) - формула бойынша  
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,
)(

)(

)()(

)(
lim

)(

))((
lim)(

a

a

az

az

z

z

azz
zfres

azaza 























 

яғни  

                            
)(

)(
)(

a

a
zfres

a 




                                             (6) 

     Мысал:        1
cos

cos

sin

cos






 k

k

z

z
resctgzres
kk

. 

     Егер   f  функциясы (5) формуламен анықталса, ал   және 

  функцияларының az   нүктесінде бірден жоғары ретті 

нөлдері болса, онда шегерімді есептеу үшін   және   

функцияларын Тейлор қатарының бірнеше мүшесімен 

алмастырған  ыңғайлы  болады. 

      Мысал:  

.24

...
6

...4

...
6

...
6

...
2

3...
2

9
3

)(sinsin

sin33sin

4

3

0

33

3
3

00




































z

z
res

z
z

z
z

z

z
zzz

res
zzz

zz
res

 

     Егер az   елеулі ерекше нүкте болса, онда шегерімді табу 

үшін функцияның Лоран қатарына жіктелуін қарастырамыз. 

Сол жіктелудегі 1c  коэффициенті )(zf  функциясының az   

нүктесіндегі   шегерімі болады. 

     Коши теоремасы. Егер )(zf  функциясы D  аймағының Г  

шекарасында аналитикалық және  D  аймағының ішінде 

nzzz ,...,, 21      ерекше     нүктелерінен     басқа           нүктелерде 

 аналитикалық  болса, онда  

                               



Г

n

k

kzresfidzzf
1

)(2)(  . 
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     Анықтама. a  нүктесі )(zf аналитикалық  

функциясының оқшауланған ерекше нүктесі болсын. Онда 

a  нүктесіндегі )(zf  функциясының шегерімі деп )(zf  

функциясының шексіздіктің маңайында жіктелуіндегі теріс 

бірінші дәрежені   (-1)-ге көбейткен коэффициент алынады. 

                        


 


Г

dzzf
i

czfres ,)(
2

1
)( 1


                       

мұндағы , 
Г -контурды сағат тілі бағыты бойынша айналуды 

білдіреді. 

 

                 Өзіндік  бақылау  сұрақтары 

1. Оқшауланған  ерекше  нүкте  дегеніміз  не? 

2. Жөнделетін  ерекше  нүкте  дегеніміз қандай нүкте? 

3. Полюс  дегеніміз  не? 

4. Елеулі  ерекше  нүкте  анықтамасы. 

5. Функцияның  нөлдері  дегеніміз  не? 

6. Функцияның  шегерімі  деген  не? 

7. Функцияның  жөнделетін  нүктедегі   шегерімін  қалай  

анықтайды? 

8. Функцияның  полюстегі  шегерімін  қалай  анықтайды? 

9. Функцияның  елеулі  ерекше  нүктедегі шегерімін  

қалай  анықтайды? 

10. Функцияның  шегерімі  туралы  Коши  теоремасы. 

11. Шексіз  алыстатылған  нүктедегі  функцияның  шегерімі  

қалай  анықталады? 

     Мысал 1. 
zez

z
zf




1
)(

3

  функциясы үшін 00 z  нөлдік  

нүктесінің ретін табу керек. 

 

     Шешуі:   

            
















...
!3!2

11
1

)(
32

33

zz
zz

z

ez

z
zf

z
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...
!3!2

1

1

...
!3!2

32

3








zzz

z
.  Ендеше, анықтама  бойынша, 

00 z  - бірінші ретті нөл немесе жай нөл.  

     Мысал 2. )6(sin6)( 633  zzzzf  функциясы үшін 

00 z   нөлдік  нүктесінің  ретін табу  керек. 

     Шешуі:  

               

....
!7

6

!5

6

6...
!7

6

!5

6
6

6...
!7!5!3

6)(

5
15

39
2115

93

39
21159

3























z
z

zz
zz

zz

zz
zzz

zzf

 

Сонымен    00 z    нүктесі  15 - ретті нөл. 

     Мысал 3. 
zz

zf
sin

1
)(


  функциясының 00 z  ерекше 

нүктесінің  түрін анықтау керек. 

     Шешуі:  

          

.

...
!7!5!3

1

1

...
!7!5!3

1

sin

1
)(

42
3

753






























zz
z

zzz
zz

zz
zf

 

Сонымен   00 z  нүктесі 3-ші ретті полюс. 

     Мысал 4.  
1

sin
)(




 ze

z
zf

z
 функциясының 00 z  ерекше 

нүктесінің  түрін анықтау керек. 
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     Шешуі:  
 

             






















































...
!3!2

1

...
!5!3

1

...
!3!2

1

...
!5!3

1

1...
!3!2

1

...
!7!5!3

1

sin

42

2

42

32

753

z
z

zz

z
z

zz
z

z
zz

z

zzz
z

ze

z
z

 

00 z  нүктесі жай полюс. 

     Мысал 5.  



z

zf
1

cos)(  функциясының 0z  

ерекше нүктесінің  түрін анықтау керек. 

     Шешуі:  

     
...

!6

1

!4

1

!2

1
1

1
cos)(

642














 zzzz
zf  

0z  нүктесі елеулі ерекше нүкте, себебі Лоран қатарының 

басты бөлігінің шексіз көп мүшелері бар.  

     Мысал 6.  





z

z
zf

cos1
)(  функциясының 0z  ерекше 

нүктесінің  түрін анықтау керек. 

     Шешуі:  

 

   
...

!6!4!2

...
!4!2

)(
11

)cos(1cos1

53

42













































zzz

z

zz

z

z

z

z

 

0z  жөнделетін ерекше нүкте, себебі функцияның Лоран 

қатарына жіктелуінде басты бөлігі жоқ. 
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     Мысал 7. zezzf

1

3)(   функциясының ерекше нүктедегі 

шегерімін есептеу керек.  

     Шешуі: Функцияның ерекше нүктесі 0z . 

        

...
!7

1

!6

1

!5

1

!4

1

!3

1

!2

...
!4

1

!3

1

!2

11
1)(

432

24

432

3

1

3













zzzz

z
zz

zzzz
zezzf z

 

                                  
!4

1
)(

0
zfres . 

     Мысал 8. 
)1(

)(
3 


zz

e
zf

z

 функциясының ерекше 

нүктедегі шегерімін есептеу керек.  

     Шешуі: Берілген функцияның ерекше нүктесі екеу: 01 z -

нүктесі 3 ретті полюс болса, 12 z  - жай полюс. 

e
zz

e
zzfres

z

z





 )1(
)1(lim)(

311
. 

Енді 01 z  нүктесіндегі шегерімді есептейік. (2) формула 

бойынша 

.
2

5

1

41

2

1

)1(

)2(2)1(
lim

2

1

)1(

)2(2)1(

1

;
)1(

)1(

1

1
lim

!2

1
)(

3

2

0

3

2

2

00





































































z

zeze

z

zeze

z

e

z

eze

z

e

z

e
zfres

zz

z

zzz

zzz

z

z

Сонымен  

                                     ezfres )(
1

, 
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                                      .
2

5
)(

0
zfres  

     Мысал 9. 1)(  z

z

ezf  функциясының ерекше нүктедегі 

шегерімін есептеу керек.  

     Шешуі: Функцияның ерекше нүктесі 1z . 

                  

....
)1(!3

1

)1(!2

1

1

1
1

)(

32

1

1

1

1
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