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Òåîðåìà.
Òåíçîð Ãðèíà Π(x, z) äîçâóêîâîé òðàíñïîðòíîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ àíèçîòðîïíîãî óïðóãîãî

ïîëóïðîñòðàíñòâà èìååò ñëåäóþùåå èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå:

Πm
i (x1, x2, z) = (2π)−2

∫
R2

3∑
j=1

dmi (η, ζ)
4j(η, ζ,m)

4(η, ζ,m)
exp(−iηx2 − iζz)dζdη

Ïðè c < cR âñå ïîäûíòåãðàëüíûå ôóíêöèè íåïðåðûâíû è ïðè x1 > 0 ýêñïîíåíöèàëüíî ñòðåìÿòñÿ

ê íóëþ ïî (η, ζ) íà áåñêîíå÷íîñòè. Ïîýòîìó èíòåãðàëû ñóùåñòâóþò è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì
çàòóõàíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ íàïðÿæåíèé èñïîëüçóåì òåíçîð ôóíäàìåíòàëüíûõ
íàïðÿæåíèé Σm

jk, ïîðîæäàåìûé òåíçîðîì Ãðèíà äëÿ óïðóãîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà:

Σm
jk = C lnjkΠ

m
l,n

è åãî íåïîëíóþ òðàíñôîðìàíòó Ôóðüå:

Σm
jk(x1, x2, z) = (2π)−2

∫
R2

Σ
m
jk(x1, η, ζ) exp(−i(ηx2 + ζz))dζdη

êîòîðûé îïèñûâàåò íàïðÿæåíèÿ â óïðóãîì ïîëóïðîñòðàíñòâå ïðè äâèæåíèè ñîñðåäîòî÷åííîé
ñèëû â íàïðàâëåíèè îñè z, íàïðàâëåííîé âäîëü îñè xm.

Íà îñíîâå ïîëó÷åííîãî òåíçîðà Ãðèíà êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óïðóãîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà, îïè-
ñûâàþùåãî äâèæåíèå ñîñðåäîòî÷åííîé íà îñè íàãðóçêè, äâèæóùåéñÿ ïî ïîâåðõíîñòè ïîëóïðî-
ñòðàíñòâà ïîñòðîåíî ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ðàñïðåäåëåííûõ ïî ïîâåðõíîñòè òðàíñïîðòíûõ
íàãðóçîê. Ïðåäñòàâëåííîå ðåøåíèå ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü äèíàìèêó óïðóãîãî ìàññèâà ïðè äâè-
æåíèè ïî åãî ïîâåðõíîñòè òðàíñïîðòà ðàçëè÷íîãî íàçíà÷åíèÿ.
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Â èíæåíåðíîé ïðàêòèêå ïðè ðàñ÷åòàõ ðàññìàòðèâàþòñÿ, êàê ïðàâèëî, óïðóãî äåôîðìèðóåìûå
ýëåìåíòû òðóáîïðîâîäîâ. Âìåñòå ñ òåì, ñ ðîñòîì âíåøíèõ íàãðóçîê ìàòåðèàë òîëñòîñòåííîãî ýëå-
ìåíòà ïåðåõîäèò â óïðóãîïëàñòè÷åñêîå ñîñòîÿíèå. Áîëüøèíñòâî òðóáîïðîâîäîâ ýêñïëóàòèðóþòñÿ
ïðè äëèòåëüíîì äåéñòâèè ïîâûøåííûõ íàãðóçîê ñ àãðåññèâíûìè ðàáî÷èìè ñðåäàìè. Êîððîçèîí-
íîå âîçäåéñòâèå àãðåññèâíîé ïåðåêà÷èâàåìîé ñðåäû ïðèâîäèò ê ïîâðåæäåíèþ ìàòåðèàëà. Ïðîèñ-
õîäèò ðàçóïðî÷íåíèå ýëåìåíòà, ïðèâîäÿùåå ê ñóùåñòâåííîìó ñíèæåíèþ åãî ïðî÷íîñòè è íåñóùåé
ñïîñîáíîñòè, ïðåæäåâðåìåííîìó âûõîäó òðóáîïðîâîäà èç ñòðîÿ.
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Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå, ïðî÷íîñòü è íåñóùàÿ ñïîñîáíîñòü
óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî ýëåìåíòà òîëñòîñòåííîãî òðóáîïðîâîäà â óñëîâèÿõ ñèëîâîãî è êîððîçèîííî-
ãî âîçäåéñòâèÿ, ïðèâîäÿùåãî ê ðàçóïðî÷íåíèþ ìàòåðèàëà â ïëàñòè÷åñêîé çîíå.

Ïîä äåéñòâèåì âíåøíèõ íàãðóçîê ìàòåðèàë ýëåìåíòà íàõîäèòñÿ â óïðóãîïëàñòè÷åñêîì ñîñòî-
ÿíèè. Êîððîçèîííîå âîçäåéñòâèå àãðåññèâíîé ðàáî÷åé ñðåäû ñîâìåñòíî ñ ïîâûøåííûìè ñòàòè÷å-
ñêèìè íàïðÿæåíèÿìè ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ â ïëàñòè÷åñêîé çîíå ýëåìåíòà ìíîæåñòâà äåôåêòîâ
è ìèêðîòðåùèí, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîñòåïåííî ñíèæàåòñÿ ïðåäåë ïëàñòè÷íîñòè ìàòåðèàëà. Â ðàáî-
òå ñíèæåíèå ïðî÷íîñòíûõ ñâîéñòâ ìàòåðèàëà â ïðîöåññå íàãðóæåíèÿ âñëåäñòâèå íàêîïëåíèÿ ïî-
âðåæäåíèé è äåôåêòîâ ó÷èòûâàåòñÿ ÷åðåç ñïåöèàëüíóþ ôóíêöèþ ðàçóïðî÷íåíèÿ (ïëàñòè÷åñêîé
íåîäíîðîäíîñòè) K∗ = K∗(r, r0, θ, δ) â èñïîëüçóåìîì óñëîâèè ïëàñòè÷íîñòè Òðåñêà-Ñåí-Âåíàíà.
Çäåñü K∗ � êîýôôèöèåíò ñöåïëåíèÿ ìàòåðèàëà; r, θ � ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû; r0, δ � îñåñèììåòðè÷-
íûé è íåîñåñèììåòðè÷íûé ïàðàìåòðû íàãðóæåíèÿ. Ïðè ýòîì ñàìà ïëàñòè÷åñêàÿ íåîäíîðîäíîñòü
ìåíÿåòñÿ â çàâèñèìîñòè îò çàäàííûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé è ïîñòàíîâêè çàäà÷è [1].

Â îñåñèììåòðè÷íîì ñîñòîÿíèè òîëñòîñòåííîãî ýëåìåíòà ôóíêöèÿ ðàçóïðî÷íåíèÿ â ïëàñòè-
÷åñêîé çîíå K0

∗ çàâèñèò îò òåêóùåãî ðàäèóñà r è óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî ðàäèóñà r0 : K0
∗ (r, r0) =

K∗(r, r0) = (K0 −K1)f(r, r0) + K1. Çäåñü K0 è K1 � çíà÷åíèå ïðî÷íîñòè ìàòåðèàëà íà âíóòðåí-
íåì êîíòóðå ýëåìåíòà a0 è íà ãðàíè÷íîì ðàäèóñå r0, f(r, r0) � íåêîòîðîå ÿäðî ñî ñâîéñòâàìè
f(a0, 1) = 1, f(r0, r0) = 0. Â êà÷åñòâå ÿäðà f(r, r0) ìîæíî ïðèíÿòü ÿäðî [2], õîðîøî îïèñûâàþùåå
ðàçóïðî÷íåíèå ìàòåðèàëà â ïðîöåññå íàãðóæåíèÿ. Îíî èìååò âèä (n � ïàðàìåòð íåëèíåéíîñòè,

a0 � âíóòðåííèé ðàäèóñ) f(r, r0) =
an0 (rn0 − rn)

rn(1− an0 )
.

Ðàññìîòðåíû îñåñèììåòðè÷íàÿ (ðàâíîìåðíîå âíåøíåå äàâëåíèå) è íåîñåñèììåòðè÷íàÿ (íåðàâ-
íîìåðíîå ïî êîíòóðó íàðóæíîå äàâëåíèå) óïðóãîïëàñòè÷åñêèå çàäà÷è â ïîñòàíîâêå ïëîñêîé äå-
ôîðìàöèè. Çàäà÷è ðåøåíû ìåòîäîì ñîâìåñòíîãî èñïîëüçîâàíèÿ ñòàòè÷åñêèõ è ôèçè÷åñêèõ óðàâ-
íåíèé äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà. Â íåîñåñèììåòðè÷íîé çàäà÷å ïðè-
ìåíåí ìåòîä âîçìóùåíèé â òåîðèè óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî òåëà [3].

Äàíà îöåíêà ïðî÷íîñòè è íåñóùåé ñïîñîáíîñòè òîëñòîñòåííîãî ýëåìåíòà ïðè êîððîçèîííî-
ñèëîâîì âîçäåéñòâèè. Èçó÷åíû çàâèñèìîñòè ∆P = ∆P (r0) ìåæäó âåëè÷èíîé ðàâíîìåðíîãî äàâ-
ëåíèÿ ∆P = P0−P è ðàäèóñîì ïëàñòè÷åñêîé çîíû r0 ïðè ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðàõ a0, n, γ = K0/K1.
Âñå ýòè çàâèñèìîñòè èìåþò òî÷êè ìàêñèìóìà ñ àáñöèññîé r0 = r0 ≤ 1 âíóòðè ñòåíêè òðóáû, õàðàê-
òåðèçóþùèå ìîìåíò ïîòåðè åå íåñóùåé ñïîñîáíîñòè. Ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êå ìàêñèìóìà äàâëåíèå
∆P∗ è ðàäèóñ r∗ ÿâëÿþòñÿ ïðåäåëüíûìè äëÿ ðàçðóøåíèÿ òîëñòîñòåííîãî ýëåìåíòà. Ïîëó÷åííûå
ðåçóëüòàòû ìîãóò ñëóæèòü îáúÿñíåíèåì ÿâëåíèÿ ïðåæäåâðåìåííîãî ðàçðóøåíèÿ êîððîçèîííî
ïîâðåæäåííûõ ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé.

Çàâèñèìîñòü ìåæäó âíåøíèìè íàãðóçêàìè P, P0 è ðàäèóñîì r0 îáîçíà÷èì êàê g(P, P0, r0) = 0.
Òîãäà ñóùåñòâîâàíèå òî÷êè ìàêñèìóìà íà èíòåðâàëå a0 < r0 < 1 âûðàæàåòñÿ â âèäå äîïîëíèòåëü-
íîãî óðàâíåíèÿ ∂g(P, P0, r0)/∂r0 = 0. Íåñóùàÿ ñïîñîáíîñòü ýëåìåíòà â îñåñèììåòðè÷íîì ñëó÷àå
îïðåäåëÿåòñÿ èç äâóõ óðàâíåíèé g = 0, ∂g/∂r0 = 0 : ñíà÷àëà íàõîäèì êðèòè÷åñêèé ðàäèóñ r∗, à
çàòåì êðèòè÷åñêèå íàãðóçêè, ïðè êîòîðûõ ýëåìåíò ðàçðóøàåòñÿ.

Â íåîñåñèììåòðè÷íîì ñëó÷àå óðàâíåíèå ãðàíèöû ïëàñòè÷åñêîé çîíû rs ïðèíèìàåò âèä rs =
r0(1 + δϕ(r0) cos 2θ). Çäåñü ϕ(r0) � àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå, ïîëó÷åííîå ïðè ðåøåíèè çàäà÷è.
Íåñóùàÿ ñïîñîáíîñòü ýëåìåíòà â íåîñåñèììåòðè÷íîì ñëó÷àå ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà èç óðàâíå-
íèé r∗ = r0(1 + δϕ(r0)) è g = 0. Íàõîäèì ñíà÷àëà ðàäèóñ r∗, à çàòåì êðèòè÷åñêèå íàãðóçêè, ïðè
êîòîðûõ ïëàñòè÷åñêàÿ çîíà äîñòèãíåò íåêîòîðûõ "êðèòè÷åñêèõ" òî÷åê ýëåìåíòà. Ýòè òî÷êè íà-
õîäÿòñÿ âíóòðè ýëåìåíòà íà êîíòóðå r∗ â íàïðàâëåíèÿõ ìèíèìàëüíîãî íàðóæíîãî äàâëåíèÿ Pmin.
Â ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî ðàçóïðî÷íåííàÿ (íåîäíîðîäíàÿ) ïëàñòè÷åñêàÿ çîíà èìååò áîëüøèå ðàç-
ìåðû, ÷åì îäíîðîäíàÿ ïëàñòè÷åñêàÿ çîíà. Ïðè ýòîì ðàçóïðî÷íåíèå ìàòåðèàëà çàâèñèò íå òîëüêî
îò ðàçìåðîâ ïëàñòè÷åñêîé çîíû, íî è îò îðèåíòàöèè åå ãðàíèöû.

Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Àëìàòû, 2020
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Â ðàáîòå èçó÷àåòñÿ çàäà÷à îá óñòîé÷èâîñòè îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå, íåçàâèñÿùåãî îò ïàðàìåò-
ðîâ, â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ìàòðèöà ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ èìååòm-ïàð ðàçëè÷íûõ êîìïëåêñíî-
ñîïðÿæåííûõ ìóëüòèïëèêàòîðîâ, êîòîðûå ëåæàò íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè.

Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â îòîáðàæåíèè îòñóòñòâóåò âíóòðåííèé ðåçîíàíñ.
Èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè àâòîíîìíûõ îòîáðàæåíèé Ïóàíêàðå. Â ýòîì ñëó÷àå îòîáðàæåíèå

îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé ðàçíîñòíî-äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé

xn+1 = Axn + f(xn), n ∈ Zt. (1)

Çäåñü xn ∈ Rl, A � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè l×l, f(xn) � àíàëèòè÷åñêàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ
âèäà

f(xn) =
∞∑
|k|=2

f (k)(xn), f (k)(xn) =
∑
|k|

f (k)(xn),

ãäå f (k)(xn) =
∑
fkx

k
n � ôîðìà k-ãî ïîðÿäêà. Èçó÷àåòñÿ óñòîé÷èâîñòü (1) â êðèòè÷åñêîì ñëó÷àå,

êîãäà ìàòðèöà A èìååò m-ïàð (2m = l) êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë âèäà

λk = eiϕk , λk = e−iϕk .

Íîðìàëüíàÿ ôîðìà îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå (1). Íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî â
ñèñòåìå (1) xn ∈ Rm. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â îòîáðàæåíèè îòñóòñòâóåò âíóòðåííèé ðåçîíàíñ, ò.å.
âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

m∑
j=1

kjϕj 6= 0 (mod2π) ïðè
m∑
j=1

|kj | 6= 0 kj ∈ Z. (2)
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