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Аннотация 

В данной статье предложен метод продолжения решения уравнения 

Гельмгольца в зону недоступности методом, основанным на решении спе-

циальным образом сформулированной обратной задачи. Предложенный ме-

тод позволяет "просвечивать" акустическим способом различные объекты. 

В качестве модельных примеров рассмотрены объекты прямоугольной 

формы. Предполагается, что на границе или внутри объекта располагаются 

излучающая и приемная антенны, а на одной из границ области имеется воз-

можность проводить дополнительные измерения. В результате удается вос-

становить значение решения уравнения Гельмгольца в зоне недоступности. 

Решение задачи продолжения осуществляется путем замены этой задачи на 

некоторую специальную обратную задачу. Разработан вычислительный ал-

горитм решения обратной задачи на основе сочетания метода оптимизации 

и метода конечных элементов (МКЭ), численные результаты приведены в 

виде графиков.  

Abstract 

In this paper, we propose a method of continuing the solution of the Helm-

holtz equation to the zone of inaccessibility by a method, which is based on the 

solution of a specially formulated inverse problem. The proposed method makes 

it possible to "shine through" various objects acoustically. As the model examples, 

objects of rectangular shape are considered. It is assumed that the radiating and 

receiving antennas are located on the boundary or inside the object, and additional 

measurements can be made on one of the boundaries of the region. As a result, it 

is possible to restore the value of the solution of the Helmholtz equation in the 

inaccessibility zone. The solution of the continuation problem is accomplished by 
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replacing this problem with some special inverse problem. A computational algo-

rithm for solving the inverse problem is developed on the basis of a combination 

of the optimization method and the finite element method (FEM), numerical re-

sults are shown in the form of graphs. 

Ключевые слова: Уравнение Гельмгольца, обратная задача, оптими-

зационный метод, численное решение. 

Keywords: Helmholtz equation, inverse problem, optimization method, nu-

merical solution. 

 

Обратные задачи играют большую роль в математическом моделиро-

вании и интерпретации наблюдаемых данных. В данной работе рассматри-

ваются прямая и обратная задачи электродинамики, которые возникают при 

исследовании приповерхностной зоны при помощи георадаров. 

Рассматривается двумерная задача в случае, когда в центре плоскости 

размещен источник стороннего тока, описываемый функцией j(x,y,t). Пред-

полагается, что электромагнитные свойства среды зависят только от пере-

менных x и y.  

Рассмотрим волновое уравнение в области Q = Ω × (0, +∞), где Ω ⊂ = 

{(x;y)}: 

𝜀𝑣𝑡𝑡 = ∆𝑣 − 𝑗𝑐, 

где ε>0. Пусть функции 𝒗, jc, допускают разделение переменных: 

 

v (x, y, t) = u( x, y)T(t), (x, y, t) = (x, y)T(t), 

 

и положим T(t) = eiωt. 

Сделав преобразование 𝒗 = ueiωt, получим уравнение Гельмгольца 

 

∆u + ω1u = f1 ,  

где ω1 =  εω2. 

1. Постановка задачи 

В область Ω̅ = [−b;b] ×[−b;b],где в центре расположен источник (x, y)=(a 

− |x|)(a − |y|) при |x| ≤ a, |y| ≤ a, рассмотрим начально-краевую задачу 

 

∆u + 𝜔1𝑢 =  𝑓1 , (x, y) ∈ Ω ,  (1) 

u ( −b, y) = f (y), y ∈ (−b,b),  (2) 

𝑢𝑥  ( −b, y) = 0, y ∈ (−b, b),  (3) 

u (x, −b) = u (x, b) = 0, x ∈ (−b, b). (4) 

 

Задача (1)-(4) является некорректной, например, при 𝜔1 = 0 хорошо из-

вестен пример Адамара. 

Введем обозначения для подобластей области Ω̅ 

𝐺1 = { (x, y) ∈ Ω̅ : −b ≤ x ≤ −d, −b ≤ y ≤ b }, 

𝐺2= {(x, y) ∈ Ω̅ : −d ≤ x ≤ d, −b ≤ y ≤ b}, 
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𝐺3
+ = {(x, y) ∈ Ω : −a ≤ x ≤ a, a ≤ y ≤ c}, 

𝐺3
− = {(x, y) ∈ Ω : −a ≤ x ≤ a, −c ≤ y ≤ −a}, 

𝐺3 = 𝐺3 
+ ∪ 𝐺3

−, 

𝐺4 = { (x, y) ∈ Ω̅: d ≤ x ≤ b, −b ≤ y ≤ b}. 

здесь 𝐺3
+,  𝐺3

− являются антеннами. 

Диэлектрическая проницаемость в антеннах принимает следующие 

значения 

 
На решение задачи (1)-(4) наложим условия склейки 

 

𝜀1𝑢𝑥 (a – 0, y) = 𝜀2𝑢𝑥 (a + 0, y), y ∈ [a, c] ∪ [−c, a], 

𝜀2𝑢𝑥 (−a – 0, y) = 𝜀1𝑢𝑥 (−a + 0,y), y ∈ [a, c] ∪ [−c, a], (5) 

𝜀1𝑢𝑥 (x, c − 0) = 𝜀2𝑢𝑥 (x, c + 0), x ∈ [−a, a], 

𝜀2𝑢𝑥 (x, -c -0) = 𝜀1𝑢𝑥 (x, -c + 0), x ∈ [-a, a]. 

𝜀3𝑢𝑥 (−d – 0, y) = 𝜀2𝑢𝑥 (−d + 0,y), y ∈ [-b, b], 

 𝜀2𝑢𝑥 (d – 0, y) = 𝜀3𝑢𝑥 (d+ 0, y), y ∈ [−b, b], 

2. Сведение исходной задачи (1)-(4) к обратной задаче 

Покажем, что решение исследуемой задачи (1)-(4) можно свести к ре-

шению обратной задачи по отношению к некоторой прямой (корректной) 

задаче. В качестве прямой задачи будем рассматривать следующую 

 

∆u + 𝜔1u = 𝑓1, (x, y) ∈ Ω,  (6) 

 𝑢𝑥 (−b, y) = 0, y ∈ (−b, b), (7) 

u (b, y) = q(y), y ∈ (−b, b),  (8) 

u (x, −b) = u(x, b) = 0, x ∈ (−b, b). (9) 

 

В задаче (6)-(9) по заданной функции q надо определить функцию u в 

Ω. Дадим определение обобщенного решения прямой задачи (6)-(9). 

Определение 1. Функцию u u ∈ 𝑊2
1(Ω) будем называть обобщенным 

решением прямой задачи (6)-(9), если для любых 𝒗∈ u ∈ 𝑊2
1(Ω) , таких что 

 

v(b, y) = 0, y ∈(−b, b), (10) 

v(x, −b) = v(x, b) = 0, x ∈(−b, b) (11) 

 

имеет место равенство 

 

∫ ∇𝑢
Ω

 ∇v dΩ + 𝐽1+ 𝐽2 + 𝐽3 + 𝐽4 + 𝜔1 ∫ 𝑢𝑣
Ω

 dΩ = ∫ 𝑓1Ω
𝑣 dΩ . (12)  

 

здесь 
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𝐽1 = 𝐾1 ∫ 𝑢𝑦
𝑎

−𝑎
(x, a−0) v (x, a) dx − 𝐾1 ∫ 𝑢𝑦

𝑎

−𝑎
(x, -a + 0) v (x,- a) dx, (13) 

𝐽2 = 𝐾2 ∫ 𝑢𝑥
𝑐

𝑎
(a−0, y) v (a, y) dy − 𝐾2 ∫ 𝑢𝑥

𝑐

𝑎
(-a + 0, y) v (- a, y) dy + 

+ 𝐾2 ∫ 𝑢𝑦
𝑎

−𝑎
(x, c - 0) v (x, c) dx, (14) 

𝐽3 = 𝐾2 ∫ 𝑢𝑥
−𝑎

−𝑐
(a−0, y) v (a, y) dy − 𝐾2 ∫ 𝑢𝑥

−𝑎

−𝑐
(-a + 0, y) v (- a, y) dy - 

− 𝐾2 ∫ 𝑢𝑦
𝑎

−𝑎
(x, - c + 0) v (x, - c) dx, (15) 

𝐽4 = 𝐾3 ∫ 𝑢𝑥
𝑏

−𝑎
(- d −0, y) v (- d, y) dx − 𝐾3 ∫ 𝑢𝑥

𝑏

−𝑏
(d + 0, y) v (d, y) dy, (16) 

 

где𝐾1 =  
𝜀1−𝜀2

𝜀1
, 𝐾2 =  

𝜀2−𝜀1

𝜀2
, 𝐾3 =  

𝜀2−𝜀3

𝜀2
. 

 

Обратная задача к прямой задаче (6)-(9) заключается в определении 

функции q по дополнительной информации  

u( −b, y) = f (y), y ∈ (−b, b).       (17)  

Введем оператор 

 

A: q (y) → u (−b, y), (18) 

 

где u (x, y) - решение прямой задачи (6)-(9). Тогда обратную задачу (6)-

(9), (17) можно записать в операторной форме 

 

Aq=f. (19) 

 

Для решения обратной задачи (19) рассмотрим сопряженную задачу к 

прямой задаче (6)-(9) 

 

∆ 𝜓 + 𝜔1𝜓 = 𝑓1, (x, y) ∈ Ω, (20) 

 

𝜓𝑥 (−b, y) = 𝜇(y), y ∈ (−b, b), (21) 

𝜓 (b, y) = 0, y ∈ (−b, b), (22)  

𝞇(x, −b) = 𝞇(x, b) = 0, x ∈ (−b, b). (23)  

 

Определение 1. Функцию 𝞇 ∈ 𝑊2
1(Ω) будем называть обобщенным ре-

шением сопряженной задачи (1.3.20)-(1.3.23), если для любых 𝒗∈ 𝑊2
1(Ω) , 

таких что 

 

v(b, y) = 0, y ∈(−b, b), (24) 

v(x, −b) = v (x, b) = 0, x ∈ (−b,b) (25) 

 

имеет место равенство 

 

∫ ∇ψ
Ω

 ∇vdΩ-∫ 𝜇(𝑦)𝑣(−𝑏, 𝑦)𝑑𝑦
𝑏

−𝑏
+𝐼1+ 𝐼2 + 𝐼3 + 𝐼4 + 𝜔1 ∫ 𝜓𝑣

Ω
dΩ=∫ 𝑓1Ω

𝑣dΩ (26) 
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здесь 𝐼1, 𝐼2, 𝐼3, 𝐼4 имеют такой же вид, как 𝐽1, 𝐽2, 𝐽3, 𝐽4 в (13)-(15) соответ-

ственно, только вместо функции u надо взять 𝞇. 

 

3. Численное решение обратной задачи  

Для решения обратной задачи используются оптимизационный метод 

Ландвебера [1, с. 7] и МКЭ [2, с.7].  

Приведем вычислительный алгоритм решения обратной задачи (19). 

1. Зададим начальное приближение 0q . 

2. Предположим что nq  известно, то находим обобщенное решение nu  

прямой задачи методом конечных элементов. 

3. Решаем сопряженную задачу методом конечных элементов, когда 

))(),(2(=)( yfybuy n  , находим решение ),( yxn . 

4. Вычисляем значение функционала   .=
2

),(
2

bbLnn fAqqJ


  Если 

функционал  nqJ  не достаточно мал, то вычисляем градиент функционала 

).,(= ybqJ nxn   

5. Вычисляем следующее приближение .=1 nnn qJqq    

 

Численные расчеты проведенны для данных: 
1,5.=0,4,=3,=0,01,= dcba  

Приведем графические результаты при следующих случаях: 

1. 1=0.01,=   

 
 

Рисунок 9.5 - Точное решение 

прямой задачи 

 

 
 

Рисунок 9.6 - Начальное 

пиближение решения прямой задачи 

при 0= qq
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Рисунок 9.7 – Приближенное 

решение прямой задачи 

 

 
Рисунок 9.8 – Приближенное 

решение обратной задачи 

 

 
Рисунок 9.9 - Невязка обратной задачи 
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