№4-дәріс. Векторлық және аралас көбейтінділер. Векторлардың векторлық көбейтіндісі
Үш компланар емес  [image: ] векторлары берілсін. Егер [image: ] векторының ұшынан қарағанда [image: ]дан [image: ]ға дейінгі ең қысқа бұрылыс сағат тіліне қарсы бағытта орындалса, онда [image: ] векторлары оң үштік, ал [image: ]дан [image: ]ға дейінгі ең қысқа бұрылыс сағат тілімен бағыттас болса, онда [image: ] сол үштік құрайды дейді. 
Анықтама. [image: ] және [image: ] векторларының векторлық көбейтіндісі деп, келесі үш шартты қанағаттандыратын [image: ]векторын айтады:
1) [image: ];
2) [image: ]векторының ұзындығы  [image: ] және [image: ] векторларына тұрғызылған параллелограммның ауданына тең, яғни  [image: ], мұндағы [image: ];
3) [image: ] векторлары оң үштік құрайды.
Векторлық көбейтінді  [image: ] немесе  [image: ] деп белгіленеді.
Векторлық көбейтіндінің анықтамасынан [image: ], [image: ],  [image: ] болады
Векторлық көбейтіндінің қасиеттері:
1. [image: ];
2. [image: ];
3. Нөлдік емес [image: ] және [image: ] векторлары [image: ] жағдайда ғана колинеар;
4. [image: ].
Теорема. Егер [image: ] базисінде [image: ] [image: ] векторлары берілсе, онда     [image: ][image: ].
1-мысал. [image: ][image: ] векторларының векторлық көбейтіндісін табу керек.
[image: ]Векторлық  көбейтіндінің қолданылуы
1. [image: ], [image: ]
2. Егер  [image: ]||[image: ] болса, онда [image: ](және керісінше) 
	
Векторлардың аралас көбейтіндісі
Анықтама.  [image: ][image: ][image: ] векторларының аралас көбейтіндісі деп, [image: ] және [image: ] векторларының векторлық көбейтіндісі мен [image: ] векторының скаляр көбейтіндісін айтады.[image: ]
Аралас көбейтінді [image: ] не [image: ] немесе [image: ] түрінде жазылады. Аралас көбейтіндінің нәтижесі санға тең.
Аралас көбейтіндінің қасиеттері:
1. [image: ];
2. [image: ];
3. [image: ];
4. Егер векторлар  [image: ][image: ][image: ]  компланар болса, онда [image: ].
Теорема. [image: ] базисінде [image: ], [image: ], [image: ] векторлары берілсін, онда олардың аралас көбейтіндіні  анықтауыш түрінде жазуға болады.
[image: ]
Аралас  көбейтіндінің қолданылуы
1. Егер  [image: ] болса, онда [image: ][image: ][image: ]  -оң үштік; егер [image: ] болса, онда  [image: ][image: ][image: ] - сол үштік құрайды. 
2. [image: ][image: ] [image: ][image: ][image: ]  векторлары компланар.
3. [image: ],        		  [image: ].

Жазықтықтағы  түзудің теңдеулері
1. Берілген нүктеден берілген векторға перпендикуляр өтетін түзудің теңдеуі
Түзудің бойында жатқан [image: ] нүктесі және оған перпендикуляр [image: ] векторы берілген. Түзудің бойынан кез келген [image: ] нүктесін аламыз. Сонда [image: ] болады. [image: ] векторы түзудің бойында жатқандықтан [image: ]болады. Сондықтан олардың скалярлық көбейтіндісі  [image: ], яғни
                              [image: ]                                             (4.1)
Бұдан [image: ] векторы түзуге перпендикуляр екендігі шығады. Түзуге перпендикуляр кез келген вектор түзудің нормалы немесе нормалдық векторы деп аталады.

2. Түзудің жалпы теңдеуі
	(4.1) теңдеуінде  жақшаларды ашып, [image: ] деп белгілесек, түзудің жалпы теңдеуі шығады
                                   [image: ]                                                        (4.2)
Егер А=0  болса, онда түзу Ох өсіне параллель өтеді; егер В=0 болса, онда түзу Оу өсіне параллель өтеді; егер С=0  болса, онда түзу жүйенің бас нүктесі арқылы өтеді.
3. Түзудің бұрыштық коэффициент арқылы берілген теңдеуі. Егер [image: ] болса, онда (4.2) теңдеуінен [image: ]  ([image: ]):
       			       [image: ]		                                   (4.3)
4. Екі нүкте арқылы өтетін түзудің теңдеуі. 	Түзу  [image: ] және [image: ] нүктелерінен өтсін. Түзудің бойынан кез келген [image: ] нүктесін аламыз. Сонда бұл түзудің теңдеуі төмендегідей болады:
                       	           [image: ]	                                            (4.4)
5. Түзудің кесінділік теңдеуі
Түзу 	[image: ] және [image: ] нүктелері арқылы өтсін. Сонда  (4.4)  формуласынан түзудің кесінділік теңдеуін аламыз:
[image: ]			                      (4.5)
6. Берілген нүктеден өтетін түзудің теңдеуі
[image: ]		                              (4.6)

7. Екі түзудің арасындағы бұрыш. [image: ] және  [image: ] түзулерінің арасындағы бұрыштың формуласы:
[image: ] 		                     (4.7)
Осыдан егер  түзулер параллель болса, онда  [image: ],  ал түзулер перпендикуляр болса, онда [image: ]  болады. 	Түзулер  [image: ] және [image: ] теңдеулерімен берілсе, онда [image: ], [image: ] болғандықтан түзулердің арасындағы бұрыш осы екі нормальдің арасындағы бұрышқа тең: 
[image: ]			(4.8)
Осыдан егер  түзулер параллель болса, онда  [image: ],  ал перпендикуляр болса, онда [image: ]болады.

8. Нүктеден түзуге дейінгі қашықтық. [image: ] нүктесінен [image: ] түзуіне дейінгі қашықтықтың формуласы:
              [image: ]			             	 (4.9)
2-мысал. [image: ] нұктесінен [image: ] тұзуіне дейінгі қашықтықты табу керек.
[image: ]

Әдебиеттер: 1 нег.[65-84],	11 қос. [156-167], [31-41].
Бақылау сұрақтар:
 1. Скаляр көбейтіндінің векторлық көбейтіндіден айырмашылығы неде? 
2. Аралас көбейтінді дегеніміз не?
3. Векторлық және аралас көбейтінділердің геометриялық мағынасын түсіндіріңіз.
4. Жазықтықтағы түзудің теңдеуіндегі бұрыштық коэффициенттің геометриялық мағынасы қандай?
5. Жазықтықтағы екі түзудің параллельдік және перпендикулярлық шарттарын айтыңыз.

image6.wmf
-

а


image96.wmf
(

)

y

;

x

M


image97.wmf
0

1

0

0

1

0

y

y

y

y

x

x

x

x

-

-

=

-

-


image98.wmf
(

)

0

,

a

M

0


image99.wmf
(

)

b

,

0

M

1


image100.wmf
1

b

y

a

x

=

+


image101.wmf
(

)

0

0

x

x

k

y

y

-

=

-


image102.wmf
1

1

b

x

k

y

+

=


image103.wmf
2

2

b

x

k

y

+

=


image104.wmf
2

1

1

2

k

k

1

k

k

tg

+

-

=

j


image105.wmf
2

1

k

k

=


image7.wmf
-

b


image106.wmf
2

1

k

1

k

-

=


image107.wmf
0

C

y

B

x

A

1

1

1

=

+

+


image108.wmf
0

C

y

B

x

A

2

2

2

=

+

+


image109.wmf
(

)

1

1

1

B

;

A

n

=


image110.wmf
(

)

2

2

2

B

;

A

n

=


image111.wmf
2

2

2

2

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

B

A

B

A

B

B

A

A

n

n

n

n

cos

+

×

+

+

=

=

j


image112.wmf
2

1

2

1

B

B

A

A

=


image113.wmf
0

B

B

A

A

2

1

2

1

=

+


image114.wmf
(

)

0

0

0

y

,

x

M


image115.wmf
0

C

By

Ax

=

+

+


image8.wmf
c

,

b

,

a


image116.wmf
2

2

0

0

B

A

C

By

Ax

d

+

+

+

=


image117.wmf
(

)

0

;

0

O


image118.wmf
0

20

y

8

x

6

=

+

+


image119.wmf
2

10

20

8

6

20

0

8

0

6

d

2

2

=

=

+

+

×

+

×

=


image9.wmf
а


image10.wmf
b


image11.wmf
b

a

c

r

r

r

´

=


image12.wmf
b

c

,

a

c

^

^


image13.wmf
c

r


image14.wmf
а


image15.wmf
b


image16.wmf
j

sin

b

a

c

r

r

r

×

=


image17.wmf
(

)

b

^

,

a

=

j


image18.wmf
c

,

b

,

a


image19.wmf
b

a

r

r

´


image20.wmf
[

]

b

,

a


image21.wmf
k

j

i

r

r

r

=

´


image22.wmf
i

k

j

=

´


image23.wmf
j

i

k

=

´


image24.wmf
)

b

a

(

a

b

r

r

r

r

´

-

=

´


image25.wmf
(

)

(

)

(

)

b

a

b

a

b

a

l

l

l

´

=

´

=

´


image26.wmf
a

r


image27.wmf
b

r


image28.wmf
0

a

b

=

´

r

r


image29.wmf
(

)

b

a

b

a

b

a

a

2

1

2

1

r

r

r

r

r

r

r

´

+

´

=

´

+


image30.wmf
(

)

k

;

j

;

i


image31.wmf
),

z

,

y

,

x

(

a

1

1

1

=

r


image32.wmf
)

z

,

y

,

x

(

b

2

2

2

=

r


image33.wmf
2

2

2

1

1

1

z

y

x

z

y

x

k

j

i

b

a

  

  

   

  

     

    

r

r

r

r

r

=

´


image34.wmf
k

y

x

y

x

j

z

x

z

x

i

z

y

z

y

2

2

1

1

2

2

1

1

2

2

1

1

+

-

=


image35.wmf
),

3

,

2

,

1

(

a

=

r


image36.wmf
)

6

,

5

,

4

(

b

=

r


image37.wmf
).

3

,

6

,

3

(

k

3

j

6

i

3

)

4

2

5

1

(

k

)

4

3

6

1

(

j

)

5

3

6

2

(

i

6

5

4

3

2

1

k

j

i

b

a

-

-

=

-

+

-

=

×

-

×

+

×

-

×

-

×

-

×

=

=

´

  

   

    

     

    

      

    

     

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r


image38.wmf
b

a

S

пар

´

=


image39.wmf
2

b

a

S

´

=

D


image40.wmf
а


image41.wmf
b


image42.wmf
0

b

a

=

´


image43.wmf
a

r


image44.wmf
b

r


image45.wmf
c

r


image1.wmf
c

,

b

,

a


image46.wmf
а


image47.wmf
b


image48.wmf
c


image49.wmf
c

)

b

a

(

)

c

,

b

a

(

r

r

r

r

r

r

´

=

´


image50.wmf
(

)

c

b

a

´


image51.wmf
[

]

c

b

a


image52.wmf
c

b

a


image53.wmf
(

)

(

)

(

)

b

a

c

a

c

b

c

b

a

×

´

=

×

´

=

×

´


image54.wmf
(

)

(

)

c

b

a

c

b

a

´

×

=

×

´


image55.wmf
c

a

b

a

c

b

a

b

c

b

a

c

b

c

a

c

b

a

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

-

=

=

-

=

=

-

=


image2.wmf
с


image56.wmf
a

r


image57.wmf
b

r


image58.wmf
c

r


image59.wmf
0

c

b

a

=


image60.wmf
{

}

k

,

j

,

i

r

r

r


image61.wmf
)

z

,

y

,

x

(

a

1

1

1

=

r


image62.wmf
)

z

,

y

,

x

(

b

2

2

2

=

r


image63.wmf
)

z

,

y

,

x

(

c

3

3

3

=

r


image64.wmf
3

3

3

2

2

2

1

1

1

z

y

x

z

y

x

z

y

x

c

b

a

=

r

r

r


image65.wmf
0

c

b

a

>


image3.wmf
-

а


image66.wmf
a

r


image67.wmf
b

r


image68.wmf
c

r


image69.wmf
0

c

b

a

<


image70.wmf
a

r


image71.wmf
b

r


image72.wmf
c

r


image73.wmf
0

c

b

a

=


image74.wmf
Û


image75.wmf
a

r


image4.wmf
-

b


image76.wmf
b

r


image77.wmf
c

r


image78.wmf
c

b

a

V

пар

=


image79.wmf
c

b

a

6

1

V

пир

=


image80.wmf
(

)

0

0

0

y

,

x

M


image81.wmf
(

)

B

,

A

n

=


image82.wmf
(

)

y

;

x

M


image83.wmf
(

)

0

0

0

y

y

;

x

x

M

M

-

-

=


image84.wmf
M

M

0


image85.wmf
n

M

M

0

^


image5.wmf
c

,

b

,

a


image86.wmf
0

M

M

n

0

=

×


image87.wmf
(

)

(

)

0

y

y

B

x

x

A

0

0

=

-

+

-


image88.wmf
C

By

Ax

0

0

=

-

-


image89.wmf
0

C

By

Ax

=

+

+


image90.wmf
0

B

¹


image91.wmf
B

C

x

B

A

y

-

-

=


image92.wmf
b

B

C

,

k

B

A

=

-

=

-


image93.wmf
b

kx

y

+

=


image94.wmf
(

)

0

0

0

y

,

x

M


image95.wmf
(

)

1

1

1

y

,

x

M


