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Алматы

Алгебра-I
Тұжырымдама

Механика-математика факультетiнiң барлық мамандықтарына бiрiншi семестрде
берiлетiн алгебраның негiзгi түсiнiктерi келтiрiлген. Стандартты кiтаптарда
жоқ теоремалар толық дәлелденген. Алгебралық есептердi шығару дағдылары
интерактивтi мысалдар және тесттер арқылы игерiледi. Мәтiнде гиперсiлтемелер бар.
Автордың ойынша осы файл студенттiң алгебраны оқу барысында гиды болады. Бұл
құралды дәрiстердiң және оқулықтардың орнын басады деп айтуға болмайды. Бiрақ
ол курстың оқу бағытын нақты көрсетiп, толық дәлелдеулердi табуға сiлтеме бередi,
негiзгi дағдыларды алуға көмектеседi және тесттердi шығару әдiстерiн бередi. Осы
файл коллоквиумдарға және емтихандарға дайындалғанда өте маңызды құрал болуы
мүмкiн.
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Файл туралы
Бұл жерде көбiне кiтаптарда тараулардың өзара тәуелдiлiгiнiң құрылымдық сұлбасы

келтiрiледi. Бiзге ол керек емес, өйткенi бiзде ол сұлба еркiн және файлдың қағазбен
салыстырғанда гипермәтiндiк артықшылықтары бар. Сұлбаның орнына қызықты сурет
салайық.

Файл Latex-2-нiң Acrotex D.P. Story, Pdfscreen C.V.
Radhakrishnan, Pstricks D. Girou, TikZ Till Tantau,
Polynom Carsten Heinz жаңа пакеттерiн пайдалану
арқылы және pdftex жалпы драйвер көмегiмен
шығарылды. Өңдеу аймағы – Texmaker 1.5, Miktex
2.4 және Adobe Acrobat 6.0. Суреттердiң бiр бөлiгi
Ghostscript пакетiнiң ”Эмоции” жинағынан және
Интернеттен алынған. Кейбiр суреттер Александр
Цыплаковтың TpX 1.3 бағдарламасы арқылы
дайындалған. Суреттердi конвертациялау үшiн
ImageMagick және ConversionArtist бағдарламалары
қолданылған.

Аңыз: Файлдағы 4 белгiсi студенттiң дұрыс жауап бергенiн, ал
8 белгiсi қате жауап бергенiн бiлдiредi, дұрыс жауап l белгiсiмен
белгiленедi. Әр тарауда ашық сары бөлiгi маңызды анықтамаларды, ал

pink түстi бөлiгi маңызды нәтижелердi көрсетедi.
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Навигация
Панельдегi белгiлердi және сөйлемдердi басу арқылы келесi әрекеттерге келемiз:

Title Page – бiрiншi бетке көшу;

Contents – мазмұн бетiне көшу;

JJ II – бiрiншi немесе соңғы бетке көшу;

J I – алдыңғы немесе келесi бетке көшу;

Page – керектi бетке көшу диалогы;

Go Back – соңғы пайдаланған бетке көшу;

Close – файлды жабу диалогы, өзгерiстердi сақтау туралы сұраққа жоқ жауабын
таңдау керек. Файлды қорғау жүйесi кез-келген жағдайда файлды өзгертпейдi.

Навигацияның ең жылдам әдiсi Contents арқылы жүргiзiледi. Керек бетке
Page арқылы да көшуге болады, немесе көшу белгiлерiн қолданып және
тышқанның оң немесе сол пернелерiн басуға болады. Жалғыз ерекшелiк –
тапсырмалардың және тесттердiң шешiмдерi бар Solution of quizzes мазмұнының
бөлiгi. Оған бассаңыз жүйе сiздi тапсырмалардың шарттарына жiбередi.
Тапсырмаларды орындағаннан кейiн ғана шешiмдерi бар тарауды көруге
болады. Шешiмдер тарауындағы қызыл шаршыға бассаңыз сiз тапсырмаға қайта
ораласыз. Осы құралда қолданылған барлық файлдар негiзгi файлға тiркелген.
Файлдың шығарылған күнi 26 октября 2011 г., файлдың көлемi 3.76 mb=3 950115 b.
Файлдың көлемi ±20b байтқа айырмашылығы болуы мүмкiн, өйткенi компиляциядан
кейiн pdf-файлдың бұрынғы көлемiне қайта түсу қиын. Файлды жабудан бұрын
AltTab-ты басыңыз және Windows-та осы файлдың атрибуттарын көрiңiз. Файлға
қайта оралыңыз. Авторлық барлық атрибуттарға сәйкес болса, онда барлық
Attach-файлдарды тышқанның оң пернесi арқылы қорықпай ашуға болады.



Title Page

Contents

JJ II

J I

Page 4 of 142

Go Back

Close



Title Page

Contents

JJ II

J I

Page 5 of 142

Go Back

Close

Алгебра&логика——ГА
М
Л

каф
едрасы

Алг
ебр

а&
лог

ика
——

ГА
М
Л
каф

едрасы

Ал
ге
бр
а
&
ло
ги
ка

—
—

ГАМЛ
кафедрасы

А
лг
еб
ра

&
ло

ги
ка

—
—

ГАМЛкафедрасы

А
лг
еб
ра

&
ло

ги
ка

—
—

ГАМЛкафедрасы

Ал
ге
бр
а
&
ло
ги
ка

——
ГА
МЛ

ка
фе
др
асы

Алг
ебра

& логи
ка ——

ГА
М
Л

ка
ф
ед
ра
сы

Алгебра & логика —— ГА
М
Л

ка
ф
ед
ра

сы

Алгебра & логика ——

ГА
М
Л
ка
ф
ед
ра
сы

Алгебра
&
логика

—
—

ГА
МЛ

каф
едр

асы
А
лгебра

&
логика

—
—

ГАМЛ кафедрасы

А
лгебра

&
логика

—
—

ГАМЛ кафедрасы

Алгебра&
логика——

ГАМЛ
кафедрасы

Алгебра&логика——

ГА
М
Л

каф
едрасы



Title Page

Contents

JJ II

J I

Page 6 of 142

Go Back

Close

Алгебраны оқудың траекториясын таңдау
Математиктер үшiн алгебра курсы екi семестрде оқылады, ал аналитикалық геометрия

курсы бiр семестр оқылады. Басқа мамандықтарда көбiнесе бұл курстар бiрге оқылады
және алгебраның кейбiр тараулары берiлмейдi. Осы файлда ММФ барлық мамандықтарына
қажет алгебраның негiздерiнен құрастырылған материал бар. Файлдың әртүрлi тараулары
бiр-бiрiнен тәуелсiз жазылған. Бiз төменде қандай мамандықтарға алгебраның қайсы
тарауларын оқу керек екенiн көрсетемiз. Бiрақ, негiзiнде лекторға байланысты кейбiр
өзгерiстер болуы мүмкiндiгiн айтып өту керек.

Математика – барлық тараулар.

Механика magenta түсiмен белгiленгеннен тыс барлық тараулар.

Информатика magenta түсiмен белгiленгеннен тыс барлық тараулар.

Ақпараттық жүйелер magenta түсiмен белгiленгеннен тыс барлық тараулар.

Математикалық және компьютерлiк пiшiндеу magenta түсiмен белгiленгеннен
тыс барлық тараулар.

Осы файлды жазу үшiн Latex пакетiнiң негiздерi бар төрт кiтапты, 2-бетiнде атап
өтiлген пакеттер туралы ағылшын, немiс және француз тiлдерiнде көптеген әдебиет
және pdf -тi бұзу туралы кiтапты оқып түсiну қажет болды.
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1. КIРIСПЕ

1. КIРIСПЕ

Компьтерге және бағдарламалық қамсыздандыруға қойылатын талаптар.
Pentium-II-ден бастап компьютер кез келген болуы мүмкiн. Файлды оқу үшiн Ja-
va script-модулi бар 6.0 нұсқасынан төмен емес Adobe Acrobat немесе Adobe Read-
er керек. Flash-роликтердi ойнату үшiн 7.0 нұсқасынан төмен емес Macromedia Flash
player қажет. Adobe Reader және Macromedia Flash player тегiн бағдарламалар болып
табылады және оларды http://www.google.ru сайты арқылы табуға болады. Егер сiзде
тек қана Adobe Reader бар болса, онда көп файлдар оқылады, бiрақ тiркелген pdf-емес
файлдар оқылмайды.

Файлдарға қандайда бiр авторлық қорғау қойылған, бiрақ pdf – ол web-технологиялар
болғандықтан мыңдаған хакерлер web-тiң әлсiздiгiн iздейдi, сондықтан қорғауға толық
үмiт жоқ. Файлды оқу барысында сiзге кейбiр пiшiндердi толтыруға тұра келедi

К.А. Мейрембеков, Ж.Т. Таласбаева әл-Фараби атындағы ҚазҰУ ГАМЛ кафедрасы 9
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1. КIРIСПЕ

(тесттердiң сұрақтарына жауап бергенде), файлмен жұмыс iстеп бiткеннен кейiн бұл
өзгерiстер сақталмайды. Жаңадан файлға кiргенде жұмысты қайтадан бастайсыз.
Әр бiр тарауда негiзгi анықтама жғне нәтиже түспен белгiленедi. Гиперсiлтемелерде
түспен белгiленген, егер оларды бассаңыз сәйкес тарауға көшесiз.

Элементар математиканың кейбiр мағлуматтарын студенттiң есiне түсiру үшiн
келесi үлкен flash-ролик келтiрiлген. Бұл ролик 2004 жылы дайындалған және орта
мектептiң 8–9 класстар аблгебрасының мультимедиялық оқу құралының негiзi болды.

Бұл құралды бiрнеше авторлар және ҚазҰУ программисттерi дайындаған, және
ол бүкiл Қазақстанға CD-дисклер арқылы таралды. Осы файлдың авторы жоғарыда
атап өтiлген құралдың авторларын басқарып тригонометрия тарауына жауапты болған
және сол flash-роликтың негiзiне қойылған идеяларының жалғыз авторы болып табылады.
Роликтың менюының барлық пункттерi: конвертерлер, трансформерлер, еспешығарғыштар,
анимация, графиктер басында автормен Maple арқылы құрастырылған одан кейiн
ғана дайын модельдер ҚазҰУ механика-математика факультетiнiң flash-программисттерiмен
iске асырылды.

Flash-роликте графиктердiң конструкторынан және түзулер арқылы графиктердiң
симметрийiнан басқа менюдың барлық пункттерi жұмыс iстейдi. Мына пункттерге
баспаңыз, егер бассаңыз FlashPlayer жұмыс iстемей қалады. Егер байқамай басып
қойсаңыз, онда FlashPlayer-дi алдыңғы жағдайынан шығарып бастапқы файлды pdf-
та оқып flash-ролик-тi жаңадан қоссаңыз болады. Flash-роликте Ән зерденi үнемдеу
үшiн алынып тасталған. Осы swf-ролик алгебра, геометрия және математикалық
талдау пәндерiнiң кейбiр есептерiн шығару үшiн көп көмек беруi мүмкiн.
Басында swf-файлдардың Internet Explorer браузеры мен сәйкестiгiн қарастырыңыз.
Ол үшiн Пуск/Менiң компьютерiм/қызмет көрсету/папканың қасиеттерi/ файлдың
типтерi басыңыз. Flash Player-ды табу үшiн 25 қараңыз.

К.А. Мейрембеков, Ж.Т. Таласбаева әл-Фараби атындағы ҚазҰУ ГАМЛ кафедрасы 10



Title Page

Contents

JJ II

J I

Page 11 of 142

Go Back

Close

1. КIРIСПЕ

swf-файлды ашу керек па?
Студенттердiң бiлiмдерiне қойылатын талаптар. Алгебра курсын түсiну

үшiн орта мектепте берiлетiн элементар математиканы бiлу қажет. Осы курстың
материалы басқа барлық математикалық пәндерде қолданылады. Бұл файлда алгебра
курсының барлық натижелерi және анықтамалары келтiрiлген. Стандартты кiтаптарда
жоқ кейбiр нәтижелердiң толық дәлелдеулерi келтiрiлген. Файл электрондық түрде
оқуға арналған және қағазға басуға арналмаған. Бiз файлда әртүрлi гиперссылкаларды
қолданамыз және осы файл арқылы студентпен интерактивты қатынаста болуды
көздеп отырмыз. ОныКак решать тесты тарауында және қарастырылатын мысалдарда
көресiздер. Бұл мақсаттарға қағаз арқылы жете алмайтын едiк.

К.А. Мейрембеков, Ж.Т. Таласбаева әл-Фараби атындағы ҚазҰУ ГАМЛ кафедрасы 11
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1.1 Сандық сақиналар және өрiстер, қалындалар сақиналары

1.1. Сандық сақиналар және өрiстер, қалындалар сақиналары

Бос емес 0 белгiсiмен белгiленген ерекше элементi бар K жиынын қарастырайық.
Осы жиында екiорынды + және · амалдары анықталған болсын, егер x, y ∈ K болса,
онда x+ y ∈ K және x · y ∈ K. Көп жағдайларда осы амалдар үшiн келесi қасиеттер
орындалады:

∀x∀y∀z[(x+ y) + z = x+ (y + z)] –қосу амалының терiмдiлiгi (ассоциативтығы)

∀x∀y[x+ y = y + x] –қосу амалының ауыстырымдылығы (коммутативтығы)

∀x[x+ 0 = x] – нөлдiң нейтралдығы

∀x∃y[x+ y = 0] – қарама-қарсы элемент

∀x∀y∀z[x · (y + z) = x · y + x · z], ∀x∀y∀z[(y + z) · x = y · x+ z · x] дистрибутивтық

Анықтама 1 Егер K жиынының амалдары жоғарыдағы қасиеттердi қанағаттандыратын
болса, онда оны сақина деп атайды.

Факт 1 Сақинада қосу бойынша нейтралды элемент жалғыз болады. Сақинаның кез

К.А. Мейрембеков, Ж.Т. Таласбаева әл-Фараби атындағы ҚазҰУ ГАМЛ кафедрасы 12
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1.1 Сандық сақиналар және өрiстер, қалындалар сақиналары

келген x элементi үшiн жалғыз қарама-қарсы y элементi табылады және ол −x
арқылы белгiленедi.

Анықтама 2 Егер K сақинасында көбейту амалы ассоциативты болса

∀x∀y∀z[(x · y) · z = x · (y · z)],

онда оны ассоциативты деп атайды.

Анықтама 3 Егер K сақинасында көбейту амалы коммутативты болса

∀x∀y[x · y = y · x)],

онда оны коммутативты деп атайды.

Анықтама 4 K сақинасының 1 бiрлiгi бар деп айтамыз, егер ∀x[x · 1 = x = 1 · x].

Анықтама 5 K бiрлiгi бар сақинасы берiлсiн. K сақинасының x элементi керiленетiн
деп аталады егер келесi теңдiктi қанағаттындыратын x·y = 1 = y·x y ∈ K элементi
табылатын болса.

Факт 2 Бiрлiгi бар сақинаның бiрлiгi жалғыз болады. Егер K бiрлiгi бар сақина болса,
онда керiленетiн x элементiне жалғыз керi элемент табылып x−1 арқылы белгiленедi.

Анықтама 6 Егер бiрлiгi бар ассоциативты және коммутативты сақинаның кез
келген нөлден өзгеше элементi керiленетiн болса, онда оны өрiс деп атайды.

К.А. Мейрембеков, Ж.Т. Таласбаева әл-Фараби атындағы ҚазҰУ ГАМЛ кафедрасы 13
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1.1 Сандық сақиналар және өрiстер, қалындалар сақиналары

Сақиналарда жоғарыда айтылып өткен қасиеттер бiр-бiрлеп немесе барлығы бiрге
орындалуы мүмкiн және сақинаның аты орындалып отырған барлық қасиеттерi бойынша
берiледi.

Мысал 1 Төменде әртүрлi (K,+, ·,=) жиындарды және олармен қоса +, · амалдарын
қарастырайық.

1. (Q,+, ·,=) және (R,+, ·,=) рационал және нақты сандардың өрiстерi болып
табылады.

2. (Z,+, ·,=) бүтiн сандар жиыны +, · амалдарымен қоса бiрлiгi бар ассоциативты
және коммутативты сақина болады.

3. (2Z,+, ·,=) жүп бүтiн сандар жиыны +, · амалдарымен қоса бiрлiгi жоқ ассоциативты
және коммутативты сақина болады.

Басқа коммутативты емес және (немесе) ассоциативты емес сақиналардың мысалдары
төменде келтiрiлiп жатар.

Анықтама 7 n ≥ 2 – белгiлi натурал сан болсын. {0, 1, . . . , n−1}жиынында x⊕ny =
irem(x+y, n) және x⊗ny = irem(x·y, n) ережелерiмен ⊕n,⊗n амалдарын анықтайық.
Бұл теңдiктерде irem(z, n) арқылы z-тi n-ға бөлгенде шығатын қалдық белгiленген.
(Zn,⊕n,⊗n) жиыны n модулi бойынша қалындылар сақинасы деп аталады. Кейбiр
жағдайларда оны (Zn,+, ·,=) арқылы белгiлейдi.

Kсақинасының x элементi нөлдiң (оң) бөлгiшi деп аталады егер x 6= 0 болса және x ·
y = 0 теңдiгiн қанағаттандыратын y 6= 0 табылатын болса. Мысал үшiн Z6 қалындылар
сақинасында 2 элементi нөлдiң бөлгiшi болады.

К.А. Мейрембеков, Ж.Т. Таласбаева әл-Фараби атындағы ҚазҰУ ГАМЛ кафедрасы 14
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1.1 Сандық сақиналар және өрiстер, қалындалар сақиналары

Факт 3 Кез келген өрiсте нөлдiң бөлгiштерi болмайды.

Теорема 1 Zn қалындылар сақинасы өрiс болуы үшiн n санының жәй болуы
қажеттi және жеткiлiктi.

Анықтама 8 Егер K сақинасы үшiн ∀x(mx = 0) шартын қанағаттандыратын m
натурал саны табылатын болса, онда осындай сандардың ең кiшiсiн K сақинасының
мiнездемесi деп атайды және char(K) арқылы белгiлейдi. Егер ондай m сандары жоқ
болса, онда сақинаның мiнездемесiн нөлге тең деп айтады. Мысал үшiн char(R) =
0 = char(Q) және char(Zn) = n.

Теорема 2 Кез келген өрiстiң мiнездемесi нөлге немесе жәй санға тең болады.

Теорема 3
1. Рационал сандар өрiсi кез келген мiнездемесi нөлге тең өрiстiң iшкi өрiсi

болады.

2. Zp қалындылар өрiсi кез келген мiнездемесi p жәй сан болатын өрiстiң iшкi
өрiсi болады.

Әдебиет – Кострикинның [4] кiтабы.

К.А. Мейрембеков, Ж.Т. Таласбаева әл-Фараби атындағы ҚазҰУ ГАМЛ кафедрасы 15
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1.2. Комплекс санның алгебралық жазылуы

1.2. Комплекс санның алгебралық жазылуы

(R,+, ·, 0, 1,=) нақты сандар өрiсi экономика және евклидтық геометрияның талаптарын
қанағаттандырады, бiрақ оның бiр кемшiлiгi бар, мысал үшiн, f(x) = x2+1 көпмүшесiнiң
нақты түбiрлерi жоқ. i арқылы i2 = −1 теңдiгiн қанағаттандыратын нақты сандар
өрiсiнде жатпайтын жаңа символды белгiлейiк.

Анықтама 9 Комплекс сандар жиыны деп {a+ bi | a, b ∈ R} формалды өрнектердiң
C жиынын атаймыз, бұл жерде i2 = −1 және a1+b1i = a2+b2i ⇐⇒ a1 = a2∧b1 = b2.

Анықтама 10 Комплекс сандар жиыныда амалдарды анықтайық. z1 = a1 +b1i, z2 =
a2 + b2i комплекс сандары үшiн z1 + z2 = (a1 + a2) + (b1 + b2)i және z1 · z2 = (a1a2 −
b1b2) + (a1b2 + a2b1)i.

(2pts) Көбейтiндiнi есептеңiз

(3 + 2i) · (4− i) = + i

︸ ︷︷ ︸
ScoreField

︸ ︷︷ ︸
PointsField

Ans:

К.А. Мейрембеков, Ж.Т. Таласбаева әл-Фараби атындағы ҚазҰУ ГАМЛ кафедрасы 16
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1.2. Комплекс санның алгебралық жазылуы

Теорема 4 C комплекс сандар жиыны +, · амалдары бойынша нақты сандар өрiсiн
кеңейтетiн өрiстi құрайды.

Осы теоремаға сүйенiп комплекс сандар үшiн барлық арифметикалық амалдар
(мысал үшiн қысқартылған көбейтiндiң формулалары) нақты сандар үшiн сияқты
анықталады.

Анықтама 11 z̄ = a − bi комплекс саны z = a + bi комплекс санына түйндес деп
аталады.

Факт 4
1. (z1 ± z2) = z1 ± z2,

2. (z1 · z2) = z1 · z2,

3. z ∈ R ⇐⇒ z = z̄,

4. z ∈ iR ⇐⇒ z̄ = −z, осындай сандар таза жорамал деп аталады,

5. z + z̄ ∈ R,

6. x · z̄ = a2 + b2 ∈ R+

Нақты сандардың кескiндерi нақты осьтiң нүктелерi болады. Комплекс сандардың
кескiндерi жазықытықтың нүктелерi болады. z = a + bi санына координаталары
(a, b) болатын жазықтықтың нүктесi сәйкес қойылады. Осы нүктеден координаталар
басына дейiнгi арақашықтықты z комплекс санының модулi деп атайды. Сонымен,

К.А. Мейрембеков, Ж.Т. Таласбаева әл-Фараби атындағы ҚазҰУ ГАМЛ кафедрасы 17
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1.2. Комплекс санның алгебралық жазылуы

комплекс санның модулi туралы түсiнiк нақты санның абсолюттық шамасы туралы
түсiнiктiң жалпылануы болады. z = a + bi комплекс санының тағы да бiр кескiнi
координаталардың басынан шығатын және (a, b) нүктесiмен аяқталатын векторы болады.
Осы кескiндеуден екi комплекс санның қосындысының кескiнi сәйкес векторларының
геометриялық қосындысы болатыны шығады.

Әдебиет – Куроштың [3] кiтабы.

К.А. Мейрембеков, Ж.Т. Таласбаева әл-Фараби атындағы ҚазҰУ ГАМЛ кафедрасы 18
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1.3. Комплекс санның тригонометриялық түрi

1.3. Комплекс санның тригонометриялық түрi

Комплекс жазықтықтағы нүктенiң орналасуы декарттық координаталардың жүйесiнен
тыс полярлық координаталар жүйесiнде бiрмәндi берiледi: сол нүктемен координаталар
басының арасындағы арақашықтықпен және ОХ осiмен координаталар басынан берiлген
нүктеге бағытталған сәуленiң арасындағы бұрышпен. Сағаттың тiлiне қарама-қарсы
бағыты бұрыштың оң бағыты есептеледi. Ол бұрыш полярлық бұрыш деп аталады.
α және 2π + α бұрыштары беттесетiнiн бiлесiздер. Сондықтан, 0 ≤ α ≤ 2π деп
қарастырылады. z = a+ bi комплекс санының тригонометриялық түрiн табайық.

ρ арқылы |z|-тi белгiлейiк. Пифагор теоремасынан ρ =
√
a2 + b2 шығады және

sin(ϕ) = b
ρ , cos(ϕ) = a

ρ теңдiктердiң орындалатынын көрсетуге болады. sin(ϕ), cos(ϕ)
сандар жүбы нөлмен 2π аралығында бұрышты бiрмәндi анықтайды. Егер ол сандардың

К.А. Мейрембеков, Ж.Т. Таласбаева әл-Фараби атындағы ҚазҰУ ГАМЛ кафедрасы 19
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1.3. Комплекс санның тригонометриялық түрi

екеуi де оң болса, онда бұрыш бiрiншi шеректе орналасады, егер екеуi де терiс болса,
онда бұрыш үшiншi шеректе орналасады. Егер синус оң, ал косинус терiс болса, онда
бұрыш екiншi шеректе жатады, және егер синус терiс, ал косинус оң болса, онда
бұрыш төртiншi шеректе жатады.

Демек a = ρ cos(ϕ), b = ρ sin(ϕ). Сондықтан,

z = a + bi = ρ[cos(ϕ) + i sin(ϕ)]. Соңғы жазылу комплекс
санның тригонометриялық түрi деп аталады.

Мысал 2
√

3− i комплекс санының тригонометриялық түрiн табайық.

Басында осы санның модулiн табайық, |z| =

√√
3

2
+ (−1)2 = 2. Комплекс санның

тригонометриялық түрiнде модуль алдына шығады. Соны ескеру керек. Онда√
3 − i = 2[

√
3

2 −
1
2 i]. Сондықтан, cos(ϕ) =

√
3

2 sin(ϕ) = − 1
2 . Жоғарыда келтiрiлген

ереже бойынша ϕ бұрышы төртiншi шеректе жатады. 0 немесе π бұрыштарына сүйiр
бұрышты қосып немесе алып кез келген шерекке түсуге болады. cos(π3 ) =

√
3

2 болғандықтан,
бiз керек бұрышты табамыз 2π − π

3 = 5π
3 . Осыдан тригонометриялық түрiне келемiз√

3− i = 2[cos( 5π
3 ) + i sin( 5π

3 )].
Комплекс санның алгебралық түрi комплекс сандарды қосу және азайту үшiн

ыңғайлы. Ал комплекс санның тригонометриялық түрi комплекс сандарды көбейту,
дәрежелеу және кез келген дәрежелi түбiрдi алу амалдары үшiн ыңғайлы.

К.А. Мейрембеков, Ж.Т. Таласбаева әл-Фараби атындағы ҚазҰУ ГАМЛ кафедрасы 20
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1.3. Комплекс санның тригонометриялық түрi

(3pts) комплекс санның тригонометриялық түрiн табыңыз

1−
√

3i = [cos( ) + i sin( )]

︸ ︷︷ ︸
ScoreField

︸ ︷︷ ︸
PointsField

Ans:

Теорема 5 Егер z1 = r[cos(ϕ) + i sin(ϕ)], z2 = ρ[cos(ψ) + i sin(ψ)], онда

z1z2 = rρ[cos(ϕ+ ψ) + i sin(ϕ+ ψ)].

Демек, комплекс сандардың көбейтiндiсiнiң модулi көбейткiштердiң модульдерiнiң
көбейтiндiсiне тең болады және көбейтiндiнiң аргументi көбейткiштердiң
аргументтерiнiң қосындысына тең болады. Әрине, егер аргументтерiнiң қосындысы
2π-ден үлкен болса, онда аргументтерiнiң қосындысынан 2π-ды азайту керек.

Салдар 1 (Муавр формуласы) Егер z = r[cos(ϕ) + i sin(ϕ)], онда

zn = rn[cos(nϕ) + i sin(nϕ)].

Әрбiр комплекс саннан кез келген дәрежелi түбiр алуға болады. Комплекс санмен
нақты санның бiр айырмашылығы осында. Егер комплекс сан нөлден өзгеше болса,
онда оның n дәрежелi әр түрлi n түбiрi табылады.

К.А. Мейрембеков, Ж.Т. Таласбаева әл-Фараби атындағы ҚазҰУ ГАМЛ кафедрасы 21
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1.3. Комплекс санның тригонометриялық түрi

Теорема 6 Егер z = r[cos(ϕ) + i sin(ϕ)], онда

n
√
z = n

√
r

[
cos

(
ϕ+ 2πk

n

)
+ i sin

(
ϕ+ 2πk

n

)]
, 0 ≤ k ≤ n− 1.

Анықтама 12 Бiрдiң n дәрежелi түбiрi деп αn = 1 теңдiгiн қанағаттандыратын α
комплекс санын айтамыз. Бiрдiң n дәрежелi түбiрлер жиыны n-шi реттi циклдық
топты құрайды, өйткенi бұл жиын көбейту және керi элементтi алу амалдары
бойынша тұйық болады. Бiрдiң n дәрежелi барлық түбiрлерi бiр түбiрiнен сол түбiрдiң
дәрежелерi арқылы шығады. Ондай түбiрлердi бiрдiң n дәрежелi алғашқы түбiрлерi
деп атайды.

α саны бiрдiң n дәрежелi түбiрi болады сонда және тек қана сонда, егер αn = 1
және (∀k < n)[αk 6= 1]. Бiрдiң түбiрлерi радиусы 1-ге тең шеңберде iштей сызылған
көпбұрыштың төбелерiнде орналасады және төбелердiң бiреуi 1 нақты саны болады.

(3pts) Комплекс санның барлық түбiрлерiн табыңыз

3
√
−2 + 2i =

√
[cos( ) + i sin( )]

︸ ︷︷ ︸
ScoreField

︸ ︷︷ ︸
PointsField

Ans:

Әдебиет – Куроштың [3] кiтабы.
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1.4. Анықтауыштар

1.4. Анықтауыштар

K қандайда бiр өрiс болсын. Рационал, нақты, комплекс сандар өрiстерiн және жәй
модулi бойынша қалындылар өрiсiн сәйкес Q,R,C,Zp арқылы белгiленетiнiн айтып
өтейiк. Екiншi реттi анықтауыш (детерминант) деп екi жолы және екi бағаны бар
кестенi айтамыз, ол кестеге K өрiсiнiң келесi саны сәйкес қойылады:

∆2 =

∣∣∣∣a1,1 a1,2

a2,1 a2,2

∣∣∣∣ = a1,1 · a2,2 − a1,2 · a2,1.

Бұл жерде анықтауыштың элементтерiнiң координаттық жазылуы қолданылады:
ai,j элементi i-шi жолдың және j-шi бағанның қиылсуында орналасады. Үшiншi реттi
анықтауыш (детерминант) деп үш жолы және үш бағаны бар кестенi айтамыз, ол
кестеге K өрiсiнiң келесi саны сәйкес қойылады:

∆3 =

∣∣∣∣∣∣
a1,1 a1,2 a1,3

a2,1 a2,2 a2,3

a3,1 a3,2 a3,3

∣∣∣∣∣∣= a1,1 · a2,2 · a3,3 + a1,2 · a2,3 · a3,1 + a1,3 · a2,1 · a3,2−
−a1,3 · a2,2 · a3,1 − a1,1 · a2,3 · a3,2 − a1,2 · a2,1 · a3,3

К.А. Мейрембеков, Ж.Т. Таласбаева әл-Фараби атындағы ҚазҰУ ГАМЛ кафедрасы 23
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1.4. Анықтауыштар

∆3 үшiн формуланы есте сақтау қиындау, бiрақ бiрiншi кестенiң үшбұрыштарының
төбелерiне және бас диагональға сәйкес сандар үштiктерiнiң көбейтiндiлерi анықтауышқа
қосу таңбасымен кiредi, ал екiншi кестенiң сәйкес көбейтiндiлерi ∆3-ға алу таңбасымен
кiредi. Екiншi реттi анықтауыштары берiлген формула бойынша оңай есептеледi.
Бiрақ бiздiң ойымызша үшiншi реттi анықтауышты келтiрiлген формула бойынша
есептеу тиымды емес. Үшiншi және одан жоғарғы реттi анықтауыштарды n-шi реттi
анықтауыштардың қасиеттерiн пайдаланып есептеген дұрыс болады.

n – тiркелген натурал саны болсын, Jn арқылы {1, 2, . . . , n} сандар жиынын белгiлеп
алайық. Jn жиынының алмастыруы деп Jn-ның әр түрлi сандарынан құрылған π =
(α1, α2, . . . , αn) реттелген тiзбегiн айтамыз. S(n) арқылы Jn жиынының барлық алмастыруларының
жиынын белгiлеймiз. Мысалы үшiн, n = 3 болған жағдайда S(3)жиыны келесi алмастырулардан
құрастырылады:

(1, 2, 3), (1, 3, 2), (2, 1, 3), (2, 3, 1), (3, 1, 2), (3, 2, 1).

Лемма 1 S(n) жиынында алмастырулар саны n!-ға тең.

К.А. Мейрембеков, Ж.Т. Таласбаева әл-Фараби атындағы ҚазҰУ ГАМЛ кафедрасы 24
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1.4. Анықтауыштар

n! саны n-нiң өсуiмен өте үлкен жылдамдықпен өсетiнiн ескерейiк. Оның мәндерiнiң
тiзбегiн келтiрейiк 2! = 2, 3! = 6, 4! = 24, 5! = 120, 6! = 720, 7! = 5040, 8! = 40320, 9! =
362880 және 10! == 3628800 саны үш миллионнан асатынын айтып өтейiк. 13! =
6227020800 саны алты миллиардтан үлкен және 100! санының жазылуында 158 цифр
бар, демек ол гуглданда үлкен ( гугл – жүз нөлi бар бiрлiк, осы сөзден әйгiлi Интернеттегi
iздегiш google шыққан).

Келесi файлға қарасаңыз – дауысы бар қызықты анимация, алмастырулар табиғатта
ең жие кездесетiн объектiлердiң бiреуi екенiн көресiз. Анимацияны көру үшiн
Macromedia Flash Playerдың 7.0 немесе оданда жоғарғы нұсқасы кажет. Егерде сiз
Интернетпен пайдаланып жүрсеңiз, онда ол браузерiңiзде бар болады. Егер файл
ашалмасаңыз, онда кез келген Интернет-кафеге барып http://www.google.ru сайтына
кiрiп Macromedia Flash Player iздеңiз. Сiлтемелерге қарап сол программаның down-
load тауып флешкаға көшiрiп өзiңiздiң компьютерiңiзге орнатыңыз. Ол программаны
пайдалану туралы 11 қараңыз. Қайта оралу үшiн Go Back басасыз. Бұл тегiн
программа. Белгiнi тышқанның оң кнопкасымен белгiлеп шыққан менюда открыть

swf-файл таңдаңыз.

Анықтама 13 π алмастыруы берiлсiн π = (α1, α2, . . . , αn). αi, αj екi элементi π
алмастыруында инверсия құрайды, егер i < j, бiрақ αi > αj болса. π алмастыруындағы
инверсиялар санын I(π) арқылы белгiлеймiз. Алмастыруды жұп деп айтамыз, егер
I(π) жұп болса, ал керi жағдайда оны тақ деп айтамыз.

Анықтама 14 π және τ S(n)-ның алмастырулары болсын. τ алмастыруы π алмастыруынан
транспозиция арқылы шықты деп айтамыз, егер π-да тек қана αi, αj екi элементiнiң
орындарын аустырсақ τ шығатын болса.

К.А. Мейрембеков, Ж.Т. Таласбаева әл-Фараби атындағы ҚазҰУ ГАМЛ кафедрасы 25
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1.4. Анықтауыштар

Теорема 7 Кез келген транспозиция берiлген алмастырудың жұптығын өзгертедi.

Мысал 3 Рубиктың кубигi алмастыруларды пайдаланудың жақсы мысалы. Бiздiң
кубиктың бiр қырында сөздер жазылған болсын (тараудың басын қараңыз). Кубикты
бiрнеше рет айналдырайық. Ендi кубикты бастапқы қалпына келтiрейiк. Әрiптер
орындарын аустырмайдыма?

Анықтама 15 n-шi реттi анықтауыштың анықтамасын берейiк. Алдымен келесi
формуланы келтiрейiк

∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1,1 a1,2 . . . a1,n

a2,1 a2,2 . . . a2,n

. . . . . .
an,1 an,2 . . . an,n

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∑

π∈S(n)

(−1)I(π)a1,π(1)a2,π(2) . . . an,π(n)

Бұл күрделi формуланы түсiндiрейiк:

• анықтауыш n! қосылғыштардың қосындысы (қосынды π ∈ S(n) бойынша);

• ∆n-дағы әрбiр қосылғыш ∆n-ның әр түрлi қатарларында орналасқан n көбейткiштердiң
көбейтiндiсi;

• ∆n-дағы әрбiр қосылғыш ∆n-ның әр түрлi бағандарында орналасқан n көбейткiштердiң
көбейтiндiсi (Өйткенi екiншi белгiлер S(n)-ның алмастыруы);

К.А. Мейрембеков, Ж.Т. Таласбаева әл-Фараби атындағы ҚазҰУ ГАМЛ кафедрасы 26
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1.4. Анықтауыштар

• анықтауыштың қосылғышының таңбасы екiншi белгiлерден құрылған алмастырудың
жұптығынан тәуелдi.

Анықтауыштың қасиеттерiн келтiрейiк. Ең негiзгi қасиеттерi - ол бiрiншiсi және
екiншiсi.

Қасиет 1 Егер анықтауыштың екi қатарының орнын ауыстырсақ, онда анықтауыштың
таңбасы өзгередi.

Қасиет 2 Анықтауышты төңкерсек, (анықтауышты бас диагоналдан айналдырамыз)
ол өзгермейдi. Осы қасиет бойынща қатарлар үшiн дәлелденген қасиеттер бағандар
үшiн да орындылады.

Қасиет 3 Нөлдiк қатары бар анықтауыш нөлге тең болады.

Қасиет 4 Екi бiрдей қатары бар анықтауыш нөлге тең болады.

Қасиет 5 Егер анықтауыштың қатарын λ санына көбейтсек, онда анықтауыш λ есе
көбейедi.

Қасиет 6 Екi пропорционал қатарлары бар анықтауыш нөлге тең болады.

Қасиет 7 Егер анықтауыштың бiр қатарының элементтерi екi қосылғыштың қосындысы
болса, онда ол екi анықтауштың қосындысына тең болады: бiрншiсiнде белгiлi
қатардың бiрiншi қосылғыштары тұрады, екiншiсiнде белгiлi қатардың екiншi
қосылғыштары тұрады, бұл анықтауыштардың басқа элементтерi бастапқы элементтерiмен

К.А. Мейрембеков, Ж.Т. Таласбаева әл-Фараби атындағы ҚазҰУ ГАМЛ кафедрасы 27
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1.4. Анықтауыштар

бiрдей болады.∣∣∣∣∣∣∣∣
a1,1 a1,2 . . . a1,n
a2,1 a2,2 . . . a2,n

. . . . . .
ai,1 + a′i,1 ai,2 + a′i,2 . . . ai,n + a′i,n

. . . . . .
an,1 an,2 . . . an,n

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1,1 a1,2 . . . a1,n
a2,1 a2,2 . . . a2,n

. . . . . .
ai,1 ai,2 . . . ai,n

. . . . . .
an,1 an,2 . . . an,n

∣∣∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣∣∣
a1,1 a1,2 . . . a1,n
a2,1 a2,2 . . . a2,n

. . . . . .
a′i,1 a′i,2 . . . a′i,n

. . . . . .
an,1 an,2 . . . an,n

∣∣∣∣∣∣∣∣
Қасиет 8 Егер анықтауыштың бiр қатарына басқа қатарды кез келген λ санына

көбейтiп алып қоссақ, онда анықтауыш өзгермейдi.

Қасиет 9 Егер анықтауыштың бiр қатары басқа қатарларының сызықты комбинациясы
болса, онда анықтауыш нөлге тең болады.

Бiз есептерде келесi белгiленулердi пайдаланамыз: (i) ↔ (j) – i-шi және j-шi
қатарлардың орындарын ауыстырылғанын бiлдiредi, λ(i) – i-шi қатарды λ санына
көбейтiндiсiн бiлдiредi және (i) + λ(j) – i-шi қатармен λ санына көбейтiлген j-шi
қатардың қосындысын бiлдiредi. Бұл жерде j-шi қатар өзгермейдi, ал өзгерiстiң барлығы
i-шi қатарда болады. Бағандармен Гаусс түрлендiрулерi үшiн сәйкес белгiленулер
қолданылады. Тек қана жазылуында бiр айырмашылық бар: [i] – i-шi бағанды бiлдiредi.

Quiz Екiншi анықтауыш бiрiншi анықтауыштан қандай түрлендiру арқылы
шыққанын анықтау керек.∣∣∣∣1 −2

2 1

∣∣∣∣ ·
−−−−−−−−−−→

∣∣∣∣ 1 −2
−1 7

∣∣∣∣
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1.4. Анықтауыштар

Келесi есептердi шығару үшiн Start кнопкасын басу керек, одан кейiн керектi
радиокнопкаға басып әрбiр есептiң сiздiң ойыңызша дұрыс жауабын толтырыңыз.
Start кнопканы қайталап бассаңыз бұрынғы таңдау өшiрiледi және жүйе жаңа
жұмысқа дайын болады. Шешiмдi тексеру үшiн end басу керек және жауабын
тексеру үшiн Correct кнопкасын басу керек. Жасыл дөңгелек кнопкасын бассаңыз
дұрыс жаубымен сәйкес есептiң шешiмi бар бетке көшуге болады. Шешiмi бар беттегi
қызыл шаршы кнопкасын бассаңыз сiздi қарастырылып жатқан есепке көшiредi.

1. Егер анықтауыштың екi еселенген бiрiншi қатарынан екiншi қатарын азайтсақ,
анықтауыш қалай өзгередi?
Жауаптар:

өзгермейдi, нөлге тең болады, екi еселендi.
2. Егер бiр уақытта бiрiншi қатардан екiншi қатарды азайтсақ, екiншiден үшiншiнi

азайтсақ, үшiншiден бiрiншiнi азайтсақ, онда анықтауыш қалай өзгередi?
Ответы:

нөлге тең болады, өзгермейдi, таңбасы өзгередi.

Әдебиет – Куроштың кiтабы [3].
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1.5. n-шi реттi анықтауыштар.

1.5. n-шi реттi анықтауыштар.

Анықтауыштардың барлық қасиеттерiн бiлмей анықтауышты сенiмдi есептей алмайсыз.
Қасиеттердi классификациялау және есте сақтау үшiн келесi ережелердi келтiрейiк.
Бұл қасиеттердi дәлелдеулерiнiң ретi бойынша жазудың қажетi жоқ. Өқырман қасиеттердiң
жинақтарын салыстырып белгiленулердi түсiнедi.

I. ∆ = 0

a) ∆[(k) = θ] = 0;

b) ∆[(k) = (s)] = 0;

c) ∆[(k) = λ · (s)] = 0;

d) ∆[(k) =
∑
i 6=k λi · (i)] = 0.

II. ∆ өзгермейдi.

a) ∆′ = ∆; (штрих төңкерiленудi бiлдiредi)

b) ∆[(k) + λ · (s)] = ∆.
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1.5. n-шi реттi анықтауыштар.

III. ∆ өзгередi.

a) ∆[(k)↔ (s)] = −∆;

b) ∆[λ · (k)] = λ ·∆;

c) ∆[(k) = (k′) + (k′′)] = ∆[(k′)] + ∆[(k′′)].
Кейбiр анықтауыштар детерминантың анықтамасынан бiрден есептеледi. Олардың

iшiнде жоғарғы үшбұрышты анықтауыш бар∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a1,1 a1,2 a1,3 . . . a1,n

0 a2,2 a2,3 . . . a2,n

0 0 a3,3 . . . a3,n

. . . . . .
0 0 0 . . . an,n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a1,1 · a2,2 · a3,3 · · · · · an,n

Мысал 4 Анықтауышты есептеңiз∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 −1 3
−2 3 1 4
3 −1 −2 2
1 2 −3 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
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1.5. n-шi реттi анықтауыштар.

Берiлген анықтауышты II.b және III.a қасиеттерiн пайдаланып үшбұрышты түрге
келтiрейiк (қатарларды орнын ауыстырғанда анықтауыштың таңбасы өзгеретiнiн
умытпайық). Бiз сiзбен бiрге боламыз. Теңдiктердiң үстiнде түрлендiрулердiң
белгiленулерi тұрады. Бұл жерде (k) ↔ (s) k-шi және s-шi қатарлардың орнын
ауыстыруын бiлдiредi және (k) + λ(s) k-шi қатарға λ санына көбейтiлген s-
шi қатардың қосындысын бiлдiредi. Бағандардың сәйкес түрлендулерi [k] ↔ [s]
және [k] + λ[s] арқылы белгiленедi. Пункттердi толтырғанда Right немесе Wrong
сөздерi шығады. Оларды өшiрiңiз. Есептеулердiң дұрыс пункттерi жасылмен
дөңгелектенедi, қателерi – қызылмен . Ans пунктiнде қате есептеулердiң саны

шығады. Егер Ans кнопкасына бассаңыз сәйкес пункттегi дұрыс жауап шығады.
Егер сiз қатардың өзгемейтiнiн бiлсеңiз, онда толтыруды тездетуге болады.

Quiz Үшбұрышты түрге келтiру арқылы анықтауышты есептеңiз
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 −1 3
−2 3 1 4
3 −1 −2 2
1 2 −3 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(2)+2(1)

=
(3)-3 (1)
(4) -(1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 −1 3
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(3)+(2)

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 −1 3
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(3)↔(4)

= −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 −1 3
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

Кез келген анықтауышты осындай түрлендiрулер арқылы жоғарғы үшбұрышты түрге
келтiруге болатынын түсiну қиын емес. Ол үшiн неше арифметикалық амалдың керектiгiн
есептейiк. Қажет болса, сол жоғарғы бұрышта тұрған элемент нөлден өзгеше болу
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1.5. n-шi реттi анықтауыштар.

үшiн, қатарлардыңорнын ауыстырамыз. Бiздiң алгоритм бойынша екiншi қатардан
бастап барлық қатарлардан, бiрiншi элементi нөл болатындай қылып, сәйкес келетiн
санға бiрiншi қатарды көбейтiп алып азайту керек. Ол үшiн n(n − 1) көбейту және
n(n − 1) азайту жасау керек. Одан кейiн сол түрлендiрулердi бiрiншi қатары және
бiрiншi бағаны жоқ кестеге қайталап жүргiзу керек. Демек, көбейту амалының жалпы
саны

n(n− 1) + (n− 1)(n− 2) + (n− 2)(n− 3) + · · ·+ 3 · 2 + 2 · 1 =

n∑
k=2

k(k − 1) =
n(n2 − 1)

3

болады.
Қосу амалыныңда сонша саны қажет. Сонымен, n-шi реттi анықтауышты үшбұрышты

түрге келтiру арқылы есептеу үшiн ретi 2
3n

3 сәйкес арифметикалық амалдарды орындау
қажет. 100-шi реттi анықтауышты есептеу үшiн ретi миллионға сәйкес арифметикалық
амалдарын орындау қажет және оны детерминантың анықтамасы бойынша қажет
гуглдардың трилиондар амалдарымен салыстыруға болмайды. 100-шi реттi анықтауыш
сiздiң жеке компьютерiңiзде есептеледi.

Анықтама 16 ∆ n-шi реттi анықтауыш болсын және 1 ≤ k ≤ n. Егер бiз
сандардың келесi екi жиындығын қарастырсақ 1 ≤ i1 < i2 < · · · < ik ≤ n,
1 ≤ j1 < j2 < · · · < jk ≤ n, онда ∆-ның iшiндегi 1 ≤ i1 < i2 < · · · < ik ≤ n
нөмiрлi қатарлармен 1 ≤ j1 < j2 < · · · < jk ≤ n нөмiрлi бағандардың қиылысуында
тұрған кесте k-шi реттi анықтауыш құрайды, оны ∆-ның миноры деп айтады.

∆ анықтаушында
(
n
k

)2
k-шi реттi минорлары бар. Бiрiншi реттi минорлар – анықтауыштың

элементтерi болады. n-шi реттi минор – ∆ анықтауышының өзi. M минорының
∼
M

К.А. Мейрембеков, Ж.Т. Таласбаева әл-Фараби атындағы ҚазҰУ ГАМЛ кафедрасы 33



Title Page

Contents

JJ II

J I

Page 34 of 142

Go Back

Close

1.5. n-шi реттi анықтауыштар.

толықтаушы миноры деп ∆-даM минорының қатарлары мен бағандарын сызып алып
тастағанда шығатын (n − k)-реттi минорын айтамыз. SM арқылы i1 + i2 + · · · + ik +
j1 + j2 + · · ·+ jk санын белгiлейiк.

Теорема 8 (минор туралы) M · (−1)SM
∼
M көбейтiндiсi ∆ анықтауышының

жiктелуiнiң қосындыларынан құрылған, және таңбалары да сақталады.

Минорлар туралы теоремадан комбинаторлық әдiстермен келесi теорема шығады

Теорема 9 (Лапласс) n-шi реттi ∆ анықтауышы болсын, 1 ≤ k < n және 1 ≤
i1 < i2 < · · · < ik ≤ n сандар тiзбегi берiлсiн. Ω арқылы 1 ≤ i1 < i2 < · · · < ik ≤ n
нөмiрлi қатарларындағы k-шi реттi барлық минорлар жиынын белгiлейiк. Онда

∆ =
∑
M∈Ω

M · (−1)SM
∼
M.

Анықтама 17 Егер ai,j – ∆ анықтауышының элементi болса, онда ai,j элементi
үшiн Ai,j алгебралық толықтауышы деп (−1)i+jMi,j-ны айтамыз, бұл жерде Mi,j –
ai,j-ның толықтаушы миноры.

Анықтауышты есептегенде көбiне келесi тепе-теңдiктер қолданылады
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1.5. n-шi реттi анықтауыштар.

Салдар 2 Анықтауышты қатар немесе баған бойынша жiктелуi.

a) ∆ = ai,1Ai,1 + ai,2Ai,2 + · · ·+ ai,nAi,n;

b) ∆ = a1,jA1,j + a2,jA2,j + · · ·+ an,jAn,j.

Келесi анықтауышта бiр айрықшылық бар, бiрдей сандар әр түрлi қатарларда әр
түрлi жолмен орналасқан. Онда әрбiр қатардың элементтерiнiң қосындысы бiрдей
болады. Сондықтан, бiрiншi бағанға қалған барлық бағандарды қоссақ, онда бiрiншi
бағанның барлық элементтерi бiрдей болады.

Quiz Анықтауышты есептеңiз

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 1 1 1
1 2 1 1
1 1 2 1
1 1 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
[1]+[2]+[3]+[4]

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1

2 1 1

1 2 1

1 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
из (2), (3), (4) строк отнять первую

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

Келесi анықтауышта айрықшылықтар көрiнбейдi. Сондықтан оны ретiн төмендету
арқылы шығарамыз. Алдымен анықтаушты әлсiз қатарын табайық – ол бiрiншi қатар.
Демек, бiздiң бiрiншi мақсатымыз – бiрiншi қатарда көп элементтi нөлге келтiру.
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1.5. n-шi реттi анықтауыштар.

Quiz Анықтауышты ретiн төмендету арқылы шығарыңыз∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −1 1 −2
1 3 −1 3
−1 −1 4 3
1 0 −8 −13

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
[1]+[2]

=
[3]+[2]
[4] -2[2]

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−1

3

−1

0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=(−1)4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(1)+2(2)

=
(2)+2(3)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣=
∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣=

Әдебиет – Куроштың кiтабы [3].
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1.6. Сызықтық алгебралық теңдеулер жүйелерi

1.6. Сызықтық алгебралық теңдеулер жүйелерi.
Анықтама 18 n белгiсiзi бар сызықтық алгебралық теңдеулер жүйесi
деп келесi түрдегi теңдеулер жүйесiн айтамыз

a1,1x1 + a1,2x2 + · · ·+ a1,nxn = b1

a2,1x1 + a2,2x2 + · · ·+ a2,nxn = b2

. . . . . .

am,1x1 + am,2x2 + · · ·+ am,nxn = bm,

(1.6.1)

бұл жердегi ai,j , bi коэффициенттерi K сандық өрiсiне тиiстi. Жүйенi
бiртектi деп айтамыз, егер оның барлық бос мүшелерi нөлге тең болса.

Бiзге осы теңдеулер жүйесiнiң қысқаша жазылуы керек, оларды бiз ендi САТЖ
деп айтамыз.

n∑
j=1

ai,jxj = bi, 1 ≤ i ≤ m. (1.6.2)

Арасында бiз осы теңдеулер жүйесiнiң матрицалық түрiн де пайдаланамыз.

Анықтама 19 Реттелген сандар тiзбегiн ρ̄ = (ρ1, ρ2, . . . , ρn) САТЖ-ның (1.6.2)
шешiмi деп атайды, егер 1 ≤ j ≤ n үшiн xj = ρj теңдеулерге қойсағанда,
сол теңдеулер тепе-теңдiкке айналса. САТЖ үйлесiмсiз деп аталады, егер оның
шешiмi жоқ болса және керi жағдайда үйлесiмдi деп аталады. Үйлесiмдi САТЖ
анықталған деп аталады, егер САТЖ-ның жалғыз шешiмi бар болса.
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1.6. Сызықтық алгебралық теңдеулер жүйелерi

Анықтама 20 Бiрдей белгiсiздерi бар теңдеулер жүйелерiн эквиваленттi деп атайды,
егер олардың шешiмдер жиыны бiрдей болса.

САТЖ-ның шешiмi оңай табылатын айрықша түрлерi болады (сатылы).

Мысал 5 САТЖ-ның барлық шешiмдерiн табыңыз.
x1 + 2x2 − 3x3 + x4 = 5

x2 + 4x3 − 2x4 = −2

x3 + 2x4 = −4

x4 = 1

Бұл САТЖ-ның төртiншi теңдуiнен x4 = 1 екенi анық, оны үшiншi теңдеуге қоямыз
және x3 = −6 табамыз, нәтижелердi екiншi теңдеуге қойып x2 = 24 табамыз, соңында
бiрiншi теңдеуден x1 = −26 шығады. Сондықтан САТЖ-ның жалғыз (-26,24,-6,1)
шешiмi бар. Демек, бiздiң ендiгi мақсатымыз: кез келген САТЖ үшiн эквиваленттi
сатылы түрдегi САТЖ-ны табу.

Анықтама 21 (1.6.1) теңдеулерiнiң негiзгi түрлендiрулерiн қарастырайық. Оларды
Гаусс түрлендiрулерi деп атайды және олар алгебра курсының сызықтық
кеңiстiктер және матрицалар теориясында басқа түрде кездеседi.

a) Теңдеулердiң орындарын ауыстыру;

b) Бiр теңдеудi λ 6= 0 санына көбейту;

c) Бiр теңдеуге басқа теңдеудi кез келген λ санына көбейтiп алып қөсу.
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1.6. Сызықтық алгебралық теңдеулер жүйелерi

Бұл түрлендiрулер тәуелсiз екенiн ескертейiк және a)-ны b) және c)-ның бiрнеше
түрлендiрулерiмен ауыстыруға болады.

Тұжырым 1 Егер САТЖ басқа САТЖ-дан бiрнеше Гаусс түрлендiрулер арқылы
алынса, онда бұл САТЖ-лар эквиваленттi болады.

Теорема 10 Кез келген САТЖ-ны Гаусс түрлендiрулерi арқылы сатылы түрге
келтiруге болады. Егер сатылы түрде bi нөлден өзгеше сан бола түра 0 = bi
теңддiктерi бар болса, онда САТЖ үйлесiмсiз. Егер сатылы түрi үшбұрышты
болса және жоғарыдағыдай теңдiктерi жоқ болса, онда САТЖ-ның жалғыз шешiмi
болады. Егер сатылы түрi трапецияға ұқсаса және жоғарыдағыдай теңдiктерi жоқ
болса, онда САТЖ-ның жалғыз емес шешiмдерi болады.

Мысал 6 Үйлесiмсiз САТЖ-ларды мысалын қарастыру үшiн тiкбұрышты төбелерi
координаталар басында кездесетiн және өстерi үш сыбайлас қабырғалары бойынша
жүргiзiлген тараудың басындағы теңбүйiрлi тiкбұрышты пирамиданы қарастырайық.
Пирамиданың қырларының жазықтықтарының теңдеулерi келесi түрде жазылады:

x = 0

y = 0

z = 0

x+ y + z = 1

Бұл теңдеулердiң кез келген үшеуiн қарастырсақ - үйлесiмдi болады (пирамиданың
кез келген үш қырының жалпы нүктесi болады), бiрақ барлық төрт теңдеулер үйлесiмсiз
болады.
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1.6. Сызықтық алгебралық теңдеулер жүйелерi

Гаусс әдiсi көне болғаны мен САТЖ-ны есептеудiң ең жылдам әдiсi. (1.6.1) САТЖ-
ны практикалық есептеу үшiн оған Гаусс кестесi сәйкес қойылады:

a1,1 a1,2 . . . a1,n b1
a2,1 a2,2 . . . a2,n b2

. . .
am,1 am,2 . . . am,n bm


Онда теңдеулердiң Гаусс түрлендiрулерiне келесi кестенiң қатарларының Гаусс түрлендiрулерi
сәйкес болады:

a) Қатарлардың орындарын ауыстыру;

b) Бiр қатарды λ 6= 0 санына көбейту;

c) Бiр қатарға басқа қатарды кез келген λ санына көбейтiп алып қөсу.

Түрлендiрулердiң мақсаты - Гаусс кестесiн сатылы түрге келтiру. Негiзiнде Гаусс
кестелерiнде анықтауыштар үшiн пайдаланатын түрлендiрулердiде қолдануға болады,
бiрақ қосымша қатарларды орнын ауыстырып және қатарды кез келген λ 6= 0 санына
көбейтуге болады. САТЖ-ны шешу барысында бағандармен жұмыс iстеудiң мағынасы
жоқ. Негiзгi элемент ретiнде ±1 санын алған дұрыс.

САТЖ-ны шешу барысында Гаусс кестесiн құрып алып, кестенiң сол жөғарғы
бұрышында негiзгi элементтi таңдап алу керек. Ол элементтi бiр жасауға әрекет
қылайық. Одан кейiн негiзгi элементтiң астындағы элементтердiң барлығын Гаусс
түрлендiрулерi арқылы нөлге келтiрейiк және т.с.с.

К.А. Мейрембеков, Ж.Т. Таласбаева әл-Фараби атындағы ҚазҰУ ГАМЛ кафедрасы 40
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1.6. Сызықтық алгебралық теңдеулер жүйелерi

Quiz САТЖ-ны шешiңiз. 
2x1 + x2 + 2x3 = 10

−x1 + 3x2 − 4x3 = −7

x1 − 2x2 + x3 = 0

 2 1 2 10
-1 3 -4 -7
1 -2 1 0

 (1)+(2)
=

(3)+(2)

 -1 3 -4 -7

 (2)+(1)
=

  (2)−7(3)
=

 
Ответ:

(
, ,

)

Әдебиет – Куроштың кiтабы [3].
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1.7. Крамер ережесi

1.7. Крамер ережесi

Шаршылы САТЖ-ны қарастырайық, бұл САТЖ-ның белгiсiздер саны теңдеулер
санына тең болады. 

a1,1x1 + a1,2x2 + · · ·+ a1,nxn = b1

a2,1x1 + a2,2x2 + · · ·+ a2,nxn = b2

. . . . . .

an,1x1 + an,2x2 + · · ·+ an,nxn = bn

(1.7.1)

(1.7.1) САТЖ-ның негiгi анықтауышы деп келесi анықтауышты айтамыз

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1,1 a1,2 . . . a1,n

a2,1 a2,2 . . . a2,n

. . . . . .
an,1 an,2 . . . an,n

∣∣∣∣∣∣∣∣
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1.7. Крамер ережесi

1 ≤ j ≤ n үшiн көмекшi ∆j анықтауышы деп ∆ анықтауышының j-шi бағанын
жүйенiң бос мүшелер бағанына ауыстырғанда шығатын анықтауышты айтады. Келесi
теңдiктер орындалады:

b1A1,j + b2A2,j + · · ·+ bnAn,j = ∆j ; (1.7.2)

a1,iA1,j + a2,iA2,j + · · ·+ an,jAn,j =

{
∆ если i = j

0 в противном случае
(1.7.3)

Лемма 2 Басқа сөзбен айтқанда (1.7.3) формуласы анықтауыштың бағандарының
элементтерiнiң басқа бағанның элементтерiнiң алгебралық толықтауыштарына көбейтiндiлерiнiң
қөсындысы нөлге тең болатынын, ал өзiнiң алгебралық толықтауыштарына көбейтiндiлерiнiң
қөсындысы анықтауышқа тең екенiн бiлдiредi.

Теорема 11 (Крамер ережесi) Егер САТЖ-ның (1.7.1) негiзгi анықтауышы
нөлден өзгеше болса, онда жүйенiң жалғыз шешiмi болады

x1 =
∆1

∆
, x2 =

∆2

∆
, . . . , xn =

∆n

∆
.

Бұл әдiстiң Гаусс әдiсiмен салыстыруға болмайды. Өйткенi САТЖ-ны Крамер әдiсiмен
шешу үшiн Гаусс әдiсiне қарағанда n есе көп арифметикалық амалдар қолданылады.
Бiрақ дифференциалдық теңдеулердi қолдану барысында көп математиктер кейбiр
дифференциалдық теңдеулер жүйесiнiң шешiмiнiң жалғызыдығын көрсету үшiн осы
теореманы пайдаланады.

К.А. Мейрембеков, Ж.Т. Таласбаева әл-Фараби атындағы ҚазҰУ ГАМЛ кафедрасы 43



Title Page

Contents

JJ II

J I

Page 44 of 142

Go Back

Close

1.7. Крамер ережесi

Егер САТЖ бiртектi болса, онда ол арқашан үйлесiмдi болады, өйткенi нөлдiк
жиындығы оның шешiмi болады.

Салдар 3 Шаршылы бiртектi САТЖ-ның нөлдiк емес шешiмi табылады сонда және
тек қана сонда, егер жүйенiң негiзгi анықтауышы нөлге тең болады.

Есеп 1 Серпинскийдың кiлемi бiрлiк шаршыдан келесi жолмен шығады: шаршының
қабырғалары тең үш болiкке бөлiнедi және ортасындағы шаршысы алынады, одан
кейiн бұрыштағы 1

3 қабырғасы бар төрт шаршының ортасындағы шаршылары алынады
және т.с.с. Сол сияқты Серпинскийдың кубы құрылады. Серпинскийдың кiлемiнiң
ауданы және кубының көлемi қандай?

Әдебиет – Куроштың кiтабы [3].
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1.8. Матрицалар алгебрасына кiрiспе

1.8. Матрицалар алгебрасына кiрiспе.

m×n матрицасы депm қатары және n бағаны барK өрiсiнiң сандарынан құрылған
тiкбұрышты кестенi айтамыз.

a1,1 a1,2 . . . a1,n

a2,1 a2,2 . . . a2,n

. . . . . .
am,1 am,2 . . . am,n

 (1.8.1)

Егерm = n тең болса да матрицаны және анықтауышты айырып бiлу керек. Матрицаға
ешқандай шама сәйкес қойылмайды. Екi матрицаны тең деп айтамыз, егер олардың
өлшемдерi бiрдей болса және сәйкес элементтерi тең болса.

(1.8.1) матрицасын қысқаша (aij)
n
m арқылы белгiлеймiз. Матрицаларға пайдаланатын

амалдарды еңгiзейiк.

1.8.1. Матрицалардың қосындысы

Егер A = (ai,j)
n
m және B = (bi,j)

n
m бiрдей өлшемдi матрицалар болса, онда A + B

қосындысы (ai,j + bi,j)
n
m матрицасына тең болады.
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1.8. Матрицалар алгебрасына кiрiспе

1.8.2. Матрицаны санға көбейту амалы.

ЕгерA = (ai,j)
n
m матрицасы берiлсе жәнеK өрiсiнен λ саны берiлсе, онда λA матрицасы

(λaij)
n
m матрицасы арқылы анықталады.

1.8.3. Матрицалардың көбейтiндiсi

Егер A = (ai,j)
n
m матрицасының бағандар саны B = (bi,j)

k
n матрицасының қатарлар

санына тең болса, онда элементтерi келесi теңдiктер бойынша есептелетiн

(∀i ≤ m)(∀j ≤ k)[cij = ai1b1,j + ai2b2j + · · ·+ ainbnj ]

C = (ci,j)
k
m матрицасын A және B матрицаларының көбейтiндiсi деп айтамыз. C

матрицасының қатарлар саны A матрицасының қатаралар санына тең, ал бағандар
саны B матрицасының бағандар санына тең.

1. (4pts) Матрицалардың көбейтiндiсiн есептеңiз:(
1 1
2 3

)
·
(
−1 2
1 2

)
=

( )

Answers:
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1.8. Матрицалар алгебрасына кiрiспе

Матрицаларға пайдаланатын амалдардың қасиеттерi

Кез келгенA,B,C матрицалары үшiн және λ, µ сандары үшiн келесi тепе-теңдiктер
орындалады:

1. A+B = B+A – қосу амалының (коммутативтығы) аустырымдылығы (матрицалардың
өлшемдерi бiрдей);

2. (A+B) + C = A+ (B + C) – қосу амалының терiмдiлiгi (ассоциативтығы);

3. A+θ = A. Бұл жерде θ нөлдерден құрылған матрица, оның өлшемiA матрицасының
өлшемiмен бiрдей;

4. A + (−A) = θ. Бұл жерде −A матрицасының элементтерi A матрицасының
элементтерiне қарама қарсы;

5. λ(A+B) = λA+ λB;

6. (λ+ µ)A = λA+ µA;

7. (λµ)A = λ(µA);

8. 1 ·A = A .

Бұл қасиеттердiң дәлелдеулерi K өрiсiнiң сандарының қасиеттерiнен оңай шығады.
Матрицаны скалярға көбейту амалы бинарлық амал болмайды, өйткенi көбейту әр
түрлi жиындардың элементерi үшiн орындалып отыр. Бұл амалды скалярдың матрицаға
әсер етуi деп түсiнуге болады. Матрицалардың басқа қасиеттерiнiң дәлелдеулерiнде
қосындылардың қасиеттерi қолданылады. Сол қасиеттердi келтiрейiк.
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1.8. Матрицалар алгебрасына кiрiспе

1.
n∑
i=1

bi = b1 + b2 + · · ·+ bn =

n∑
j=1

bj

2. Тұрақты көбейткiштi қосындының сыртына шығаруға болады

n∑
i=1

λbi = λb1 + λb2 + · · ·+ λbn = λ(b1 + b2 + · · ·+ bn) = λ

n∑
i=1

bi

3. Егер қосындының әр бiр қосылғышы екi қосылғыштың қосындысы болса, онда

n∑
i=1

(ai + bi) = (a1 + b1) + (a2 + b2) + · · ·+ (an + bn) =

n∑
i=1

ai +

n∑
i=1

bi

4.
m∑
i=1

n∑
j=1

aij = (a11+a12+· · ·+a1n)+(a21+a22+· · ·+a2n)+· · ·+(am1+am2+· · ·+amn)

Бұл қосындыны (1.8.1) кестесiнiң қатарларының қосындысының қосындысы деп
түсiнуге болады. Және оны басқаша жинақтауға болады - жоғарыдағы кестенiң
бағандарының қосындысының қосындысы деп

(a11+a21+· · ·+am1)+(a12+a22+· · ·+am2)+· · ·+(a1n+a2n+· · ·+amn) =

n∑
j=1

m∑
i=1

aij .
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1.8. Матрицалар алгебрасына кiрiспе

Матрицалардың келесi қасиеттерiнiң дәлелдеулерi күрделi болып келедi:

1. Егер A,B,C матрицаларының өлшемдерi келесi болса A = (aij)
n
m, B =

(bij)
k
n, C = (cij)

s
k, онда (A ·B) · C = A · (B · C);

2. Егер A,B,C матрицаларының өлшемдерi келесi болса A = (aij)
n
m, B =

(bij)
k
n, C = (cij)

k
n, онда A · (B + C) = A ·B +A · C;

3. Егер A,B,C матрицаларының өлшемдерi келесi болса A = (aij)
s
k, B =

(bij)
k
n, C = (cij)

k
n, онда (B + C) ·A = B ·A+ C ·A.

3) қасиет 2)-шi қасиеттiң салдары болмайтынын ескерейiк. Олай болу үшiн матрицалардың
көбейту амалы ауыстырымды болу керек. Бiрақ кейбiр матрицалар үшiн A · B бар
болса да B ·A табылмауы мүмкiн. Екi көбейтiндi бар болса да (екi матрицада бiрдей
өлшемдi шаршылы), олар бiрдей болуға мiндеттi емес, бұны тексеру үшiн тривиалды
емес екiншi реттi матрицаларды алуға болады.

Бiз көбiнеK өрiсiнiң элементтерiнен құрылған шаршылы n-өлшемдi матрицалармен
жұмыс iстеймiз. Бұл жиындыMn(K) арқылы белгiлеймiз. Жоғарыдағы қасиеттерден
Mn(K) жиыны қосу және көбейту амалдарымен қоса ассоциативты сақина құратыны
шығады (ол сақинаның бiрлiгi бар екенiн келесi дәрiсте дәлелдеймiз). Егер сақинанада
эленттердi өрiстiң скалярларына көбейту амалы орындалып, сол амалы үшiн 5. — 8
қасиеттерi орындалатын болса, онда оны алгебра деп атайды. Сондықтан, (Mn(K),+, ·,�λ,=
)λ∈K – ассоциативты алгебра (бiрлiгi бар).

Әдебиет – Куроштың кiтабы [3].
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1.8. Матрицалар алгебрасына кiрiспе

ҚазҰУ кампусынан алынған GoogleEarth суретi
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1.9. Керi матрица.

1.9. Керi матрица.

Егер керiсi айтылмаса ары қарай барлық матрицаларMn(K)-дан алынған шаршылы
матрицалар. E матрицасын бiрлiк деп айтамыз, егер (∀X ∈Mn(K))[X ·E = X = E =
X].

Факт 5 (сақиналар теориясының белгiлi тұжырымы) Егер кез келген сақинада бiрлiк
элемент бар болса, онда ол жалғыз болады.

Егер E1, E2 екi бiрлiк элементтер болса, онда E1 = E1 ·E2 = E2. Mn(K) сақинасында
бiрлiк элемент табылады. Әрiне, бiрлiк матрица келесi болады

1 0 0 . . . 0
0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1


B матрицасын A матрицасына керi деп айтамыз, егер A ·B = E = B ·A.

Факт 6 (бiрлiгi бар ассоциативты сақиналар теориясының белгiлi тұжырымы) Егер
бiрлiгi бар ассоциативты сақинада керi элемент табылатын болса, онда ол жалғыз
болады.
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1.9. Керi матрица.

A-ның екi керi элементi B1, B2 бар деп керi жорайық. Онда (B1 · A) · B2 = E ·
B2 = B2. Бiр жағынан, ассоциативтық қасиетi орындалғандықтан бұл матрица келесi
матрицаға тең B1 · (A ·B2) = B1 · E = B2. Керi матрица табылғандықтан, ол жалғыз
болады және A−1 арқылы белгiленедi. Керi матрицаның негiзгi қасиетi A ·A−1 = E =
A−1 ·A.

Теорема 12 Егер A,B ∈ Mn(K), онда матрицалардың көбеiндiсiнiң анықтауышы
det(A ·B) көбейткiштердiң анықтауыштарының көбейтiндiсiне тең.

Бұл теореманы дәлелдеу үшiн 2n-реттi қосымша анықтауыш қарастырылады:

∆ =
A 0
-E B

Лапласс теоремасынан ∆ = det(A) ·det(B) теңдiгi тiкелей шығады. Басқа жағынан, B
матрицасы орналасқан шаршыны нөлге айналдыру үшiн анықтауыштың бағандарына
амал жасайық.

∆ =
A D
-E 0

D матрицасын C = A·B матрицасымен беттесетiне және ∆ = det(C) теңдiгi орындалатынына
көзiмiздi жеткiзу керек.

Салдар 4 Егер A матрицасының керiсi бар болса, онда det(A) 6= 0.
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1.9. Керi матрица.

Теорема 13 Анықтауышы нөлден өзгеше болатын A = (aij)
n
n матрицасы берiлсiн.

Онда A−1 керi матрицасы табылады және ол келесi матрицаға тең болады

B =
1

d
·


A11 A21 A31 . . . An1

A12 A22 A32 . . . An2

A13 A23 A33 . . . An3

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
A1n A2n A3n . . . Ann


Бұл теореманың дәлелдеуi оңай. Ол үшiн A және B матрицаларын көбейтiп алып,

(1.7.2, 1.7.3) пункттерiнде дәлелденген қасиеттердiң көмегiменAB = E = BA теңдiгiнiң
орындалатынын түсiну жеткiлiктi. Жоғарғы формуланы есте сақтау үшiн ойша A
матрицасының әрбiр элементiн алгебралық толықтауышына өзгертiп, шыққан матрицаны
төңкерiп, d санына бөлiңiз. Бұл теорема бойынша керi матрицаны табу өте тиiмсiз.
Өйткенi, ол үшiн (n−1)-реттi n2 анықтауыштарды есептеу керек. Үшiншi реттi матрицаларынан
бастап үшiн бұл әдiс тиiмсiз.

1.9.1. Керi матрицаны элементар түрлендiрулер арқылы есептеу

A матрицасы үшiн керi матрицасының есептеу немесе керi матрицасының табылмайтынын
дәлелдейтiн әдiстi келтiрейiк.A = (aij)

n
n берiлген матрица болсын.A−1 керi матрицасын

анықталмаған түрдеA−1 = X = (xij)
n
n. Есеп матрицалық теңдеугеAX = E келтiрiлдi.

AX = E матрицалық теңдеуi n скалярлық теңдеулер жүйесiне эквиваленттi.
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1.9. Керi матрица.


a1,1x11 + a1,2x21 + · · ·+ a1,nxn1 = 1

a2,1x11 + a2,2x21 + · · ·+ a2,nxn1 = 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an,1x11 + an,2x21 + · · ·+ an,nxn1 = 0

,


a1,1x12 + a1,2x22 + · · ·+ a1,nxn2 = 0

a2,1x12 + a2,2x22 + · · ·+ a2,nxn2 = 1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an,1x11 + an,2x21 + · · ·+ an,nxn2 = 0

, . . .

. . . ,


a1,1x1n + a1,2x2n + · · ·+ a1,nxnn = 0

a2,1x1n + a2,2x2n + · · ·+ a2,nxnn = 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an,1x1n + an,2x2n + · · ·+ an,nxnn = 1

Бiрiншi теңдеу керi матрицаның бiрiншi бағанының белгiсiздерi бойынша, екiншi теңдеу
керi матрицаның екiншi бағанының белгiсiздерi бойынша және т.с.с. Бұл шаршаылы
САТЖ-лардың бос мүшелерi бiрлiк матрицаның бағандары. Бiрiншi жүйенi Гаусс
әдiсiмен шешу деген келесi кетенi бiлдiредi


a11 a12 . . . a1n |1
a21 a22 . . . a2n |0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann |1

 к виду


1 0 . . . 0 |b11

0 1 . . . 0 |b21

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1 |bn1


Бұл жағдайда x11 = b11, x21 = b21, . . . , xn1 = bn1 шығады жәнеA−1 керi матрицасының
бiрiншi бағанының элементтерi табылады. Соны екншi САТЖ үшiнде айтуға болады.
Барлық n САТЖ-ны бiр уақытта қалай шешуге болады? Жүйелерде белгiсiздер әр
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1.9. Керi матрица.

түрлi болғанымен, белгiсiздердiң матрицасы бiреу екенiн ескерейiк. Бұл жүйелерде
бос мүшелерде әр түрлi. Онда кестенi қатаралының Гаусс түрлендiрулерi арқылы
өзгертуге тырысайық 

a11 a12 . . . a1n |1 0 . . . 0
a21 a22 . . . a2n |0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann |0 0 . . . 1.


Демек, (A|E) түрiндегi матрицаны (E|B) түрiндегi матрицаға келтiрiңiз. Егер бiз E
матрицасының бiрiншi бағанынан басқа барлық бағандар туралы үмытатын болсақ,
онда бiрiншi САТЖ-ны шешемiз және керi матрицаның бiрiншi бағанын табамыз. Сол
сияқты керi матрицаның басқа бағандарын табамыз. Егер түрлендiрулер барысында
A матрицасының бiреуi нөлге айналса, онда A матрицасының керiсi табылмайды.
Сонымен, бiз күрделi, бiрақ эффективтi керi матрицаны есептеу әдiсiн келтiрдiк:

Теорема 14 A матрицасының керiсiн есептеу үшiн (A|E) кестесiн құрып, оны
қатарларының Гаусс түрлендiрулерiмен (E|B) түрiне келтiру керек. Егер оның
нәтижесi жақсы болса ( A-ның бiрден-бiр қатары нөлге айналмаса), онда B A-ның
керi матрицасы болады. Керi жағдайда, A−1 матрицасы табылмайды.
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1.9. Керi матрица.

Quiz A матрицасы үшiн керi матрицаны есептеңiз

A =

1 1 2
2 1 3
2 3 4


 1 1 2 1 0 0

2 1 3 0 1 0
2 3 4 0 0 1

 (2)−2(1)−−−−−→
(3)−(2)

 1 1 2 1 0 0
 (3)+2(2)−−−−−→

(1)+(2)

  (2)−(3)−−−−−→
(1)+(3)

(2)−(3)−−−−−→
(1)+(3)

  −1(3)−−−−→
−1(2)

 

Ответ: A−1 =

 

Әдебиет – Куроштың кiтабы [3].
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1.10. Матрицалардың ұқсастығы

1.10. Матрицалардың ұқсастығы

Матрицалар теориясы математиканың күрделi және үлкен бөлiмi болып есептеледi,
оның өте көп қөлданулары бар және осы теорияда көптеген ғылыми зерттеулер жүргiзiледi.
Осы тарауда бiз матрицалар теориясының бастапқы түсiнiктерiн, матрицалардың
ұқсастығын, ұқсастықтың инварианттарын және матрицалармен жұмыс iстеу технологиясын
келтiремiз.

Анықтама 22 n тұрақты сан болсын және i, j ≤ n. n-шi реттi eij матрицасын
матрицалық бiрлiк деп айтамыз, егер оның i-шi қатарымен j-шi бағанының қиылысуындағы
элемент бiрге тең болып, қалған барлық элементтер нөлге тең болса. Келесi тепе-
теңдiк орындалады

eij · eks =

{
eis егер j = k,

0 егер j 6= k

Кез келген A = (aij)
n
n матрицасы матрицалық бiрлiктердiң бiрмәндi сызықтық комбинациясы

болады.

Анықтама 23 tij(α) = E+α · eij (i 6= j) түрдегi матрицалар және диагоналындағы
i-шi элемент β- ға тең болып, қалған барлық элементтерi бiрге тең болатын di(β)
диагоналды матрицалар элементар матрицалар деп аталады.
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1.10. Матрицалардың ұқсастығы

A матрицасының элементар матрицаларға көбейтiндiсi сол матрицаның Гаусс түрлендiрулерiне
эквиваленттi.

Тұжырым 2
• A матрицасының сол жағынан (оң жағынан) di(β) матрицасына көбейтiндiсi
A матрицасының i-шi қатарын (бағанын) β санына көбейтiндiсiне эквиваленттi.

• A матрицасының сол жағынан tij(α) матрицасына көбейтiндiсi A матрицасының
i-шi қатарының және α санына көбейтiлген j-шi бағанының қосындысына эквиваленттi.
A·tij(α) көбейтiндiсi j-шi бағанға α санына көбейтiлген i-шi бағанның қосындысына
эквиваленттi.

Mn(K) матрицалар сақинасының Z(Mn(k)) центрi депMn(K)-ның кез келген матрицасымен
ауыстырымды болатын барлық матрицалардың топтастырылуын айтамыз.

Тұжырым 3 Mn(K)-ның центрi скалярлық матрицалардан құрылады. Скалярлақ
матрицалар деп келесi түрдегi ρE матрицаларды айтады, бұл жерде ρ ∈ K.

A ∈ Z(Mn(K)) болсын. Онда α 6= 1 болған жағдайдадаA·di(α) = di(α)·A болғандықтан
A матрицасының i-шi қатардың және i-шi бағанның элементтерi нөлге тең болу керек.
Сондықтан, A матрицасы диагонал болу керек. Егер бұл матрица скалярлық емес
болса және оның i-шi және j-шi диоганалдық элементтерi әр түрлi болса, онда β 6= 0
болған жағдайда A · tij(β) 6= tij(β)A болады.

Тұжырым 4 Матрица ерекше емес болу үшiн элементар матрицалардың ақырлы
санының көбейтiндiсiнiң түрiнде жазылу керек.

Ерекше емес матрица қатарларының және бағандарының Гаусс түрлендiрулерiмен
бiрлiк матрицаға келтiрiледi. Жоғарыдағы тұжырым бойынша E = U1 · U2 . . . Uk ·A ·
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1.10. Матрицалардың ұқсастығы

V1 ·V2 . . . Vm. Элементар матрицаның керiсiде элементар болғандықтан, A матрицасы
элементар матрицалардың көбейтiндiсi болады.

Анықтама 24 A матрицасының tr(A) iзi деп диагонал элементтерiнiң қосындысы
аталады.

Тұжырым 5 Егер AB және BA көбейтiндiлерi табылатын болса, (дербес
жағдайда, екi матрицада бiрдей өлшемдi шаршылы болса), онда tr(AB) = tr(BA).

Тұжырым 6 Кез келген матрицалардың көбейтiндiсiн төңкергенде (A·B)′ = B′ ·A′
тепе-теңдiгi орындалады.

Келесi тұжырымда iздiң және төңкеру амалының басқа қасиеттерi келтiрiлген

Тұжырым 7

• tr(A±B) = tr(A)± tr(B);

• tr(βA) = β · tr(A);

• (A±B)′ = A′ ±B′ ;

• (βA)′ = βA′;

• (A−1)′ = (A′)−1.

Анықтама 25 Шаршылы матрицаның мiнездемелiк көпмүшесi деп χA(λ) = det(A−
λ ·E) көпмүшесi аталады, ал оның түбiрлерi сол матрицаның мiнездемелiк сандары
деп аталады.
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1.10. Матрицалардың ұқсастығы

Егер f(x) = a0x
k + a1x

k−1 + · · ·+ ak−1 + ak көпмүшесi және A шаршылы матрицасы
берiлсе, онда f(A) дегенiмiз f(A) = a0A

k + a1A
k−1 + · · ·+ ak−1A+ ak · E.

Есеп 2 Бiзге келесi матрица берiлсiн A =

(
a b
c d

)
. A матрицасын x2 − tr(A) · x +

det(A) = 0 матрицалық теңдеудiң түбiрi болатынын дәлелдеңiз.

Анықтама 26 A,B ∈Mn(K) матрицаларының [A,B] сақиналық коммутаторы деп
AB −BA матрицасы аталады.

Келесi тұжырымның тiкелей дәлелдеуi өте күрделi болады.

Есеп 3 Кез келген A,B,C ∈M2(K) матрицалары үшiн [[A,B]2, C] = 0 тепе-теңдiгi
орындалады.

Ескерту: D = [A,B] деп алып алдынғы есептiң көмегiмен D2 скалярлық матрица
болатыны дәлелдеу керек.

Анықтама 27 A,B ∈ Mn(K) матрицалары ұқсас деп аталады, егер
(∃C ∈Mn(K))[A = C−1BC] және осы түсiнiк A ≈ B түрiнде жазылады.

Факт 7 Матрицалардың ұқсастығы эквиваленттiк қатынас болады, өйткенi ол рефлексивты
A ≈ A, симметриялы A ≈ B ⇒ B ≈ A және транзитивты A ≈ B,B ≈ C ⇒ A ≈ C.

Анықтама 28 Егер кейбiр k саны үшiн Ak = 0 теңдiгi орындалса, онда A матрицасы
нильпотенттi деп аталады, егер A2 = A, онда идемпотенттi, егер A2 = E, онда
инволютивты, егер Ak = A, онда периодты.
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1.10. Матрицалардың ұқсастығы

Теорема 15 A матрицасы және B матрицалары ұқсас болсын. Онда

• Ak = C−1BkC;

• tr(A) = tr(B);

• det(A) = det(B);

• Ұқсас матрицалардың мiнездемелiк көпмүшелерi бiрдей болады;

• Егер ұқсас матрицалардың бiреуi келесi қасиеттi қанағаттандырса:
нильпотенттiк, идемпотенттiк, инволютивтiк, периодтық, онда екiншiсi де
сол қасиеттi қанағттандырады.

Келесi есептi қарастырайық. БерлгенA матрицасы үшiнA = C−1BC теңдiгi орындалатындай
қарапайымдау B матрицасын және өзгертушi C матрицасын табу керек. Бұл есептiң
матрицалармен есептеулердi жүргiзу үшiн маңызы өте зор. Шешiмi өте күрделi және
ол сызықтық операторлар тақырыбын қаратсырғанда табылады.
Мысал. 11 бетiнде келтiрiлген swf-ролигының трансформерлер менюында ұзындықтардың,
аудандардың, көлемдердiң мөлшерлерiн трансформациялау инструменттерi бар болған.
Мысал үшiн сiздерге әр түрлi бiрлiктермен берiлген келесi ұзындықты km, m, dm, sm,
mm мөлшелеу бiрлiктерiнiң бiреуiне трансформациялау керек болсын

α km + β m + γ dm + δ sm + ρ mm.

t арқылы 1 ≤ t ≤ 5 натурал санын белгiлейiк, ол сан соңғы тiзiмдегi таңдалған
бiрлiктiң орналасуын бiлдiредi.
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1.10. Матрицалардың ұқсастығы

Суреттегi өлшеу бiрлiктерiнiң
қарым-қатынасын көрсететiн L
матрицасын құруға болады. Егер
A матрицасы арқылы (α, β, γ, δ, ρ)
қатарын белгiлесек, онда есептi
шешу үшiн AL матрица қатарын
табамыз, одан кейiн оның t-шi
элементiн табамыз. Суретте осы
есептiң шешiлуi үшiн Maple-дағы
толық коды келтiрiлген. Бiр
өте жақсы программист осы
есептi Flash-та программасын
құра алмай, бiздiң Maple-
программамызды қарап ғана
Flash-та программаны құрды.

Есеп. Бусидо жекпе жектерiн қарағанда таразының және ұзындықтың ағылшын
мөлшерлiн түсiну көбiнесе қиындық тудырады. Ағылшын мөлшерлiн СМ көшiру матрицалырын
құрыңыз. Мысал үшiн бусидошының бойы 5 фут 11 дюйм болсын. Ол неше см тең?

Әдебиет – Хорн және Джонсонның [6] фундаменталды монографиясы. Және бiр
кiтап – Скорняковтың оқу құралы [5].
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1.11. Қалдықпен бөлу алгоритмi

1.11. Бiр белгiсiзi бар көпмүшелердi қалдықпен бөлу алгоритмi

Қарапайым f(x) = ax + b = b + ax және g(x) = ax2 + bx + c = c + bx + ax2

көпмүшелермен мектепте кездескен боларсыңдар.K өрiсiндегi бiр белгiсiзi бар көпмүше
деп f(x) = a0 + a1x + · · · + anx

n =
∑n
i=0 aix

i түрдегi өрнектi айтамыз, бұл жерде n
– натурал сан және ai коэффициенттерi K өрiсiне тиiстi. K өрiсiнiң кез келген саны
көпмүше болады. Көпмүшенiң жоғарыдағы жазылуы белгiсiздiң дәрежелерiнiң өсу
бойынша жазылуы болады. Көпмүшенiң белгiсiзiнiң дәрежелерiнiң кему бойынша да
жазуға болады f(x) = d0x

n + d1x
n−1 + · · · + dn =

∑n
i=0 dix

n−i. Бұл жазылуда d0 6= 0
деп ұйғарып n-дi f -тiң дәрежесi де атаймыз және deg(f) арқылы белгiлеймiз. Әрине,
керi жағдайда f = 0. f(x), g(x) көпмүшелерi үшiн қосу және көбейту амалдарын оңай
анықтауға болады. Егер f(x) =

∑n
i=0 aix

i және g(x) =
∑n
i=0 bix

i, онда f(x) + g(x) =∑n
i=0(ai+bi)x

i. Егер f(x) = axn+a1x
n−1+· · ·+an және g(x) = b0x

m+b1x
m−1+· · ·+bm,

онда f(x) · g(x) = c0x
n+m + c1x

n+m−1 + · · ·+ cn+m, бұл жерде ck =
∑
i+j=k ckx

n+m−k.
Дербес жағдайда c0 = a0b0, сондықтан нөлдк емес көпмүшелердiң көбейтiндiсi нөлдiк
емес көпмүше болады және дәрежесi көбейткiшдердiң дәрежелерiнiң қосындысына
тең болады. КоэффициенттерiK өрiсiнен алынған бiр белгiсiзi бар көпмүшелер жиынын
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1.11. Қалдықпен бөлу алгоритмi

K[x] арқылы белгiлеймiз.

Quiz Көпмүшелердi көбейтiңiз

(2x2 − 3x+ 4)(x2 + 5x− 2) = x4 + x3 + x2 + x+

Теорема 16 K[x] көпмүшелер жиыны көпмүшелердiң қосу және көбейту амалдары
бойынша коммутативтi және ассоциативтi бiрлiгi бар нөлдiң бөлгiштерi жоқ сақина
құрайды.

(K[x],+, ·,=) сақинаның қасиеттерi көбiне бүтiн сандар сақинасының қасиеттерiне
ұқсайды. Екi сақинада евклидтiк сақиналар классына кiредi, олардың екеуiндеде
қалдықпен бөлу алгоритмi анықталған. Егер m,n n 6= 0 болатындай бүтiн сандар
болса, онда m = nq+ r теңдiгi орындалатындай жалғыз бүтiн q және терiс емес бүтiн
сандары табылады. q саны бөлiндi, ал r қалдық деп аталады.

Теорема 17 Егер f(x), g(x) ∈ K[x] және g(x) 6= 0, онда келесi шарттарды
қанағаттандыратын f(x) = g(x) · q(x) + r(x), deg(r(x)) < deg(g(x)) жалғыз
q(x), r(x) ∈ K[x] көпмүшелерi табылады.

Бiр көпмүшенi басқа көпмүшеге қалдықпен бөлу жөғарғы теореманың дәлелдеуiне
сүйенiп бұрышпен бөлу арқылы шығады. Осыған арифметикадағы натурал сандарды
бұрышпен бөлу әдiсi негiзделедi. Шынымен, мысал үшiн, 3289 санын 48 санына бөлу
керек. Ол үшiн сандардың келесi жазылуын пайдаланайық 3289 = 3 · 103 + 2 · 102 + 8 ·
10+9, 48 = 4 ·10+8. Келесi көпмүшелердi қарастырайық f(x) = 3 ·x2 +2 ·x2 +8 ·x+
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1.11. Қалдықпен бөлу алгоритмi

9, g(x) = 4 ·x+ 8. Онда бiрiншi көпмүшенi екiншi f(x) = g(x) · q(x) + r(x) көпмүшеге
бұрышпен бөлген жеткiлiктi болады. Осында x-тың орнына 10 санын қойсақ, онда
3289 = f(10) = g(10) · q(10) + r(10) шығады.

Көбiне f(x) көпмүшесiн сызықты көпмүшеге бөлуге тура келедi x−c. Бұл жағдайда
Горнер сұлбасын пайдаланған жөн болады. f(x) = an0 + a1x

n−1 + · · · + an көпмүшесi
берiлсiн. Бөлiндiнi келесi түрде iздеймiз q(x) = b0x

n−1 +b1x
n−2 +b2x

n−3 + · · ·+bn−2x+
bn−1. Онда f(x) = (x− c)q(x)+r, бұл жерде r нөлдiк дәрежелi көпмүше - сан. Осында
f(x), g(x) қойсақ және бiрдей дәрежелiлердiң коэффициенттерiн салыстырсақ келесi
теңдiктерге келемiз:

a0 = b0, a1 = b1 − cb0, a2 = b2 − cb1, . . . , an−1 = bn−1 − cbn−2, an = r − cbn

Осы теңдiктердi bi бойынша өзгертiп жазсақ, Горнер сұлбасына келемiз:

b0 = a0, b1 = a1 + cb0, b2 = a2 + cb1, . . . , bn−1 = an−1 + cbn−2, r = an + cbn−1

Келесi теореманың дәлелдеуi өте қарапайым, бiрақ өзi жие қолданылады

Теорема 18 (Безу) c саны f(x) көпмүшесiнiң түбiрi болады сонда және тек сонда
ғана, егер f(x) x− c көрмүшесiне қалдықсыз бөлiнсе.

Анықтама 29 c саны f(x) көпмүшесiнiң k-еселi түбiрi деп аталады, егер f(x) =
(x− c)k · q(x) болса және c саны q(x) көпмүшесiнiң тұбiрi болмаса.

Теорема 19 Егер c саны f(x) көпмүшесiнiң k-еселi түбiрi болса, онда c
f ′(x) туындысының (k − 1)-еселi түбiрi болады.
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Горнер сұлбасы арқылы көпмүшелердiң түбiрлерiнiң еселiгiн анықтау қиын емес.
Кейбiр жағдайларда f(x) көпмүшесiн басқа жолмен жiктеу керек

f(x) = A0(x− c)n +A1(x− c)n−1 +A2(x− c)n−2 + · · ·+An−1(x− c) +An.

Бұл есептi үш жөлмен шешуге болады:

• Анықталмаған коэффициенттер әдiсiмен. A0, A1, . . . , An n + 1
коэффициенттердi табу үшiн n+ 1 белгiсiзi бар САТЖ құру керек.

• f(x) функциясын c нуктенiң маңайында Тейлор қатарына жiктеу керек

f(x) = f(c) +
f (1)(c)

1!
· (x− c) +

f (2)(c)

2!
· (x− c)2 + · · ·+ f (n)(c)

n!
· (x− c)n,

бұл жерде сол қатар f(x) үшiн көпмүше болады. Бұл формуладан
A0 = a0, An = f(c) теңдiктерi шығады;

• Ең жылдам әдiс - f(x) көпмүшесiн x − c көпмүшесiне Горнер сұлбасымен бөлу
керек, нәтижеде f(x) = (x − c)q1(x) + r0 теңдiгi шығады, одан кейiн бiрiншi
бөлiндiнi x − c көпмүшесiне бөлу керек q1(x) = (x − c)q2(x) + r1 және т.с.с.,
бөлiндi qn−1 = (x− c) · qn + rn−1 санына тең болмағанша. Одан кейiн

f(x) = qn(x− c)n + rn−1(x− c)n−1 + · · ·+ r1(x− c) + r0

болатынын түсiну қиын емес.

Келесi жаттығу бiзге басқа дәрiсте коэффициенттерi бүьiн сандар болатын көпмүшелердiң
рационал түбiрлерiн табу үшiн керек болады.
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Есеп 4 Бүтiн коэффициенттерi бар f(x) көпмүшесiн қарастырайық (қысқаша жазсақ
f(x) ∈ Z[x] ) және c – бүтiн саны болсын. Онда

f(x) = A0(x− c)n +A1(x− c)n−1 +A2(x− c)n−2 + · · ·+An−1(x− c) +An

жiклелудегi барлық коэффициенттер бүтiн сандар болады.

Көпмүшелердi қалдықпен болу әдiсiн және Горнер сұлбасын жақсы үйрену үшiн
қосымша файлға кiру керек. Ол файлда бөлу рет-ретiмен көрсетiлген. Бiз бөлек
файлға кiруiмiздiң себебi мынадай: әрбiр амал киноның бөлек кадрi сияқты және
беттердiң саныда бiрден көбейедi. Бұл бастапқы файлдың навигациясын бұзу мүмкiн.
Қосымша тiркелген файлда қызыл қайту сөздi бассаңыз бастапқы файлға ораласыз.
Өзгертулердi сақатмасаңызда болады, өйткенi файлдарда қорғаныс бар.

Қосымша pdf-файлға кiресiз бе?

Ол үшiн тышқанның оң кнопкасымен кнопка белгiсiн белгiлеп сыртқы файлды
жүйенiң ескертулерiне қарамай ашыңыз.

Ал ендi тiркелегн файлдың алгоритмдерiн қалай түсiнгенiңiздi тексерейiк. Қателерiңiз
аз болсын.
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1. Äåëåíèå ñ îñòàòêîì óãëîì


Ïðèìåð. Ðàçäåëèòü ñ îñòàòêîì ïîëèíîì x3 + x2 − 1
íà ïîëèíîì x − 1.


x3 + x2 − 1 = (x − 1)( )


Íàçàä Âïåðåä Âîçâðàò







x3 + x2 − 1 = (x − 1)(x2 )


Íàçàä Âïåðåä Âîçâðàò







x3 + x2 − 1 = (x − 1)(x2 )
− x3 + x2


Íàçàä Âïåðåä Âîçâðàò







x3 + x2 − 1 = (x − 1)(x2 )
− x3 + x2


2x2


Íàçàä Âïåðåä Âîçâðàò







x3 + x2 − 1 = (x − 1)(x2 + 2x )
− x3 + x2


2x2


Íàçàä Âïåðåä Âîçâðàò







x3 + x2 − 1 = (x − 1)(x2 + 2x )
− x3 + x2


2x2


− 2x2 + 2x


2x − 1


Íàçàä Âïåðåä Âîçâðàò







x3 + x2 − 1 = (x − 1)(x2 + 2x + 2)
− x3 + x2


2x2


− 2x2 + 2x


2x − 1


Íàçàä Âïåðåä Âîçâðàò







x3 + x2 − 1 = (x − 1)(x2 + 2x + 2)
− x3 + x2


2x2


− 2x2 + 2x


2x − 1
− 2x + 2


Íàçàä Âïåðåä Âîçâðàò







x3 + x2 − 1 = (x − 1)(x2 + 2x + 2)
− x3 + x2


2x2


− 2x2 + 2x


2x − 1
− 2x + 2


1


Íàçàä Âïåðåä Âîçâðàò







x3 + x2 − 1 = (x − 1)(x2 + 2x + 2) + 1
− x3 + x2


2x2


− 2x2 + 2x


2x − 1
− 2x + 2


1


Èòàê, ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà äåëåíèÿ ñ îñòàòêîì ïî-


ëó÷àåì


x3 + x2 − 1 = (x − 1)(x2 + 2x + 2) + 1


Íàçàä Âïåðåä Âîçâðàò







2. Ñõåìà Ãîðíåðà


1 1 0 − 1


x = 1


Íàçàä Âïåðåä Âîçâðàò







1 1 0 − 1


x = 1


1?


Íàçàä Âïåðåä Âîçâðàò







1 1 0 − 1


x = 1 1


1����*
·1


Íàçàä Âïåðåä Âîçâðàò







1 1 0 − 1


x = 1 1


1 2?


+


Íàçàä Âïåðåä Âîçâðàò







1 1 0 − 1


x = 1 1 2


1 2����*
·1


Íàçàä Âïåðåä Âîçâðàò







1 1 0 − 1


x = 1 1 2


1 2 2?


+


Íàçàä Âïåðåä Âîçâðàò







1 1 0 − 1


x = 1 1 2 2


1 2 2����*
·1


Íàçàä Âïåðåä Âîçâðàò







1 1 0 − 1


x = 1 1 2 2


1 2 2 1?


+


Íàçàä Âïåðåä Âîçâðàò







1 1 0 − 1


x = 1 1 2 2


1 2 2 1


Èòàê, ïî ñõåìå Ãîðíåðà


x3 + x2 − 1 = (x − 1)(x2 + 2x + 2) + 1


Íàçàä Âïåðåä Âîçâðàò





		   

		 

		  





Title Page

Contents

JJ II

J I

Page 68 of 142

Go Back

Close

1.11. Қалдықпен бөлу алгоритмi

Quiz f(x) = 2x4−3x3 +4x2−5x+6 көпмүшесiн g(x) = x2−3x+1 көпмүшесiне бөлiңiз.

2x4 − 3x3 + 4x2 − 5x+ 6 x2 − 3x+ 1

x4 + x3 + x2 x2 + x+

x3 + x2 + x+

x3 + x2 + x

x2 + x+

x2 + x+

x+

Ответ: f(x) = g(x) · ( x2 + x+ ) + ( x+ )

Quiz f(x) = x4 − 3x3 − 10x2 + 2x + 5 көпмүшесiн g(x) = x + 2 көпмүшесiне Горнер
сұлбасы бойынша бөлiңiз.

1 -3 -10 2 5
c=-2

Ответ: f(x) = (x+ 2)( x3 + x2 + x+ ) +
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1.11. Қалдықпен бөлу алгоритмi

Quiz f(x) = x4 + 4x3 + 6x2 + 10x + 20 көпмүшесiн x + 2 көпмүшесiнiң дәрежелерi
бойынша Горнер сұлбасы бойынша жiктеңiз.

1 4 6 10 20
c=-2

Ответ: f(x) = (x+ 2)4 + (x+ 2)3 + (x+ 2)2 + (x+ 2) +

Әдебиет – Куроштың кiтабы [3].
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1.12. Көпмүшелердiң ең үлкен ортақ бөлгiшi

1.12. Көпмүшелердiң ең үлкен ортақ бөлгiшi

Анықтама 30 f(x) көпмүшесiн g(x) көпмүшесiне бөлiнедi деп айтамыз, егер келесi
теңдiк орындалатындай f(x) = g(x) ·q(x) q(x) көпмүшесi табылатын болса.Басқаша
айтқанда, f(x)-ты g(x)-ке бөлгендегi қалдық нөлге тең.

Көпмүшелердiң бөлу амалының қасиеттерi

Көпмүшелердiң бөлу амалының қасиеттерi бүтiн сандардың бөлу амалының қасиеттерiне
ұқсайды.

• Егер f(x) көпмүшесi g(x) көпмүшесiне бөлiнсе және g(x) көпмүшесi h(x) көпмүшесiне
бөлiнсе, онда f(x) көпмүшесi h(x) көпмүшесiне бөлiнедi;

• Егер f(x) көпмүшесi h(x) көпмүшесiне бөлiнсе және g(x) көпмүшесi h(x) көпмүшесiне
бөлiнсе, онда f(x)± g(x) көпмүшесi h(x) көпмүшесiне бөлiнедi;

• Егер f(x) көпмүшесi h(x) көпмүшесiне бөлiнсе және g(x) көпмүшесi h(x) көпмүшесiне
бөлiнсе және u(x), v(x) – кез келген көпмүшелер болса, онда f(x)·u(x)+g(x)·v(x)
көпмүшесi h(x) көпмүшесiне бөлiнедi;

К.А. Мейрембеков, Ж.Т. Таласбаева әл-Фараби атындағы ҚазҰУ ГАМЛ кафедрасы 70
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1.12. Көпмүшелердiң ең үлкен ортақ бөлгiшi

• Егер f(x) көпмүшесi g(x) көпмүшесiне бөлiнсе және c 6= 0, онда f(x) көпмүшесi
c · g(x) көпмүшесiне бөлiнедi;f(x) көпмүшесi g(x) көпмүшесiне бөлiнсе және g(x)
көпмүшесi f(x) көпмүшесiне бөлiнсе, онда f(x) = c·g(x) теңдiгi орындалатындай
c констанатасы табылады.

Екi бүтiн санның ең үлкен ортақ бөлгiшiнiң анықтамасын есiмiзге түсiрейiк. Бiзге
екi сан берiлсiн −24 и 36. Бiрiншi санның бөлгiштерi 1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24 сандары және
олардың қарама-қарсылары болады. Екiншi санның бөлгiштерi 1, 2, 3.4.6, 9, 12, 18, 36
сандары болады. Берiлген сандардың ортақ бөлгiштерi 1, 2, 3, 4, 6, 12 сандары және
олардың қарам-қарсылары болады. gcd(−24, 36) ең үлкен ортақ бөлгiшi 12 саны болады.
Ендi осыған қарап екi көпмүшенiң ең үлкен ортақ бөлгiштiң анықтамасын қалай
беруге болады? Көпмүшелер үшiн жақсы сызықты реттелу жоқ. Егер берiлген сандық
мысалға мұқият қарасақ, онда 12 және −12 берiлген сандардың ортақ бөлгiштерi
болатынын және олардың басқа кез келген осы сандардың бөлгiштерiне±1,±2,±3,±4,±6,±12
бөлiнетiнiн байқауға болады.

Анықтама 31 f(x) және g(x) көпмүшелерiнiң ең үлкен ортақ бөлгiшi деп келесi
шарттарды қанағаттандыратын gcd(f(x), g(x)) = d(x) көпмүшесiн айтамыз

• d(x) көпмүшесi f(x) және g(x) көпмүшелерiнiң ортақ бөлгiшi;

• d(x) көпмүшесi f(x) және g(x) көпмүшелерiнiң кез келген басқа ортақ
бөлгiшiне бөлiнедi;

• d(x)-тың бас коэффициентi 1-ге тең.

Анықтаманың соңғы пунктi ең үлкен ортақ бөлгiштi бiрмәндi анықтау үшiн қажет.
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1.12. Көпмүшелердiң ең үлкен ортақ бөлгiшi

1.12.1. Евклид алгоритмi

f(x) және g(x) көпмүшелерiнiң ең үлкен ортақ бөлгiшiн табу үшiн f(x)-ты g(x)-қа
қалдықпен бөлейiк, одан кейiн g(x)-ты бiрiншi қалдыққа бөлемiз, одан кейiн бiрiншi
қалдықты екiншi қалдыққа бөлу керек және т.с.с. қалдық келесi қалдыққа бөлiнгенше.
Мiндеттi түрде ондай қалдық табылады, өйткенi қалдықтардың дәрежелерi кемiп
барады және ең кештегенде бұл процесс deg(g(x)) қадамнан кейiн бiтедi.

f(x) = g(x) · q0(x) + r0(x)

g(x) = r0(x) · q1(x) + r1(x)

r0(x) = r1(x) · q2(x) + r2(x)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

rk−2(x) = rk−1(x) · qk(x) + rk(x)

rk−1(x) = rk(x) · qk+1(x)

Теорема 20 Ең үлкен ортақ бөлгiш d(x) = gcd(f(x), g(x)) c · rk(x) көпмүшесiне
тең болады, бұл жерде c саны c · rk(x) көпмүшесiнiң бас коэффициентi 1-ге тең
болатындай таңдалады.

Мысал. f(x) = x4 +x3−3∗x2−4∗x−1 және g(x) = x3 +x2−x−1 көпмүшелерiнiң
ең үлкен ортақ бөлгiшiн табыңыз. Евклид алгоритмiндегi көпмүшелерiн машиналық
құрастыру үшiн Latex-тегi polynom пакетiн пайдаланайық
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1.12. Көпмүшелердiң ең үлкен ортақ бөлгiшi

Евклид алгоритмiн қолданамыз
x4 + x3 − 3x2 − 4x− 1 =

(
x3 + x2 − x− 1

)
· x +

(
− 2x2 − 3x− 1

)
x3 + x2 − x− 1 =

(
− 2x2 − 3x− 1

)
·
(
− 1

2x+ 1
4

)
+
(
− 3

4x−
3
4

)
− 2x2 − 3x− 1 =

(
− 3

4x−
3
4

)
·
(

8
3x+ 4

3

)
+ 0

Бұл жерде алдынғы көпмүшеге қалдықсыз бөлiнетiн соңғы көпмүше

−3

4
x−−3

4
= −3

4
(x+ 1)

болатыны көрiнiп тұр. Демек, жауабы: gcd(f(x), g(x)) = x+ 1

Ескерту. Мысалда бөлу дәл жүргiзiлдi және соңында− 3
4 көбейткiшiн алып тасталды.

Адам кез келген сандармен оңай жұмыс iстейтiн машина емес. Евклид алгоритмiнде
бөлшектерден қалай құтылсақ болады? Жауап өте қарапайым: егер
f(x) = g(x)q(x) + r(x), онда cf(x) = g(x)(cq(x)) + cr(x) және f(x) = (cg(x))(c−1q(x)) +
r(x), c 6= 0 болған жағдайда. Осындай түрлендiрулерден кейiн қалдықтар көп өзгермейдi.
Бұндай түрлендiрулердi ең үлкен ортақ бөлгiштi табудың кез келген этапында қолдансақ
болады. Осындай қарапайым ескретулер бүтiн коэффициенттерi бар көпмүшелердiң
gcd табу барысында бөлшектермен жұмыс iстемеу үшiн көмектеседi. Компьютер үшiн
бұл мағынасыз болғанымен, адам үшiн өте мағыналы болып табылады.
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1.12. Көпмүшелердiң ең үлкен ортақ бөлгiшi

Quiz f(x) = x4 +x3−3x2−4x−1 және g(x) = x3 +x2−x−1 көпмүшелерiнiң ең үлкен
ортақ бөлгiшiн табыңыз.

x4+x3−3x2−4x−1 x3+x2−x−1

x4+ x3+ x2+ x x+

2( x3+ x2+ x+ 1) x2+ x+

x3+ x2+ x x+

2( x2+ x+ )

x2+ x+

x+

x2+ x+ 6 (x+1)

x2+ x x+

x+

x+

Жауап: gcd(f(x), g(x)) = x+

Келесi теореманың өрңстердi кеңейту үшiн маңызы өте зор.
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1.12. Көпмүшелердiң ең үлкен ортақ бөлгiшi

Теорема 21 Егер d(x) = gcd(f(x), g(x)), онда келесi шарттарды
қанағаттандыратын d(x) = f(x) ·u(x)+g(x) ·v(x), deg(u(x)) < deg(g(x)), deg(v(x)) <
deg(f(x)) u(x), v(x) ∈ K[x] көпмүшелерi табылады.

f(x) және g(x) көпмүшелерi өзара жәй деп аталады, егер олардың ең үлкен ортақ
бөлгiшi 1-ге тең болса.

Факт 8 f(x) және g(x) көпмүшелерi өзара жәй болады сонда және тек сонда ғана,
егер f(x) · u(x) + g(x) · v(x) = 1 теңдiгi орындалатындай u(x), v(x) көпмүшелерi
табылатын болса.

Теорема 22
• Егер f(x) және h(x) көпмүшелерi өзара жәй болса және f(x) · g(x) көпмүшесi
h(x) көпмүшесiне бөлiнсе, онда g(x) көпмүшесi h(x)-ке бөлiнедi;

• Егер f(x) көпмүшесi g(x) және h(x) көпмүшелерiне бөлiнсе, g(x) және h(x)
өзара жәй болса, онда f(x) g(x) · h(x) көпмүшесiне бөлiнедi.
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1.12. Көпмүшелердiң ең үлкен ортақ бөлгiшi

Келесi есептiң шешу барысында студентөте пайдалы кеңес табады.

1. ”Сборник задач по алгебре под ред. Кострикина, М. Факториал, 1995” кiтабында
2502k есебi келтiрiлген: f(x) = x4−4x3+1 және g(x) = x3−3x2+1 көпмүшелерiнiң
ең үлкен ортақ бөлгiшiн табыңыз. Жауап ретiнде d(x) = x2− 2

√
2x− 1 көпмүшесi

келтiрiлген. Жауап дұрыс па? Жауаптар:

a) иә, b) жоқ.

Әдебиет: Куроштың кiтабы [3].
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1.13. Көпмүшелердiң түбiрлерi

f(x) = a0x+ a1 бiрiншi дәрежелi көпмүшесiнiң x = −a1/a0 жалғыз түбiрi болады.
f(x) = a0x

2 + a1x+ a2 екiншi дәрежелi көпмүше үшiн түбiр табу қиындау. Түбiрлердi
табу формуласынан

x1,2 =
−a1 ±

√
a2

1 − 4a0a2

2a0
(1.13.1)

детерминантқа байланысты f(x)-тың R өрiсiнде түбiрлер саны екiден аспайды, ал C
өрiсiнде екi түбiрi болады.

Теорема 23 Кез келген K өрiсi үшiн n-дәрежелi f(x) = a0x
n + a1x

n−1 + · · · + an ∈
K[x] көпмүшесiнiң түбiрлер саны кез келген F ⊃ K өрiсiндегi түбiрлердiң еселiгiн
ескергенде n-нен аспайды. Егер ρ1, ρ2, . . . , ρn f(x) көпмүшесiнiң F өрiсiндегi түбiрлерi
болса, онда

f(x) = a0(x− ρ1)(x− ρ2) . . . (x− ρn).

Дәлелдеуi индукция бойынша жүргiзiледi.
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1.13. Көпмүшелердiң түбiрлерi

1.13.1. Виет формулалары

Бiзге бас коэффициентi 1-ге тең f(x) = xn + a1x
n−1 + · · · + an көпмүшесi және оның

барлық түбiрлерi берiлсiн λ1, λ2, . . . , λn. Онда



a1 = −
∑
i λi

a2 =
∑
i<j λiλj

a3 = −
∑
i<j<k λiλjλk

. . . . . . . . .

an = (−1)n
∏n
i=1 λi

1. x3−5x2+4x+1 көпмүшесiнiң түбiрлерiнiң квадраттарының қосындысын табыңыз.
a) 0 , b) 20 , c) 8.

Егер K өрiсi ақырлы болса, онда 23 теоремасы бойынша f(x) ∈ K[x] көпмүшесiнiң
K өрiсiндегi түбiрлерiн f(x)-ты әртүрлi x − ρ бiрмүшелерiне бөлу арқылы табуға
болады, бұл жерде ρ ∈ K. Ақырсыз K өрiстерi үшiн f(x) көпмүшесiнiң түбiрiн табу
есебi қолданбалы есептердi шешкенде өте қажет, бiрақ оны шешу өңай емес. Кейбiр
деректер бойынша, (1.13.1) формуласы 2 – 3 мың жыл бұрын белгiлi болған, ал үшiншi
және төртiншi дәрежелi теңдеулердiң радикалдардағы шеiмдерiнiң формулаларын 16-
шi ғасырда Кардано және Тарталья шығарған. Осы формулаларды көргiңiз келсе [3]
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1.13. Көпмүшелердiң түбiрлерi

кiтабын қараңыз. Кардано мен Тартальядан кейiн көп математиктер бесiншi және
одан жоғарғы дәрежелi теңдеулердiң шешуiн табумен айналысқан. 1825 – 1830 ж. екi
жас дана математиктер Францияда Эварист Галуа, және Норвегияда Нильс Абель
бесiншi және одан жоғарғы дәрежелi теңдеулердiң шешуiн табудың жалпы алгоритмi
жоқ екенiн дәлелдеген. Галуаның шешуiнен абстрактты алгебралық жүйелер пайда
болды және бiрнеше ғасырларға алгебраның маңызды бағыттарының дамуына жол
бердi.

Ендi бiз көпмүшенiң түбiрлерiн табуға көмектесетiн бiрнеше әдiстердi келтiремiз.

1.13.2. Еселi түбiрлердi жекелеу.

f(x) көпмүшелерiнiң еселi түбiрi бар болсын

f(x) = a0(x− λ1)k1(x− λ2)k2 . . . (x− λs)ks ,

бұл жерде λ1, λ2, . . . , λs сандары әр түрлi. Бiз талдау жасап жатырмыз және бiзге
негiзiнде көпмүшенiң түбiрлерi белгiсiз. Түбiрлерi f(x)-тың түбiрлерiмен бiрдей және
еселi түбiрлерi жоқ g(x) = (x−λ1)(x−λ2) . . . (x−λs) көпмүшесiн қалай табуға болады?
Бiздiң шешiм 19 теоремасына сүйенедi. Осы теорема бойынша
f ′(x) = (x − λ1)k1−1(x − λ2)k2−1 . . . (x − λs)ks−1 · h(x), бұл жерде h(x) пен f(x) өзара
жәй. Осыдан d(x) = gcd(f(x), f ′(x)) ең үлкен ортақ бөлгiшi
(x − λ1)k1−1(x − λ2)k2−1 . . . (x − λs)ks−1 көпмүшесiне тең болады. Сондықтан, f(x) =
a0 · d(x) · g(x) және еселi түбiрлердi жекелеу есебi шешiлдi.
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1.13. Көпмүшелердiң түбiрлерi

Quiz f(x) = x5 − 10x3 − 20x2 − 15x− 4 копмүшесiнiң еселi түбiрлерiн жекелеңiз.
Шешуi. f ′(x) = 5(x4 − 6x2 − 8x − 3) =: 5g(x) туындысын табамыз, одан кейiн
көпмүшенiң және туындының ең үлкен ортақ бөлгiшiн табамыз.

x5−10x3−20x2−15x−4 x4−6x2−8x−3

x5+ x3+ x2+ x x+

x3+ x2+ x+

x4+ x2+ x+ 6 (x3 + x2 + x+ )

x4+ x3+ x2+ x x+

x3+ x2+ x+

x3+ x2+ x+

Сондықтан, d(x) = gcd(f(x), g(x)) = x3 + x2 + x+ 1 = ( x+ )3

Бұл жерде бөлiндiлер көп өзгерген жоқ, сондықтан бұл бөлулер өрнектелулердi
табу үшiн қолдануға болады. Сонымен

g(x) = (x+ 1)3(x− 3)

f(x) = g(x)x−4(x+1)3 = (x+1)3(x−3)x−4(x+1)3 = (x+1)3[(x−3)x−4] = (x+1)4(x−4)

Жауабы: f(x) = (x+ 1)4(x− 4)
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1.13. Көпмүшелердiң түбiрлерi

1.13.3. Бүтiн коэффициенттi көпмүшелердiң рационал түббiрлерi.

Егер f(x) = a0x
n + a1x

n−1 + · · · + an көпмүшелерiнiң коэффициенттерi бүтiн болса,
онда f(x)-тың барлық рационал түбiрлерiн табуға болады:

Теорема 24 Егер f(x) ∈ Z[x] және қысқартылмайтын p
q бөлшегi f(x)-тың түбiрi

болса, онда

• p an-ның бөлгiшi;

• q a0-ның бөлгiшi;

• (∀m ∈ Z)[(p − mq)|f(m)], дербес жағдайда p − q f(1)-ның бөлгiшi және p + q
f(−1)-ның бөлгiшi.

Осы теорема бойынша көпмүшенiң түбiрi болу мүмкiн сандардың ақырлы саны шығады.
Үшiншi пункт бойынша осы сандардың жиыны бiрден азайады. Осы пункттi дәлелдеу
үшiн 4 жаттығуы қажет болады. Сандарды түбiр болуына тексерудi Горнер сұлбасы
бойынша жүргiзген ыңғайлы.

Quiz f(x) = 6x4 + 19x3 − 7x2 − 26x+ 12 көпмүшесiнiң рационал түбiрлерiн табыңыз.
Шешуi. p ∈ {±1,±2,±3±4,±6,±12}және q ∈ {1, 2, 3, 6} сандары үшiн қысқартылмайиын
p
q бөлшектерi f(x)-тың түбiрлерi болуы мүмкiн. Осы санда тағы екi тексеруден өту
керек p+q f(1)-дiң бөлгiшi және p−q f(−1)-дың бөлгiшi. pq бөлшегiне q -шi жолының
және p-шi бағанының қиылысуындағы шаршыны сәйкес қоятын, -1 және 1 сандарымен
толтырылған iрiктеу таблицасын сызамыз. Басында барлық қысқартылатын жерлерде
және 1,−1 нүктелерiнде −1 санын қоямыз. Егер сәйкес сан екi тексеруденде өтсе, онда
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1.13. Көпмүшелердiң түбiрлерi

шаршыға 1 санын жазамыз, керi жағдайда −1 қоямыз.

q \ p 1 -1 2 -2 3 -3 4 -4 6 -6 12 -12
1 - -
2 - - - - - - - -
3 - - - - - -
6 - - - - - - - - - -

Сондықтан, осы iрiктеуден кейiн түбiр болуы мүмкiн келесi сандар қалады

, , ,

Ендi осы сандардың қайсысы түбiр болатынын анықтау үшiн Горнер сұлбасын пайдаланамыз.
Безу теоремасы бойынша c саны көпмүшенiң түбiрi болады, егер сол көпмүшенi x− c-
ға бөлгендегi қалдық нөлге тең болса. Бiртiндеп f(x)-ты x− c-ға бөлемiз, бұл жерде c
табылған тiзiмдегi сан. Егер қалдық нөлдiк болмаса, онда сәйкес жол керек емес және
c түбiр емес. Ал қалдық нөлге тең болса, онда c тұбiр болады және басқа сандарды
тексеру үшiн бөлiндiнi келесi x− c-ға бөлемiз.

6 19 -7 -26 12
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1.13. Көпмүшелердiң түбiрлерi

Осыдан шығады

f(x) =
(
x+

)(
x−

)[
x2 + x+

]
Сонымен, f(x) көпмүшесiнiң екi рационал түбiрi бар, қалған екеуi сөңғы жақшадағы
квадратты үшмүшенiң иррационал түбiрлерi болады.

, .

1.13.4. Комплекс сандар өрiсiнiң алгебралық тұйықтығы.

18-шi ғасырдың математикасының негiзгi жетiстiктерiнiң бiреуi болып комплекс коэффициенттi
кез келген көпмүшенiң түбiрiнiң табылуы туралы Гаусс теоремасы табылады. Сол
кезде бұл теорема алгебраның негiзгi теоремасының атын алды. Кәзiргi кезде бұл
теорема кәдiмгi теоремалардың қатарында. Дегенменде, дәлдеуiнде көпмүшенiң үзiлiссiздiгiн
комплекс айнымалылы функциянiкi сияқты қолданады және компакттағы минимум
нүктесiн табылуын қолданады. Математикалық талдауда бұл түсiнiктер кешiрек берiледi,
сондықтан теореманың дәлелдеуiн бермеймiз.

Салдар 5 Егер f(x) ∈ C[x] n-шi дәрежелi көпмүше болса, онда f(x)-тың C өрiсiнде
еселiгiн ескергенде n түбiрi болады.
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1.13.5. Нақты коэффициенттi көпмүшелердiң түбiрлерi.

Теорема 25 f(x) = a0x
n+a1x

n−1 + · · ·+an нақты коэффициенттi көпмүше болсын
және α ∈ C−R саны f(x)-тың k-еселi түбiрi болсын. Онда ᾱ саныда f(x)-тың k-еселi
түбiрi болады.
Осыдан нақты коэффициенттi кез келген көпмүшенiң бiрiншi және (немесе) екiншi

дәрежелi нақты коэффициенттi көпмүшелердiң көбейтiндiсiне жiктелетiнi шығады.

1.13.6. Интерполяция

Әр түрлi n сандары ρ1, ρ2, . . . , ρn және кез келген b0, b1, . . . , bn сандары берiлсiн. 1 ≤
i ≤ n сандары үшiн f(ρi) = bi теңдiгi орындалатындай f(x) көпмүшесiн табу керек.
Келесi n− 1-дәрежелi көпмүше қажет қасиеттерi бар екенiн түсiну қиын емес

f(x) =

n∑
i=1

(x− ρ1)(x− ρ2) . . . (x− ρi−1)(x− ρi+1) . . . (x− ρn)

(ρi − ρ1)(ρi − ρ2) . . . (ρi − ρi−1)(ρi − ρi+1) . . . (ρi − ρn)
· bi

Бұл формула Лагранждың интерполяциялық формуласы деп аталады. Бұл формула
көптеген практиктердiң керексiз талдауларын тоқтатады. Олар жүздеген өлшеулердi
жүргiзiп және графигiн салып, графигiн мысал үшiн синустың графигына ұқсастығын
байқайды. Бiрақ осы параметрлердiң өзгеруiнiң жаңа заңын синусың графигi ретiнде
табылды деп ойлауға ертерек. Бiрнеше нүктеден көпмүшеде өтедi және оның пiкiрiн
нақты тексеруден өткiзу керек.

Әдебиет: Куроштың кiтабы [3].

К.А. Мейрембеков, Ж.Т. Таласбаева әл-Фараби атындағы ҚазҰУ ГАМЛ кафедрасы 84



Title Page

Contents

JJ II

J I

Page 85 of 142

Go Back

Close

1.14. Штурм әдiсi

1.14. Штурм әдiсi

Бiзге нақты коэффициенттерi бар f(x) көпмүшесi берiлсiн. f(x) көпмүшесiнiң (a, b)
интервалында қанша нақты түбiрлерi бар екенiн қарастырайық. (a, b) интервалының
шеткi нуктелерiнде f(x)-тың әр түрлi таңбаларды қабылдауы - түбiрдiң табылуының
қарапайым белгiсi. Бiрақ интервалдағы көпмүшенiң сандарының саны туралы критерий
қарапайым емес және оны Э. Штурм дәлелдеген. Бiз есептi оңайлату үшiн f(x)
көпмүшесiнiң еселi түбiрлерi жоқ деп алайық. Келесi тақырыбта неге осылай алуға
болатыны көрсетемiз.

Егер бiзге нақты сандардың ақырлы реттелген тiзбегi берiлсе, онда бұл жүйеде
таңбалардың өзгеруiнiң саны келесi жолмен есептеледi: осы тiзбектегi барлық нөлдердi
алып тастаймыз, одан кейiн қалған сандардың тек таңбаларын қалдырамыз және екi
түрлi таңбаның көршiлiгi таңбалардың өзгеруi деп аталады. Мысалы үшiн,−3,−5, 0,−1, 2, 4,−5,−6, 0
сандар жүйесiне−,−,−,+,+,−,− таңбалар жүйесi сәйкес болады, бұл жерде таңбалардың
екi өзгеруi бар.

К.А. Мейрембеков, Ж.Т. Таласбаева әл-Фараби атындағы ҚазҰУ ГАМЛ кафедрасы 85



Title Page

Contents

JJ II

J I

Page 86 of 142

Go Back

Close

1.14. Штурм әдiсi

1.14.1. Штурм жүйесi

Егер f0(x), f1(x), . . . , fk(x) көпмүшелердiң реттелген тiзбегi үшiн келесi шарттар
орындалатын болса

• f(x) = f0(x);

• fk(x) көпмүшесiнiң нақты түбiрлерi жоқ болса;

• fi(x), fi+1(x), 0 ≤ i ≤ k − 1 жүйесiнiң көршiлес көпмүшелерiнiң бiрдей нақты
түбiрлерi жоқ болса;

• Егер α саны 1 ≤ i ≤ k − 1 үшiн fi(x) көмекшi көпмүшесiнiң нақты түбiрi болса,
онда fi−1(α) · fi+1(α) < 0;

• Егер α саны f0(x) көпмүшесiнiң нақты түбiрi болса, онда f0(x)f1(x) көбейтiндiсi
α-ның кiшi аймағында өседi,

онда f0(x), f1(x), . . . , fk(x) тiзбегi f(x) көпмүшесi үшiн Штурм жүйесi деп аталады.

Теорема 26 Кез келген нақты коэффициенттi еселi түбiрлерi жоқ көпмүшесi үшiн
Штурм жүйесi табылады.

Штурм жүйесiнiң құрылуы Евклид алгоритмiне ұқсайды. Басында

f0(x) = f(x),

f1(x) = f ′(x),
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1.14. Штурм әдiсi

болады деп алайық. Одан кейiн f0(x)-дi f1(x)-ке қалдықпен бөлейiк және қалдығын
қарама қарсы таңбасымен алып f2(x) деп атайық және т.с.с.

f0(x) = f1(x) · q0(x)− f2(x)

f1(x) = f2(x) · q1(x)− f3(x)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

fi−1(x) = fi(x) · qi−1(x)− fi+1(x)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

fk−1(x) = fk(x) · qk−1(x)

1.14.2. Штурм теоремасы

Электронды құжаттың мүмкiндiктерiн қолданып әдiстiң негiзгi жерлерiн анықтап
қарастырайық.W (α) арқылы f(x) көпмүшесiнiң f0(α), f1(α), . . . , fk(α) Штурм жүйесiнiң
кестесiндегi сандардың таңбаларының өзгерулерiнiң санын белгiлейiк.

Теорема 27 Егер f(x) нақты коэффициенттi еселi түбiрлерi жоқ көпмүше
болса және a < b сандары f(x)-тың түбiрлерi болмаса, онда көпмүшенiң (a, b)
интервалындағы нақты түбiрлерiнiң саны W (a)−W (b) санына тең.

W (x) функциясының мәнi натурал сан болады, сондықтан ол "секiрiп"өзгеруi мүмкiн.
Көпмүшелер үзiлiссiз функциялар болғандықтан, мәнi "секiрiп"отыратын нүктелер
Штурм жүйесiнiң қандайда бiр көпмүшесiнiң түбiрлерi болады. Әрбiр көпмүшенiң
түбiрлерiнiң саны ақырлы болғандықтан, мәндерiде "секiру"болатын нүктелердiң саныда
ақырлы болады. x−∞-ден өзгерсiн және αжоғарыдағыдай нүктелердiң бiреуi болсын.
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1.14. Штурм әдiсi

1-шi жағдай. α саны fi(x), i ≥ 1 көмекшi көпмүшенiң түбiрi болсын.
fi−1(x), fi+1(x) функциялары (α−ε, α+ε) интервалында өзгермейтiн таңбаны қабылдайтын
жеткiлiктi кiшi оң ε санын таңдайық. fi−1(x), fi(x), fi+1(x) функциялары үшiнW ′(α−
ε) және W ′(α + ε) таңбаның өзгеруiнiң функциясының бөлiктерiнiң мәндерiн қалай
өзгеретiнiн анықтайық. Кестенi толтырайық

Кестеге толықтырулар. fi(x) көпмүшесiнiң түбiрiне дейiнгi және кейiнгi мүмкiн
жағдайлар үш түстiң бiрдей топтастырылуы арқылы α-ға дейiнгi және кейiнгi нүктелерде
белгiленген. fi(x) функциясы берiлген аймақта таңбасын алудан қосуға немесе керiсiнше
өзгередi. fi(x)-тың сол және оң жағындағы көршiлерi таңбалары бойынша өзгермейдi
және бiр бiрiне қарама қарсы. Онда α нүктесiне дейiн төрт мүмкiндiк бар, және одан
кейiнде төрт мүмкiндiк. Қалай болса да, таңбалардың өзгеруiнiң санында өзгерiс жоқ.

2-шi жағдай. α f0(x) көпмүшесiнiң түбiрi болсын.
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1.14. Штурм әдiсi

f1(x) функциясы (α−ε, α+ε) интервалында өзгермейтiн таңбалы болатын жектiлiктi
кiшi оң ε санын таңдайық. f0(x), f1(x) iшкi жүйесiндегi α-ға дейiнгi және кейiнгi
таңбалардың өзгеруiн сипаттайтынW ′(X) фрагментiнiң өзгеруiнiң кестесiн толтырайық.

Кестеге толықтырулар. Түбiрге дейiнгi және кейiнгi мүмкiн жағдайлар екi түстiң
бiрдей топтастырылуы арқылы белгiленген. f(x) көпмүшесiнiң еселi түбiрлерi жоқ
болғандықтан, өзiнiң кез келген түбiрiнiң маңайында бұл функция өседi немесе кемидi
( графигi абциссалар өсiн жанап өте алмайды). Штурм жүйесiнiң көпмүшелерiнiң
соңғы қасиетi бойынша f0(x)-тың осындай өзгеруi кесстедегi f1(x)-тың өзгеруiмен
ғана сәйкес бола алады. Нәтижеде түбiр арқылы өткенде таңбалардың бiр өзгеруi
жоғалып қалады. Сондықтан, W (x) тек кемидi және бұл функцияда өзгерiстер тек
f(x)-тың түбiрлерiнде болады. Демек, f(x) көпмүшесiнiң (a, b) интервалындағы түбiрлерiнiң
саны W (a)−W (b) санына тең.

Теорема дәлелдендi.
Осы теореманың дәлелдеуiндегi қолданған әдiс эффективтi және түбiрлердiң санын

жуықтап табу үшiн жартылай бөлу әдiсiмен бiрге қолдануға жарайды.
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1.14. Штурм әдiсi

Quiz f(x) = x3−3x−1 көпмүшесiнiң түбiрлерiнШтурм әдiсi арқылы айырып алыңыздар.
Шешуi.
f0(x) = x3 − 3x− 1 f1(x) = 1

3f
′(x) = x2 − 1

x3−3x−1 x2−1

x4+ x x+

x+

Сондықтан, f2(x) = 2x+ 1

2(x2−1) x+

x2+ x x+

( x+ )

x+

Сондықтан, f3(x) = 3. Ендi Штурм кестесiн құрамыз. + немесе - таңбаларының
орнына +1 немесе -1 қойыңыз, бұл Java Script бағадарламасының талабы.
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1.14. Штурм әдiсi

x f0(x) f1(x) f2(x) f3(x) W (x)

−∞
∞
0

−1

−2

1

2

Жауабы: келесi интервалдарда үш түбiр( , ) ∪ ( , ) ∪ ( , )

Әдебиет: Куроштың кiтабы [3].
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1.15. Полиномиалды теңдеулердiң жүйелерi

1.15. Полиномиалды теңдеулердiң жүйелерi

K өрiсiнiң үстiндегi n айнымалылы полином деп axk11 x
k2
2 . . . xknn түрдегi бiрмүшелердiң

ақырлы алгебралық қосындысы аталады, бұл жерде a ∈ K және k1, k2, . . . , kn ∈ N .
K өрiсiнiң үстiндегi n айнымалылы полиномдардың жиынынK[x1, x2, . . . , xn] арқылы
белгiлеймiз. Егер f(x1, x2, . . . , xn) ∈ K[x1, x2, . . . , xn] полином болса және xi айнымалыларының
бiреуi болса, онда f -тың қосылғыштарын xi-дың дәрежелерiнiң кемуi бойынша жазуға
болады

f(x1, x2, . . . , xn) = ϕ0(x0, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn)xmi
i + ϕ1(x0, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn)xmi−1

i + . . .

· · ·+ ϕmi−1(x0, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn)xi + ϕmi
(x0, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn),

бұл жердегi mi санын көпмүшенiң xi айнымалысы бойынша дәрежесi деп аталады
және degxi(f) арқылы бойынша белгiленедi. Осы жiктелудегi коэффициенттер өздерiде
басқа айнымалылар бойынша көпмүшелер болады.

20-шi ғасырдың 70-шi жылдардың басында Бухбергер өзiнiң диссертациясында
полиномиалды теңдеулердiң шешудiң әдiсiн келтiрдi, бұл әдiстiң атын өзiнiң ғылыми
жетекшiсi Гребнер атауымен атады. Бұл әдiс өте эффективтi және жылдам, және
программалауға өңай әдiс болып табылды. Гребнер әдiсi САТЖшешудiң Гаусс әдiсiнiң
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1.15. Полиномиалды теңдеулердiң жүйелерi

жалпылануы болады. Осыны ойлайтын болсақ бұл әдiстiң жақында табылғаны таң
қалдырады.


f1(x1, x2, . . . , xn) = 0

f2(x1, x2, . . . , xn) = 0

. . . . . . . . . . . .

fm(x1, x2, . . . , xn) = 0

⇒



g1(x1, x2, . . . , xn) = 0

g2(0, x2, . . . , xn) = 0

g3(0, 0, x3, . . . , xn) = 0

. . . . . . . . . . . .

gm(0, 0, . . . , xm, . . . , xn) = 0

Полиномиалды теңдеулер жүйесiн түбiрлерiн жоғалтпай сатылы полиномиалды теңдеулер
жүйесiне түрлендiру керек. Кәдiмгi САТЖ-ларда полиномиалды теңдеулер жүйелер
болады және олардың шешуiн Гаусс әдiсi арқылы табылады.

Гребнер түрлендiрулерi

Полиномиалды теңдеулер жүйесiнде келесi түрдегi түрлендiрулердi қолдануға болады:

• теңдеулрдiң орындарын ауыстыру;

• жүйенiң кез келген теңдеуiн нөлдiк емес u(x1, x2, . . . , xn)
көпмүшеге көбейту;

• бiр көпмүшеге басқа көпмүшенi кез келген көпмүшеге көбейтi алып қосу.

Гребнер түрлендiрулерi эквиваленттi болмайды, түрленеген жүйенiң түбiрлер жиыны
өзгеруi мүмкiн, бiрақ бастапқы жүйенiң түбiрлерiде осы жиынның iшiнде болады. Осы
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1.15. Полиномиалды теңдеулердiң жүйелерi

жерде Гаусс әдiсi мен Гребнер әдiсiнiң айырмашылығы.

Лемма 3 Егер бiзге екi полиномиалды теңдеудiң жүйесi берiлсе{
f1(x1, x2, . . . , xn) = 0

f2(x1, x2, . . . , xn) = 0 ,

онда оны Гребнер түрлендiрулерi арқылы келесi түрге келтiруге болады{
g1(x1, x2, . . . , xn) = 0

g2(0, x2, . . . , xn) = 0 ,

Дәлелдеуi Гребнер түрлендiрулерiмен degx1
(fi) дәрежесiн бiртiндеп кемiту арқылы

жүргiзiледi. Осыдан кез келген полиномиалды теңдеудiң жүйелерi үшiнде жалпы
нәтиже бiрден шығады. Сатылыжүйенiң шешiмдерiн бастапқы жүйенi қанағаттандыратынын
тексеру керек.

Мысал 7 Полиномиалды теңдеудiң жүйесiн шешiңiз{
y2 − 7xy + 4x2 + 13x− 2y − 3 = 0

y2 − 14xy + 9x2 + 28x− 4y − 5 = 0

Шешуi. Берiлген полиномдарды y-айынмалылы ретiнде жазайық және коэффициенттерi
R[x]-тен алынған болсын:{

y2 − (7x+ 2)y + (4x2 + 13x− 3) = 0

y2 − (14x+ 4)y + (9x2 + 28x− 5) = 0
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1.15. Полиномиалды теңдеулердiң жүйелерi

Бiрiншi теңдеуден екiншiнi азайтайық, y-ке қатысты бiрiншi дәрежелi теңдеу шығады.
Ендi екiншi теңдеуге бiрiншiнi қосайық, сонда келесi жүйе шығады

(7x+ 2)y − (5x2 + 15x− 2) = 0

y2 − (7x+ 2)y + (4x2 + 13x− 3) = 0

Бiрiншi теңдеудi y-ке көбейтсек, ал екiншiнi (7x + 2)-ге көбейтсек бiз екi теңдеудегi
y2-ның алдындағы коэффициенттерiн теңестiремiз. Осыдан кейiн екiншi теңдеуден
бiрiншнi азайтып (-1)-ге көбейтейiк.

(44x2 + 13x+ 6)y − (28x3 + 99x2 + 5x− 6) = 0

(7x+ 2)y − (5x2 + 15x− 2) = 0

Ендi y-тiң алдындағы коэффициенттердi теңестiрейiк. Ол үшiн бiрiншi теңдеудi
(7x + 2) көпмүшесiне көбейтейiк, ал екiншiсiн (44x2 + 13x + 6) көпмүшесiне және
шыққан теңдеулердi азайтайық. Сонда y айнымалысы жоқ теңдеу шығады

24x4 − 24x3 − 96x2 + 96x = 0

.
Бастапқы жүйе Гребнер түрлендiрулерi арқылы келесi сатылы түрге келедi{

y2 − (7x+ 2)y + (4x2 + 13x− 3) = 0

24x4 − 24x3 − 96x2 + 96x = 0

Соңғы теңдеу оңай шешiледi

24x(x3−x2−4x+4) = 24x[x(x2−4)−(x2−4)] = 24x(x2−4)(x−1) = 24x(x−1)(x−2)(x+2)
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1.15. Полиномиалды теңдеулердiң жүйелерi

Сонымен x ∈ {0, 1, 2,−2}. Осы мәндердi бiрiншi теңдеуге қойайық:

• Егер x = 0, онда y2 − 2y − 3 = 0. Осыдан y ∈ {3,−1};

• Егер x = 1, онда y2 − 9y + 14 = 0. Осыдан y ∈ {2, 7};

• Егер x = 2, онда y2 − 16y + 39 = 0. Осыдан y ∈ {3, 13};

• Егер x = −2, онда y2 + 12y − 13 = 0. Осыдан y ∈ {−13, 1}.

Осы сандарды екiншi теңдеуге қойып шыққан кейiн, шешiмдерi тек қана (−2, 1), (1, 2), (2, 3) (0,−1)
жұптары болатыны шығады.

Бұрын полиномиалды теңдеулердiң жұбын бiртiндеп жою әдiсi арқылы шешу үшiн
арнайы анықтауыш – көпмүшелердiң результанты [3], қолданылатын. Кез келген
профессионалды математикалық пакет көпмүшелермен жақсы жұмыс жасайды. Гребнер
әдiсi барлық кәзiргi заманға сай Maple, Mathematica, Matlab, Mathcad компьютерлiк
математиканың жүйелерiне кiргiзiлген, және ол негiзгi полиномиалды алгоритм болып
табылады.

Әдебиет: осы дәрiс.
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1.16. Сызықтық кеңiстiктер

1.16. Сызықтық кеңiстiктер

1.16.1. Арифметикалық векторлық кеңiстiктер

Әрине студенттерге вектордың түсiнiгi бағытталған кесiндi ретiнде геометриядан және
физикадан таныс болар. Бiздер вектордың түсiнiгiне аксиоматикалық жағынан келейiн
деп отырмыз, және бұрыннан студенттер үшiн тансы түсiснiктер бiздiң анықтаманың
дербес жағдайы болады. K сандық өрiсi берiлсiн. K өрiсiнiң эелементтерiн скаляр деп
атаймыз және грек әрiптерiмен белгiлеймiз α, β, γ, µ, ρ, λ, α1, α2, . . . . n ≥ 1 натурал
саны берiлсiн. Келесi түрдегi ұзындығы n болатын ерттелген тiзбектi (α1, α2, . . . , αn)
вектор деп атаймыз. Векторларды x, y, z, a, b, c, d, a1, a2, . . . әрiптерiмен белгiлеймiз,
сондықтан студент ешқашан векторды скалярмен шатыстырмайды. x = (α1, α2, . . . , αn)
және y = (β1, β2, . . . , βn) векторлары тең деп есептеледi егер α1 = β1, α2 = β2, . . . , αn =
βn.

Векторлардың қосу ережесiн келтiрейiк

x+ y = (α1, α2, . . . , αn) + (β1, β2, . . . , βn) = (α1 + β1, α2 + β2, . . . , αn + βn).
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1.16. Сызықтық кеңiстiктер

β ∈ K скалярын x векторына көбейту ережесiн келтiрейiк

β · x = β · (α1, α2, . . . , αn) = (βα1, βα2, . . . , βαn)

Барлық векторлар жиынын (Kn,+.�λ,=)λ∈K немесе қысқартылғанда Kn арқылы
белгiлеймiз. Бұл жерде (Kn,+.�λ,=)λ∈K белгiлеуi – Kn жиынын векторларды қосу
және скалярға көбейту амалдарымен қарастырылып отырғанын бiлдiредi. Kn-дi K
өрiсiнiң үстiндегi арифметикалық кеңiстiк деп атайды.

Quiz a1 = (1, 2,−3), a2 = (−2, 3,−4), a3 = (4, 1,−5) векторларының a1 − 3a2 + 4a3

сызықтық комбинациясын есептеңiз.

a1 − 3a2 + 4a3 =
(

, ,
)

Kn векторлық кеңiстiгiнде келесi тепе-теңдiктер орындалады
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1.16. Сызықтық кеңiстiктер

∀x∀y[x+ y = y + x]

∀x∀y∀z[(x+ y) + z = x+ (y + z)]

∃θ∀x[x+ θ = x], θ нөлдiк элемент
∀x∃y[x+ y = θ], қарама-қарсы

(∀λ ∈ K)∀x∀y[λ(x+ y) = λx+ λy]

(∀λ ∈ K)(∀µ ∈ K)∀x[(λ+ µ) · x = λx+ µx]

(∀λ ∈ K)(∀µ ∈ K)∀x[(λ · µ) · x = λ · (µ · x)]

∀x[1 · x = x ∧ 0 · x = θ].

(1.16.1)

Бiр қарағанда, геометриядағы жазықтықтағы және кеңiстiктегi вектордың түсiнiгi
бiздiң R2 немесе R3-тегi вектордың түсiнiгiнен өзгеше сияқты болып көрiнедi. Бiрақ,
егер aжәне b векторларының бастары координаталар басында орналасса және ұштары
(α1, α2), (β1, β2) нүктелерiнде орналасса, онда осы векторлардың қосындысының ұшының
координаттары қосу параллелограмм ережесi бойынша дәл келесi сандар болады (α1+
β1, α2 + β2).
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1.16. Сызықтық кеңiстiктер

Сол сияқты, a векторының µ санына көбейтiндiсiнiң ұшының координаттары (µα1, µα2)
болады. Параллел көшiру арқылы бiр бiрiне көшiрiлетiн векторлардың тең болатынын
есiмiзге алсақ, геометриядағы және физикадағы кез келген вектор координаталар
басынан шығатын қандайда бiр векторға тең екенiн түсiнуге болады. Сонымен, бiз
геометриядағы және физикадағы векторлар R2 және R3-тегi векторлардың дербес
жағдайы болатынын дәлеледедiк. Бұл меншiктi дербес жағдай, өйткенi бiз үшiн n кез
келген натурал сан және K өрiсi бiз бiлетiн Q,R,C,Zp өрiстерiнiң бiрi, бұл жерде p –
жәй сан.

1.16.2. Өрiс үстiндегi сызықтық кеңiстiктер

V қандай да бiр жиыны берiлсiн және осы жиында + бинарлық амалы берiлсiн. K
– сандық өрiс болсын, кез келген β ∈ K санына және кез келген a ∈ V векторына
бiрмәндi сәйкес қойылған векторы βa арқылы белгiленсiн. Онда (V,+,�λ,=)λ∈K K
өрiсiнiң үстiндегi сызықтық кеңiстiгi деп аталады, егер осы амалдар арифметикалық
сызықтық кеңiстiктiң анықтамасындағы (1.16.1) қасиеттерiн қанағаттандыратын болса.

Өрiс үстiндегi сызықтық кеңiстiктiң мысалдары.

• Кез келген n ≥ 1 үшiн K өрiсiнiң үстiндегi Kn арифметикалық сызықтық
кеңiстiгi;

• K өрiсiнiң үстiндегi матрицаларды қосу және санға көбейту амалдарыменMn(K)
шарашы матрицалар жиыны;

• K өрiсiнiң үстiндегi дәрежелерi n-нен аспайтын Kn[x] көпмүшелер жиыны;
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1.16. Сызықтық кеңiстiктер

• Тiзбектердi қосу және санға көбейту амалдарына қатысты сандары K өрiсiнен
алынған ақырсыз сандық тiзбектердiң Kω жиыны;

• K өрiсiнiң үстiндегi көпмүшелердi көбейту және санға көбейту амалдарына қатысты
барлық көпмүшелер жиыны K[x];

• Функцияларды нүктелiк қосу және санға көбейту амалдарына қатысты барлық
үзiлiссiз нақты функциялардың La,bp жиыны.

Өрiс үстiндегi сызықтық кеңiстiктердiң әр түрлiлiгiне қарамастан, бiз бiр өрiстiң
үстiндегi өлшемдерi бiрдей болатын кез келген екi сызықтық кеңiстiктiң изоморфтығын
дәлелдеймiз, басқа сөзбен айтқанда қосу және санға көбейту амалдары бiрдей екенiн
көрсетемiз. Алгебра курсында ақырлыөлшемдi кеңiстiктер қарастырылады, бiз өлшем
туралы керектi болмаса ескермеймiз. Мысалы үшiн, кейбiр нәтижелердi дәлелдеуi
кеңiстiктiң өлшемiне тәуелдi болады.

Факт 9

• Сызықтық кеңiстiкте нөлдiк элемент жалғыз болады;

• Сызықтық кеңiстiкте кез келген элементiнiң қарама қарсы элементi жалғыз
болады.

Анықтама 32 V сызықтық кеңiстiгiнiң бос емес iшкi жиыны V -ның iшкi кеңiстiгi
деп аталады, егер ол өзiнiң векторларының қосындысы және олардың K өрiсiнiң кез
келген санға көбейтiндiсi бойынша тұйық болса.
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1.16. Сызықтық кеңiстiктер

{θ} және V -ның өзi тривиалды iшкi кеңiстiктер деп аталады.

Анықтама 33 a1, a2, . . . , ak векторларының сызықтық комбинациясы деп келесi түрдегi
µ1a1 + µ2a2 + · · · + µkak қосындыны атаймыз. Егер µi 6= 0 болатындай i индексi
табылатын болса, онда бұл комбинация тривиалды емес деп аталады.

Анықтама 34 J = {a1, a2, . . . , ak} векторлар жүйесiнiң L(J) сызықтық қабықшасы
деп J жүйесiнiң векторларының барлық сызықтық комбинацияларының µ1a1+µ2a2+
· · ·+ µkak жиынын атаймыз.

Факт 10 J векторлар жүйесiнiң сызықтық қабықшасы V кеңiстiгiнiң iшкi кеңiстiгi
болады, және ол J жиынын алып отыратын iшкi кеңiстiктердiң ең кiшiсi болады.

Векторлар жүйесiнiң сызықтық тәуелдiлiгi туралы түсiнiк сызықтық алгебраның негiзгi
түсiнiктерiнiң бiрi.

Анықтама 35 {a1, a2, . . . , ak} векторлар жүйесi сызықтық тәуелдi деп аталады,
егер нөлдiк векторға тең болатын осы векторлардың тривиалды емес комбинациясы
табылатын болса.

Бұл түсiнiк алгебрадан басқа дифференциалды теңдеулерде, математикалық физиканың
теңдеулерiнде және функционалды анализде қолданылады. Сондықтан барлық математиктер
осы түсiнiктi жақсы бiледi. Өкiнiшке өрай мемлекеттiк емтихандада осы түсiнiктi
шатыстратын студенттер кездеседi. Мүмкiн студенттердiң қателесуiне сызықтық тәуелдiлiктiң
төрт жектiлiктi белгiлерi, сызықтық тәуелсiздiктiң түсiнiгi себеп болған шығар. Сызықтық
тәуелдiлiктiң әр түрлi эквиваленттерiн айырып бiлу үшiн математикалық логиканың
элементар заңдарын бiлген жеткiлiктi болады.
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1.16. Сызықтық кеңiстiктер

Анықтама 36 {a1, a2, . . . , ak} векторлар жүйесi сызықтық тәуелсiз де аталады,
егер µ1a1 + µ2a2 + · · ·+ µkak = θ ⇒ µ1 = µ2 = · · · = µk = 0.

Векторлар жүйесiнiң сызықтық тәуелдiлiгiнiң белгiлерi.

• Егер векторлар жүйесiнде нөлдiк вектор бар болса, онда ол сызықтық тәуелдi
болады;

• Егер векторлар жүйесiнде екi бiрдей векторлар бар болса, онда ол сызықтық
тәуелдi болады;

• Егер векторлар жүйесiнде екi пропорционал векторлар бар болса, онда ол
сызықтық тәуелдi болады;

• Егер жүйенiң бiр векторы қалған векторларының сызықтық комбинациясы
болса, онда ол жүйе сызықтық тәуелдi болады.

Бұл жерде осы белгiлерiнiң анықтауыштың нөлге тең болу белгiлерiмен ұқсастығын
байқауға болады. Ары қарай бiз анықтауыштармен олардың векторлар ретiнде қарастырылып
отырған жолдарының (бағандарының) арасындағы терең байланысты қарастырамыз.

Лемма 4 {a1, a2, . . . , ak} векторлар жүйесi сызықтық тәуелдi болады сонда және
тек қана сонда, егер aj векторы алдынғы векторларының сызықты комбинациясы
болатындай j ең кiшi индексi табылатын болса, немесе a1 = θ болса.

Лемма 5 Егер H V сызықтық кеңiстiгiнiң iшкi кеңiстiгi болса және H = L(J)
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1.16. Сызықтық кеңiстiктер

болса және a векторы J-дағы қалған векторлардың сызықтық комбинациясы болса,
онда H = L(J − {a}).

Теорема 28 Егер H, V сызықтық кеңiстiгiнiң iшкi кеңiстiгi болса,
H = L(a1, a2, . . . , ak) = L(b1, b2, . . . , bm) теңдiктерi орындалып {a1, a2, . . . , ak}
векторлар жүйесi сызықтық тәуелсiз болса. Онда k ≤ m.

Анықтама 37 {a1, a2, . . . , ak} векторлар жүйесi V кеңiстiгiнiң H iшкi кеңiстiгiнiң
базисы деп аталады, егер ол H-дағы максималды сызықтық тәуелсiз жүйе.

Бiздi ең негiзгi ақырлы базисы бар кеңiстiктер қызықтырады. Базистегi векторлардың
саны iшкi кеңiстiктiң өлшемi деп аталады және dim(H) арқылы белгiленедi.

Теорема 29 (Базис туралы теорема.) H iшкi кеңiстiгiнiң кез келген екi
базисiндегi векторларының сандары бiрдей болады.

Факт 11 H iшкi кеңiстiгiндегi кез келген сызықтық тәуелсiз векторлар жүйесiн
H-тың базисiне дейiн кеңейтуге болады.
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1.16. Сызықтық кеңiстiктер

Quiz a1 = (2, 1, 0), a2 = (0, 1,−2), a3 = (0, 1, 1) векторлар жүйесi R3 кеңiстiгiнiң
базисы болады ма?
Шешуi. Жолдары берiлген векторлардан құрылған көмекшi анықтауышты
есептейiк. ∣∣∣∣∣∣

2 1 0
0 1 −2
0 1 1

∣∣∣∣∣∣ = 6= 0

Демек, бұл анықтауыштың ешбiр жолы басқа жолдарының сызықты комбинациясы
болмайды, сондықтан олар сызықтық тәуелсiз. Векторлардың саны кеңiстiктiң
өлшемi мен бiрдей, сондықтан олар R3 кеңiстiгiнiң базисын құрайды.

Әдебиет – Архангельскийдың кiтабы [1]
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1.17. Iшкi кеңiстiктердiң қосындысы және қиылысуы

Факт 12 Егер e1, e2, . . . , en векторлар жүйесi V сызықтық кеңiстiгiнiң K өрiсi үстiндегi
базисы болса, онда кез келген a ∈ V векторының бiрмәндi өрнектелуi табылады a =
µ1e1 + µ2e2 + · · ·+ µnen. Осы өрнектiң коэффициенттерi a векторының e1, e2, . . . , en
базисiндегi коэффициенттерi деп аталады. a векторына (µ1, µ2, . . . , µn) жолы сәйкес
қойылады.

Вектордың e базисiндегi коэффициенттерiн анықтау үшiн матрицасы A′ болатын
САТЖ-ны шешу қажет, бұл жердеA матрицасының жолдары e1, e2, . . . , en векторларымен
бiрдей, ал бос мүшелер бағаны a′ векторымен бiрдей.

Анықтама 38 Бiр өрiстiң үстiндегi V1, V2 сызықтық кеңiстiктерi изоморфты деп
аталады, егер келесi шартты қанағаттандыратын π : V1

1−1→
на

V2 биекциясы табылатын
болса
(∀α ∈ K)(∀β ∈ K)∀x∀y[π(αx+ βy) = απ(x) + βπ(y)]

Теорема 30 Бiр өрiстiң үстiндегi V1, V2 сызықтық кеңiстiктерi изоморфты болады
сонда және тек сонда ғана, егер dim(V1) = dim(V2).

Сонымен,K өрiсiнiң үстiндегi n-өлшемдi барлық сызықтық кеңiстiктер, элементтерiнiң
табиғатына қарамастан, Kn арифметикалық сызықтық кеңiстiгiне ұқсас болады.

К.А. Мейрембеков, Ж.Т. Таласбаева әл-Фараби атындағы ҚазҰУ ГАМЛ кафедрасы106
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Анықтама 39 V сызықтық кеңiстiгiнiң H1, H2 iшкi кеңiстiктерiнiң қосындысы деп
келесi жиынды атаймыз H1 +H2 = {x+ y | x ∈ H1 ∧ y ∈ H2}.

Теорема 31 Егер H1, H2 V сызықтық кеңiстiгiнiң iшкi кеңiстiктерi болса, онда

• H1 ∩ H2 = {x | x ∈ H1 ∧ x ∈ H2} қиылысуыда V сызықтық кеңiстiгiнiң iшкi
кеңiстiгi болады.

• H1+H2 қосындысы V сызықтық кеңiстiгiнiң H1∪H2 қиылысуын алып отыратын
ең кiшi iшкi кеңiстiгi болады.

Теорема 32 (Модулярлық заң) Егер H1, H2 V сызықтық кеңiстiгiнiң iшкi
кеңiстiктерi болса, онда

dim(H1 +H2) = dim(H1) + dim(H2)− dim(H1 ∩H2).

H1, H2 iшкi кеңiстiктерiнiң қосындысы тура деп аталады, егер H1 ∩H2 = {θ}. Бұл
жағдайда қосынды келесi белгi арқылы белгiленедi H1 ⊕H2.

Тұжырым 8 H1, H2 V сызықтық кеңiстiгiнiң iшкi кеңiстiктерi болсын және H
олардың қосындысы болсын. Онда

H = H1 ⊕H2 ⇔ (∀x ∈ H)(∃!y ∈ H1)(∃!z ∈ H2)[x = y + z]

Бұл жерде ∃!y кванторы табылады жалғыз y деп оқылады.

К.А. Мейрембеков, Ж.Т. Таласбаева әл-Фараби атындағы ҚазҰУ ГАМЛ кафедрасы107
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Quiz L(a1, a2) және L(b1, b2) iшкi кеңiстiктерiнiң қиылысуының базисын табыңыз, бұл
жерде a1 = (1, 2, 1), a2 = (1, 1,−1), b1 = (1, 2, 2), b2 = (1, 1,−3).
Шешуi. t берiлген iшкi кеңiстiктерiнiң қиылысуындағы вектор болсын. Онда t =
x1a1+x2a2 және t = x3b1+x4b2. x1a1+x2a2 = x3b1+x4b2 теңдiгi алгебралық теңдеулер
жүйесiн бередi

x1 + x2 − x3 − x4 = 0

2x1 + x2 − 2x3 − x4 = 0

x1 − x2 − 2x3 + 3x4 =0.

Бұл жүйенi Гаусс әдiсiмен шешемiз. Гаусс кестесiн құрамыз 1 1 -1 -1 0
2 1 -2 -1 0
1 -1 -2 3 0

 (2)−2(1)−−−−−→
(3)−(1)

 1 1 -1 -1 0
0
0

 (3)−2(2)−−−−−→
−1(2)

 1 1 -1 -1 0
0
0


Сондықтан, x4 = β, x3 = 2β, x2 = β, x1 = 2β. Осыдан x = 2βa1+βa2 = 2βb1+βb2
шығады. Демек

d = 2a1 + a2 =
(

, ,
)

векторы берiлген iшкi кеңiстiктерiнiң қиылысуының базисы болады.

Әдебиет – Куроштың кiтабы [3].
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A = (αij)
n
m K өрiсiнiң үстiндегi матрица болсын. A матрицасының жолдарын

келесi белгiлермен белгiлеймiз A1, A2, . . . , Am. Осы матрицаның бағандарын келесi
белгiлермен белгiлеймiзA1,A2, . . . ,An.A матрицасының жолдарыKn сызықтық кеңiстiгiндегi
векторлар болады, ал бағандары Km сызықтық кеңiстiгiндегi векторлар болады.

Анықтама 40 Уақытша терминдердi еңгiзейiк:

• A матрицасының жолдар рангi деп rc(A) = dim(A1, A2, . . . , Am) санын
атаймыз.

• A матрицасының бағандар рангi деп rb(A) = dim(A1,A2, . . . ,Am) санын
атаймыз.

Егре k ≤ min(m,n) және A матрицасының k-шi реттi барлық минорлары нолге тең
болса, онда A матрицасының k + 1-шi реттi барлық минорлары да нолге тең болады,
өйткенi осындай минорды бiрiншi жол бойынша жiктесек, осы жолдың элементтерiнiң
толықтаушы минорлары A матрицасының k-шi реттi барлық минорлары болатыны
көрiнiп түрады.

К.А. Мейрембеков, Ж.Т. Таласбаева әл-Фараби атындағы ҚазҰУ ГАМЛ кафедрасы109
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1.18. Матрицаның рангi

Анықтама 41 A матрицасының рангi деп осы матрицаның нолден өзгеше
минорларының ең үлкен ретiн атайды. Оны r(A) белгiсi арқылы белгiлеймiз.

Анықтамадан r(A) ≤ min(m,n) теңсiздiгi шығады. Келесi лемманың айқындығы көрiнiп
түр

Лемма 6
• A кез келген матрицасы үшiн келесi теңдiктер орындалады rc(A) = rb(A

′), rb(A) =
rc(A

′);

• A кез келген матрицасы үшiн келесi теңдiк орындаладыдля r(A′) = r(A).

Матрицаны аударғанда жолдары бағандар болатын және бағандары жолдар болатыны
бiлемiз. Осыдан лемманың дәлелдеуi шығады. ЕгерM A матрицасының нолден өзгеше
миноры болса, онда A′ матрицасында M -ға бас диагонал бойынша симметриялы
орында нолдiк емесM ′ миноры тұрады. Кейбiр матрицалар үшiн rc(A) = r(A) болады.

Тұжырым 9 Егер A сатылы матрица болса, онда r(A) және rc(A) сандары A
матрицасындағы нолдiк емес сатылардың санына тең.

Кез келген матрицаны Гаусс түрлендiрулерi арқылы жолдар бойынша сатылы түрге
келтiруге болады. Рангiнiң барлық түсiнiктерi бiрдей екенiн түсiну үшiн матрицаның
рангi және жолдар рангi жолдармен жүргiзiлетiн Гаусс түрлендiрулерiнiң инварианттары
екенiн түсiнген жеткiлiктi болады.

К.А. Мейрембеков, Ж.Т. Таласбаева әл-Фараби атындағы ҚазҰУ ГАМЛ кафедрасы110
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1.18. Матрицаның рангi

Теорема 33 B матрицасы A матрицасы арқылы жолдармен жүргiзiлетiн Гаусс
түрлендiрулерiнiң ақырлы тiзбегiнен шығатын болсын. Онда rc(A) = rc(B), r(A) =
r(B).

Бұл теорема матрицаның рангiн есептеудiң эффективты әдiсiн бередi.

Салдар 6 (Матрицаның рангi туралы теорема.) Кез келген A матрицасы
үшiн матрицаның рангiнiң rc(A), r(A), rb(A) үш түсiнiгi бiрдей болады.

Ендi сызықтық теңдеулер жүйесiне векторлық көзқараспен қарауға болады
a1,1x1 + a1,2x2 + · · ·+ a1,nxn = b1

a2,1x1 + a2,2x2 + · · ·+ a2,nxn = b2

. . . . . .

am,1x1 + am,2x2 + · · ·+ am,nxn = bm,

Бұл жүйенi матрицалық түрде қарастыруға болады

Ax = b.

Егер [ρ1, ρ2, . . . , ρn] бағаны САТЖ-ның шешiмi болса, онда b бос мүшелер бағаны A
матрицасыныңA1,A2, . . . ,An бағандарының ρ1, ρ2, . . . , ρn коэффициенттерiмен сызықтық
комбинациясы болады.

∼
A арқылы A матрицасына b бос мүшелер бағанын бiрiктiру

арқылы шығатын матрицаны белгiлеймiз. Жоғарыда бiз келесi теореманы дәлелдедiк

К.А. Мейрембеков, Ж.Т. Таласбаева әл-Фараби атындағы ҚазҰУ ГАМЛ кафедрасы111
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1.18. Матрицаның рангi

Теорема 34 (Кронекер-Капелли теоремасы) Сызықтық алгебралық теңдеулер

жүйесi үйлесiмдi болады сонда және тек сонда ғана, егер r(A) = r(
∼
A).

Келесi тұжырымды дәлелдеу үшiн де сол жоғарыдағы идеяларды пайдаланамыз.

Тұжырым 10
• A,B матрицаларының көбейтiндiсi табылатындай матрицалары болсын. Онда
r(AB) ≤ min(r(A), r(B)).

• A шаршы ерекше емес матрица болсын және B матрицасы AB кобейтiндiсi
табылатындай матрица болсын. Онда r(AB) = r(B). Сол сияқты, егер BA
көбейтiндiсi табылатын болса, онда r(BA) = r(B).

Quiz Матрицаның рангiн табыңыз 
1 1 1 1
4 3 2 1
1 4 1 1
5 1 1 1
1 1 3 1
1 1 1 2


Шешуi. САТЖ-ның түбiрлерiн тапқандағы сияқты матрицаны Гаусс түрлендiрулерi
арқылы сатылы түрге келтiремiз. Бұл жерде Гаусс түрлендiрулерiн бағандарға пайдалануға

К.А. Мейрембеков, Ж.Т. Таласбаева әл-Фараби атындағы ҚазҰУ ГАМЛ кафедрасы112
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1.18. Матрицаның рангi

да болады.

A =


1 1 1 1
4 3 2 1
1 4 1 1
5 1 1 1
1 1 3 1
1 1 1 2


(2)−4(1)
(3)−(1)−−−−−→
(4)−5(1)
(5)−(1)
(6)−(1)



1 1 1 1


(2)↔(3)−−−−−→
(3)↔(5)
(4)↔(6)



1 1 1 1


Әрине, екiншi жолды 3-ке қысқартып және үшiншiнi 2-ге қысқартып, бiрнеше түрлендiрулерi
арқылы бесiншi және алтыншы жолдарды нолдiк жасауға болады. Бiрақ бiз ондай
артық амал жасамаймыз. Өйткенi, соңғы матрицада бiрiншi төрт жолдағы төртiншi
реттi минор сатыл және нолден өзгеге екенi көрiнiп түр. A матрицасының 4 бағаны
болғандықтан, оның рангi 4-тен аспайды, сондықтан

r(A) = .

Әдебиет – Скорняковтың кiтабы [5]
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Анықтама 42 a векторының нормасы немесе ұзындығы деп
|a| =

√
(a, a) оң санын атаймыз.

Теорема 35 (Коши-Буняковского-Шварц теңсiздiгi) V
унитарлық кеңiстiгiнiң кез келген x, y векторлары үшiн

|(x, y)|2 ≤ (x, x)(y, y)

теңсiздiгi орындалады. Теңсiздiк теңдiкке айналады сонда
және тек сонда ғана, егер x, y векторлары коллинеар болса.

Ескерту. Бұл жерде |(x, y)| – (x, y) комплекс санының модулi, вектордың нормасымен
шатыстырмау керек.

Дәлелдеу. t нақты айнымалы болсын. x + ty векторын қарастырайық. Скаляр
көбейтiндiнiң аксиомаларынан (x+ty, x+ty) ≥ 0 шығады. Осы теңсiздiктi дистрибутивтық
бойынша ашайық

(x, x) + t(x, y) + t(y, x) + t2(y, y) ≥ 0.

(y, x) = (x, y) және (x, y) + (x, y) = 2Re((x, y)) нақты сандар екенiн ескерейiк. ( Бұл
жердеRe(z) саны z комплекс санының нақты бөлiгiн бiлдiредi.) Нақты коэффициенттерiмен
берiлген t-дан тәуелдi нөлден үлкен квадратты үшмүше шығады

(y, y)t2 + 2Re((x, y))t+ (x, x) ≥ 0. (1.19.1)
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1.19. Коши-Буняковского-Шварц теңсiздiгi

Бұл көпмүшенiң дискриминанты оң емес.

4[Re((x, y))]2 − 4(x, x)(y, y) ≤ 0

Осыдан
[Re((x, y))]2 ≤ (x, x)(y, y) (1.19.2)

теңсiздiгi шығады. Евклидтiк кеңiстiктеRe((x, y)) = (x, y) және дәлелденген теңiсiздiк
нақты векторлар үшiн Коши-Буняковский теңсiздiгiне айналады

(x, y)2 ≤ (x, x)(y, y).

Жалпы унитарлық жағдайда (1.19.2) теңсiздiгi кез келген x, y векторлары үшiн орындалады,
сондықтан ол y-тi (x, y)y векторына ауыстырсақта орындалады.Шығып жатқан теңсiздiктi
түрлендiрейiк және Re(x, (x, y)y) = Re((x, y)(x, y) = |(x, y)|2, ((x, y)y, (x, y)y) = (x, y) ·
(x, y)(y, y) = |(x, y)|2(y, y) теңдiктерiн есекрейiк. Онда

|(x, y)|4 ≤ (x, x)(y, y)|(x, y)|2.

Егер (x, y) = 0 болса, онда дәлелденетiн теңсiздiк айқын. Керi жағдайда соңғы теңсiздiктiң
екi жағында оң |(x, y)|2 санына қысқартамыз

|(x, y)|2 ≤ (x, x)(y, y).

Егер x = αy, онда x − αy = θ. Сондықтан, (x − αy, x − αy) = 0 және (1.19.2)
дискриминанттың нөлге теңдiгi шығады. Бұл қажет |(x, y)|2 ≤ (x, x)(y, y) теңдiгiне
келтiредi.

Теорема дәлелдендi.
Унитарлық (евклидтiк) кеңiстiкте вектордың нормасы келесi қасиеттердi қанағаттындырады:

К.А. Мейрембеков, Ж.Т. Таласбаева әл-Фараби атындағы ҚазҰУ ГАМЛ кафедрасы115
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1.19. Коши-Буняковского-Шварц теңсiздiгi

• |x| ≥ 0 – норманың терiсеместiгi;

• |x| = 0 сонда және тек сонда ғана, егер x = 0;

• αx| = |α| · |x| – бiртектiлiк;

• |x+ y| ≤ |x|+ |y| – үшбұрыш теңсiздiгi.

Соңғы қасиеттерден басқа қасиеттер оңай дәлелденедi. Осы қасиеттi тексерейiк

|x+ y| =
√

(x+ y, x+ y) =
√

(x, x) + (x, y) + (y, x) + (y, y) =
√
|x|2 + |y|2 + 2Re((x, y))

(1.19.2) дәлелденген теңсiздiгi бойынша

|x+ y| ≤
√
|x|2 + |y|2 + 2|x||y| ≤ |x|+ |y|.

Норманың бұл қасиеттерiнен бiр (нақты немесе комплекстi) айнымалылы үзiлiссiз
функциялардың қасиеттерiнiң n айнымалылы үзiлiссiз функциялар үшiнде орындалатыны
шығады. Ең негiзгi бұл жерде аргументтiң жақын мәндерiне функцияның жақын
мәндерi сәйкес болуы керек.

Егер x, y нөлдiк емес векторлар болса, онда осы векторлардың арасындағы α
бұрышы келесi жолмен анықталады

cos(α) =
(x, y)

|x||y|
.

Бұл анықтаманың дұрыстығы Коши-Буняковский теңсiздiгiнен шығады, өйткенi

(x, y)2

(x, x)(y, y)
≤ 1.
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1.19. Коши-Буняковского-Шварц теңсiздiгi

Ортогонал векторлар үшiн бұл анықтама алдында берiлген түсiнiкпен ұйқасады x ⊥
y ⇐⇒ (x, y) = 0 ⇐⇒ cos(α) = 0 ⇐⇒ α = π

2 .
Коши-Буняковский-Шварц теңсiздiгi математиканың әр түрлi аймақтарында көбiне

әрқалай берiледi. Оларды келтiрейiк.

1. Кез келген µ1, µ2, . . . , µn және ρ1, ρ2, . . . , ρn нақты сандары үшiн
(µ1ρ1 + µ2ρ2 + · · · + µnρn)2 ≤ (µ2

1 + µ2
2 + · · · + µ2

n) · (ρ2
1 + ρ2

2 + · · · + ρ2
n) теңсiздiгi

орындалады;

2. Кез келген µ1, µ2, . . . , µn және ρ1, ρ2, . . . , ρn комплекс сандары үшiн
|µ1ρ̄1 +µ2ρ̄2 + · · ·+µnρ̄n|2 ≤ (|µ1|2 + |µ2|2 + · · ·+ |µn|2) · (|ρ1|2 + |ρ2|2 + · · ·+ |ρn|2)
теңсiздiгi орындалады;

3. Кез келген f(x), g(x) ∈ La,bp үзiлiссiз нақты функциялары үшiн(∫ b

a

f(x)g(x)dx

)2

≤

(∫ b

a

[f(x)]2dx

)(∫ b

a

[g(x)]2dx

)
теңсiздiгi орындалады.

Бұл теңсiздiктердiң арасындағы байланысты табу өңай емес. Дегенменде, олардың
барлығы евклидтiк (унитарлық) кеңiстiктердегi сәйкес скаляр көбейтiндiсi таңдалған
Коши-Буняковский-Шварц теңсiздiгiнiң дербес жағдайлары. Алдынғы екi пункттер
Rn-дегi (Cn-дегi) ортонормаланған базистi таңдауына және осы базистегi скаляр көбейтiндiге
байланысты. Үшiншi пункт

(f(x), g(x)) =

∫ b

a

f(x)g(x)dx
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1.19. Коши-Буняковского-Шварц теңсiздiгi

бейнелеуiнiң La,bp кеңiстiгiнде скаляр көбейтiндi болатынынан шығады. Кез келген
скаляр көбейтiндi үшiн сәйкес өзiнiң Коши-Буняковский-Шварц теңсiздiгi болады, ал
оларды алдынғы дәрiске сәйкес өте көбiн ойлап табуға болады.

Егер H V унитарлық (евклидтiк) кеңiстiгiнiң iшкi кеңiстiгi болса, онда H⊥ арқылы
{x ∈ V | (∀y ∈ H)(x ⊥ y)} жиынын белгiлеймiз және оны H-тың ортогонал
толықтауышы деп атаймыз.

Тұжырым 11 Егер H V -ның iшкi кеңiстiгi болса, онда H⊥ V -ның iшкi кеңiстiгi
болады.

Теорема 36 Егер H V -ның iшкi кеңiстiгi болса, онда V = H ⊕ H⊥. Демек,
V кеңiстiгi H iшкi кеңiстiгiнiң және оның ортогонал толықтауышының тура
қосындысы болады.

Quiz x векторы және L = L(a1, a2, a3) iшкi кеңiстiгi арасындағы бұрышты табыңыз.
Және x векторының ұшынан L iшкi кеңiстiгiне дейiнгi арақашықытықты табыңыз.
Бұл жерде a1 = (1, 1, 1, 1), a2 = (1, 2, 2,−1), a3 = (1, 0, 0, 3) және x = (4,−1,−3, 4).

Шешуi. a3 = 2a1 − a2 болғандықтан L = L(a1, a2) және a3 векторы керек емес.

x векторын x = y+ z түрiне келтiрейiк, бұл жерде y ∈ L және
z ∈ L⊥. Онда y = µ1a1 + µ2a2. Теңдеулер жүйесiн кұрайық:

(x, a1) =(y + z, a1) =(y, a1) + (z, a1) =(y, a1) =µ1(a1, a1) + µ2(a1, a2)

(x, a2) =(y + z, a1) =(y, a2) + (z, a2) =(y, a2) =µ1(a1, a2) + µ2(a2, a2)
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1.19. Коши-Буняковского-Шварц теңсiздiгi

Есептейiк

4µ1 + 4µ2 =4

4µ1 + 10µ2 =− 8.

Ендi келесi жүйенi шешейiк(
4 4 4
4 10 -8

)
(2)−(1)−−−−−→

1
2 (2)

( )
, µ2 = , µ1 =

Сондықтан,

y = a1 + a2 =
(

, , ,
)

и z = x− y =
(

, , ,
)
.

x векторы және L iшкi кеңiстiгi арасындағы α бұрышы x және y векторларының
арасындағы бұрыш болады.

cos(α) =
(x, y)

|x| · |y|
=

· + · + · + ·√
2

+
2

+
2

+
2
√

2
+

2
+

2
+

2
=

√√√√
x векторының ұшынан L iшкi кеңiстiгiне дейiнгi арақашықытық z векторының ұзындығына
тең. Сонымен

α = arccos

√√√√ , |z| =
√

(z, z) =

√
2

+
2

+
2

+
2
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1.19. Коши-Буняковского-Шварц теңсiздiгi

Әдебиет – Хорнның және Джонсонның кiтабы [6]
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Заттық нұсқаушы

2. ЗАТТЫҚ НҰСҚАУШЫ

АТАЛУЫ Тарау

алмастырулар 1.4
анықтауыштың анықтамасы 1.4
анықтауышты жол немесе баған бойынша жiктеу 1.5
анықтауыштың қасиеттерi 1.4, 1.5
арифметикалық векторлық кеңiстiктер 1.16
ассоциатив сақина 1.1
базис туралы теорема 1.16
Безу теоремасы 1.11
бiр айнымалылы көпмүшенiң дәрежесi 1.11
бiр айнымалылы полиномдардың қалдықпен бөлу алгоритмi 1.11
бiрлiк матрица 1.9
бүтiн коэффициенттi көпмүшелердiң рационалды түбiрлерi 1.13
вектордың базистегi координаталары 1.16

К.А. Мейрембеков, Ж.Т. Таласбаева әл-Фараби атындағы ҚазҰУ ГАМЛ кафедрасы122



Title Page

Contents

JJ II

J I

Page 123 of 142

Go Back

Close

Заттық нұсқаушы

АТАЛУЫ Тарау
вектордың нормасы 1.19
векторлар жүйесiнiң сызықтық қабықшасы 1.16
векторлар жүйесiнiң сызықтық тәуелдiлiгiнiң белгiлерi 1.16
векторлардың ортогонал жүйесiнiң сызықтық тәуелсiздiгi ??
векторлардың скаляр көбейтiндiсi ??
векторлардың сызықтық комбинациясы 1.16
векторлардың сызықтық тәуелдiлiгi 1.16
векторлардың сызықтық тәуелсiздiгi 1.16
Виет формулалары 1.13
Гребнер түрлендiрулерi 1.15
Евклид алгоритмi 1.12
евклидтiк кеңiстiк ??
евклидтiк кеңiстiктердiң изоморфизмi ??
евклидтiк кеңiстiктегi норманың қасиеттерi 1.19
екiншi және үшiншi реттi анықтауыштар 1.4
еселi түбiрлер 1.13
еселi түбiрлердi жекелеу 1.13
идемпотенттi матрицалар 1.10
инверсиялар 1.4
инволютивтi матрицалар 1.10
интерполяция 1.13
квадратты матрицалар сақиналарының центрi 1.10
квадратты матрицалардың сақиналық коммутаторы 1.10
квадратты САТЖ-ның нөлдiк емес шешiмi табылу критерийi 1.7
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Заттық нұсқаушы

АТАЛУЫ Тарау
кеңiстiктiң iшкi кеңiстiгiнiң және оның ортогонал толықтауышының тура
қосындысына жiктелуi 1.19
кеңiстiктiң iшкi кеңiстiктерiнiң тура қосындысына жiктелу критерийi 1.17
керi матрицаны элементар түрлендiрулер арқылы есептеу 1.9
керi матрица 1.9
керi матрицаның формуласы 1.9
керi элемент 1.1
керiленетiн элемент 1.1
коммутатив сақина 1.1
комплекс сандар өрiсiнiң алгебралық тұйықтылығы 1.13
комплекс санның аргументi 1.3
комплекс саннан түбiр алу 1.3
комплекс санды түйiндестiру 1.2
кососимметриялық матрицалар 1.10
Коши-Буняковский-Шварц теңсiздiгi 1.19
көп айнымалылы көпмүшенiң xi айнымалысы бойынша дәрежесi 1.15
көпмүшенiң x− c көпмүшелерiнiң дәрежелерiне жiктелуi 1.11
көпмүшелердiң бөлiнгiштiк қасиеттерi 1.12
көпмүшелердiң ең үлкен ортақ бөлгiшi 1.12
көпмүшенiң еселi түбiрлерi 1.11
көпмүшелердiң түбiрлерi 1.13
Крамер ережесi 1.7
Кронекер-Капелли теоремасы 1.18
Лапласс теоремасы 1.5
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АТАЛУЫ Тарау
матрицаларды аудару 1.10
матрицалық бiрлiктер 1.10
матрицаның вертикалды рангi 1.18
матрицаның жолдар рангi 1.18
матрицалардың көбейтiндiсi 1.8
матрицалардың көбейтiндiсiнiң анықтауышы 1.9
матрицалардың көбейтiндiсiнiң рангi 1.18
матрицаларға қолданатын амалдардың қасиеттерi 1.8
матрицалардың қосындысы 1.8
матрицаның рангi 1.18
матрицаның рангi туралы теорема 1.18
матрицаны санға көбейту 1.8
матрицаның сипаттамалық көпмүшесi 1.10
матрицаның спектрi 1.10
матрицаларды элементар матрицаларға көбейту 1.10
матрицалардың ұқсастығы 1.10
матрицаның iзi 1.10
минор 1.5
минор туралы теорема 1.5
модулярлық заң 1.17
Муавр формуласы 1.3
нақты коэффициенттi көпмүшелердiң түбiрлерi 1.13
нильпотенттiк матрицалар 1.10
нормаланған вектор ??
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Заттық нұсқаушы

АТАЛУЫ Тарау

ортогонал базис ??
ортогоналдау процесi ??
ортонормаланған базис ??
өзара жәй көпмүшелер 1.12
өрiс 1.1
периодтық матрицалар 1.10
полиномиалды теңдеулер жүйесi 1.15
сақина 1.1
сақинаның бiрлiгi 1.1
сақинаның сипаттамасы 1.1
сандық тiзбектегi таңбалардың ауысуы 1.14
Саррюс ережесi 1.4
САТЖ 1.6
САТЖ-ның Гаусс түрлендiрулерi 1.6
САТЖ эквиваленттiгi 1.6
сатылы САТЖ 1.6
сатылы матрицаның рангi 1.18
симметриялық матрицалар 1.10
сызықтық кеңiстiктердiң изоморфизмi 1.17
сызықтық кеңiстiктiң iшкi кеңiстiктерi 1.16
транспозицялар 1.4
унитарлық кеңiстiк ??
унитарлық кеңiстiктердiң изоморфизмi ??
унитарлық кеңiстiктегi норманың қасиеттерi 1.19
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Заттық нұсқаушы

АТАЛУЫ Тарау

үшбұрышты анықтауыш 1.5
шамалардың қосындылауының қасиеттерi 1.8
Штурм жүйесi 1.14
Штурм теоремасы 1.14
iшкi кеңiстiктердiң қиылысуы 1.17
iшкi кеңiстiктердiң қосындысы 1.17
iшкi кеңiстiктiң ортогонал толықтауышы 1.19
iшкi кеңiстiктердiң тура қосындысы 1.17
элементар матрицалар 1.10
элементар матрицалар тiлiндегi матрицаның өзегешелену критерийi 1.10
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3. АЛГЕБРА ПӘНIНЕН ЕМТИХАНҒА
ҰСЫНЫЛАТЫН СҰРАҚТАР

ҚазҰУ ректораты

1. Комплекс сандар және оларға қолданатын амалдар.

2. Комплекс сандарға қолданатын амаладардың қасиеттерi.

3. Түйiндестiру амалының қасиеттерi.

4. Комплекс санның модулi және аргументi. Тригонометриялық түрi.
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5. Комплекс сандарды көбейту және бөлу. Комплекс сандарды дәрежелеу.

6. Комплекс санынан n-шi дәрежелi түбiр алу.

7. Ақырлы жиынның алмастырулары және олардың саны.

8. Транспозициялар туралы лемма, ауыстырулар.

9. n-шi реттi анықтауыштың есептеу формуласы.

10. Анықтауыштың нөлге тең болу белгiлерi.

11. Анықтауыштың мәнiн өзгертпетiн түрлендiрулер.

12. Анықтауыштың жолдарының орнын алмастыру, жолын санға көбейту және анықтауыштың
екi анықтауыштың қосындысына жiктелуi.

13. Минор туралы теорема.

14. Лапласс теоремасы.

15. Анықтауыштың жол бойынша жiктелуi.

16. Анықтауыштарды есептеу әдiстерi.

17. Сызықтық алгебралық теңдеулер жүйесi, жүйелердiң эквиваленттiгi.

18. Гаусс түрлендiрулерi. Гаусс әдiсi.

19. Сатылы САТЖ.

К.А. Мейрембеков, Ж.Т. Таласбаева әл-Фараби атындағы ҚазҰУ ГАМЛ кафедрасы129
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20. Анықтауыштың бiр бағанының элементтерiнiң басқа бағанның элементтерiнiң
алгебралық толықтауыштарына көбейтiндiлерiнiң қосындысы.

21. Крамер ережесi.

22. Матрицаларға қолданатын алгебралық амалдар және олардың қасиеттерi.

23. Матрицалардың көбейтiндiсiнiң ассоциативтығы.

24. Матрицалардың дистрибутивтық қасиеттерi.

25. Матрицаларды аудару.

26. Матрицаның iзi.

27. Матрицалардың көбейтiндiсiнiң анықтауышы.

28. Бiрлiк және керi матрицалар.

29. Керi матрицаны есептеу формуласы.

30. Керi матрицаны элементар түрлендiрулер арқылы есептеу.

31. Матрицалық теңдеулер.

32. САТЖ-ның матрицалық жазылуы.

33. Сатылы матрицаның рангi.

34. Аударылған матрицаның рангiнiң өзгермеуi.
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35. Гаусс түрлентiрулерiне қатысты матрицаның рангiнiң инварианттығы.

36. Матрицаның рангi туралы теорема.

37. Бiр айнымалылы көпмүшелер. Қалдықпен бөлу алгоритмi.

38. Көпмүшелердiң ең үлкен ортақ бөлгiшi. Евклид алгоритмi.

39. Горнер сұлбасы. Безу теормасы.

40. Көпмүшенiң еселi түбiрлерi.

41. Көпмүшенiң түбiрiнiң табылу туралы негiзгi теорема және оның салдарлары.

42. Өзара жәй көпмүшелер.

43. Виет формулалары.

44. Бүтiн коэффициенттi көпмүшенiң рационал түбiрлерi.

45. Штурм жүйесi.

46. Штурм теоремасы.

47. n белгiсiзi бар полиномиалды теңдеулер жүйесiн Гребнер әдiсiмен шешу.

48. Көп айнымалылы көпмүшелер, лексикографикалық рет.

49. Симметриялық көпмүшелер туралы негiзгi теорема.

50. Арифметикалық сызықтық кеңiстiктер.
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51. Сызықтық кеңiстiктер, iшкi кеңiстiктер, қабықшалар.

52. Базис туралы теорема.

53. Кеңiстiктiң базистерiнiң арасындағы байланыс.

54. Iшкi кеңiстiктердiң қосындысы және қиылысуы.

55. Евклидтiк және унитарлық кеңiстiктер.

56. Векторлардың ортогонал жүйелерi, ортогоналдау процесi.

57. Өлшемдерi бiрдей унитарлық кеңiстiктердiң изоморфизмi.

58. Коши-Буняковский теңсiздiгi.

2009 ж.

доцент К.А. Мейрембеков

доцент Ж.Т. Таласбаева
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Тесттердi қалай шешу керек

4. ТЕСТТЕРДI ҚАЛАЙ ШЕШУ КЕРЕК
Сiздерге алгебраның бiрiншi семестрiнiң тақырыбтары бойынша
тесттердiң үлгiлерiн ұсынып отырмыз. Тесттердiң күрделiлiгi
мемлекеттiк аралық бақылауда келтiрiлетiн тесттерден жоғары.
Өкiнiшке орай, кейбiр басқа авторлардың құрған тесттерiнiң
жауабын сол авторлардың өздерiде он-онбес минуттың iшiнде таба
алмайды. Нашар тесттердiң мысалдары – төртiншi және бесiншi
реттi анықтауыштар туралы есептер және төртiншi реттi САТЖ-
лар, олардың жауаптарының ешқандай ерекшелiктерi жоқ. Сапалы
тесттер пәндi бiлетiн адамды жан-жақты тексеру керек және оларды
есептеу үшiн жақсы оқитын студент көп уақыт қажет болмау керек.
Демек, тест ұзақ есептеулердi қажет қылмау керек және студенттiң
бiлiмi бар болса оған жауап беру үшiн 10 – 30 секунд жеткiлiктi
болу керек. Дегенменде, тест қарапайым шешiлмеу керек. Тесттердiң
жақсы жинағы студенттiң негiзгi анықтамаларды және нәтижелердi
игергенiн сапалы тексередi. Әрбiр тестте жалғыз дұрыс жауап
болатындығы студентке дұрыс емес жауаптарды кесiп алып тастауға
көмектеседi.

Студент өзiн тексеру үшiн машинамен интерактивты қарым-қатынасжасау керек.
Бұл жағдайда студент үшiн бiлiмiн тексеру өте ыңғайлы, өйткенi ешқандай құлық
жасаудың қажетi жоқ және мұғалiмнен ол тобының артынан үлгермеген үшiн соғыс
естiмейдi. Ешкiм, сiзден басқа тесттердiң нәтижелерiн бiлмейдi. Бiрақ бұл жағдайда,
нағыз бiлiм алғысы келетiн студент, тапсырмаларды орындап, дұрыс емес болса автордың
шешуiне қарап, қатесiн талдау керек. Ал егер, студент тапсырманы орындамай тек
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автордың жауаптарын жаттап алса, ол ешқандай нәтижеге келмейдi. Өйткенi емтиханда
немесе бақылауда тесттердiң үлкен базалары қолдану мүмкiн. Тесстердiң жауаптарын
жаттау – ешқандай бiлiм бермейдi және ақылдың пайдасыз қолдануын бiлдiредi.

Тестiлеудi бастау үшiн Start пернесiн басып, рет-ретiмен сiздiң ойыңызша
тесттердiң дұрыс жауаптарын таңдап, тышқанмен керек пунктке басу керек. Егер
сiз тағыда бассаңыз жүйе бұрыңғы жауаптарды жойып қайтадан тестiлеуге дайын
болады. Жауаптарын тексеру үшiн тесттердiң соңындағы end Quiz сөйлемге
басыңыз. Егер сiз жасыл белгiге немесе жасыл дөңгелекке бассаңыз жүйе сiздi сәйкес
тесттiң шешуi бар бетке алып барады. Егер сiз шешуi бар бетте қызыл квадрат
белгiсiне бассаңыз жүйе қарастырылып отырған тестке алып барады.

Егер сiз осы файлды жақсы игерсеңiз, онда
тапсырма сiз үшiн оңай болады. Бiрақ мұқият
болыңыз, жақсы тесттерде әрбiр сөздiң мағынасы
болады. Жақсы балл алатыныңызға сенiмдiмiз.
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1. −1 + i
√

3 санының модулiн табыңыз.
Жауаптары:

a) −1; b)
√

3; c)
√

3− 1; d) 2; e) 1 +
√

3 .
2. Анықтауышты есептеңiз ∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 2 a
2 0 b 0
3 c 4 5
d 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
Жауаптары:

a) 0 , b) 4ab , c) −abcd , d) abcd , e) 10ad

3. a51ai6a1ja35a44a6k көбейтiндiсi алтыншы реттi анықтауыштың ашылған түрiнде
минус таңбасымен кiретiндей қылып (i, j, k) мәндерiн таңдаңыз
Жауаптары:

a) (2, 3, 2) , b) (4, 5, 6) , c) (5, 6, 1) , d) (4, 2, 2) , e) (3, 2, 3)

4. Үшiншi реттi анықтауыштың барлық элементтерi беске бөлiнетiн тақ сандар.
Онда бұл анықтауыш жоқ дегенде келесi санға бөлiнедi
Жауаптары:

a) 125 , b) 5! , c) 5 , d) 1000 , e) 500 .
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5. n реттi ∆ анықтауышында жұп нөмiрлi жолдардың қосындысы тақ нөмiрлi жолдардың
қосындысына тең. Анықтауыштың мәнiнiң ең дәл бағалауын табыңыз:
Жауаптары:

a) жұп сан, b) ≤ n! , c) кез-келген
сан,

d) тақ сан, e) 0 .

6. A қандайда бiр матрицасы болсын. Оның керi матрицасы табылу үшiн келесi
шарттың бiреунiң орындалуы қажеттi және жеткiлiктi:
Жауаптары:

a) ол
тiкбұрышты
болу керек,

b) ол
квадратты
болу керек,

c) оның
анықтауышы
нөлден
өзгеше болу
керек,

d) ол
квадратты
ерекше емес
матрица
болу керек,

e) ол бiрлiк
матрица
болу керек.

7. Үшiншi реттi A матрицасының анықтауышы 5-ке тең . 2 · A2 матрицасының
анықтауышы неге тең? Жауаптары:

a) 10 , b) 25 , c) 50 , d) 200 , e) 500 .
8. Қандай да бiр сызықтық алгебралық теңдеулер жүйесiнiң
SLAU1 жалғыз шешiмi (β1, β2, β3, . . . , βn) бар болсын және оның барлық теңдеулерiнде
x1 пен x2 алдындағы коффициенттерiн орындарын ауыстырда SLAU2 шықсын.
SLAU2 қандай шартқа бағынады?
Жауаптары:
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a)
(β1, β2, β3, . . . , βn)
жалғыз
шешiмi бар,

b) ол
үйлесiмсiз,

c) оның
ақырсыз көп
шешiмi бар,

d) оның
нөлдiк
шешiмi бар,

e)
(β2, β1, β3, . . . , βn)
жалғыз
шешiмi бар.

9. Нақты коэффициенттерi бар САТЖ берiлсiн және теңдеулердiң саны белгiсiздердiң
санынан көп болсын. Онда бұл жүйе келесi қасиеттi қанағаттандырады
Жауаптары:

a) ол
үйлесiмсiз,

b) егер ол
үйлесiмдi
болса, онда
оның нақты
шешiмi бар,

c) оның
жалғыз
шешiмi бар,

d) оның жоқ
дегенде
комплекс
шешiмi бар,

e) егер ол
үйлесiмдi
болса, онда
оның
ақырсыз көп
шешiмi бар.

10. f(x), g(x) нақты коэффициенттi көпмүшелер болсын. Онда екеуiнiң ең үлкен ортақ
бөлгiшiнiң анықтамасы келесi болады:
Жауаптары:
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a) осы
көпмүшелердiң
дәрежелерiнiң
үлкенi,

b) осы
көпмүшелер
бөлiнетiн ең
үлкен сан,

c) f(x) + g(x)
көпмүшесi,

d) f(x) және
g(x)
көпмүшелерiн
бөлетiн
көпмүше,

e) бас
коэффициентi
1-ге тең, f(x)
және g(x)
көпмүшелерiнiң
ортақ
бөлгiшi
болатын
және осы
көпмүшелердiң
кез-келген
ортақ
бөлгiшiне
бөлiнетiн
көпмүше.

11. f(x) = x4 +x3 +x2− 4x+ 10 көпмүшесiнiң бiр түбiрi 1 + i. Келесi санның қайсысы
осы көпмүшесiнiң түбiрi болады?
Жауаптары:

a) −1− i , b) 1 , c) 1− i , d) −1 + i , e) i .
12. x векторы R өрiсiнiң үстiндегi сызықтық кеңiстiктiң элементi болсын, µ – R

өрiсiнiң саны. Егер µ · x = 0 болса, онда x және µ туралы не айтуға болады?
Жауаптары:
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Тесттердi қалай шешу керек

1 олар
сызықтық
тәуелдi,

2 олар
коллинеар,

3 екеуiде
нөлге тең,

4 сан нөлге
тең немесе
вектор
нөлдiк,

5 олар
сызықтық
тәуелсiз.

13. Сызықтық кеңiстiктiң қандай жүйесi сызықтық тәуелсiз деп аталады?
Жауаптары:

a) егер
жүйенiң бiр
векторы
нөлдiк
болса,

b) егер сол
векторлардың
тек
тривиалды
комбинациясы
ғана нөлдiк
векторға тең
болса,

c) егер
олардың
сызықтық
комбинациясы
нөлдiк
векторға тең
болса,

d) егер
жүйеде екi
бiрдей
вектор бар
болса,

e) егер
жүйеде
коллинеар
векторлар
болса.

14. Егер V сызықтық кеңiстiгiнiң a векторы V сызықтық кеңiстiгiнiң e1, e2, . . . , en
векторлары арқылы бiрмәндi өрнектелсе, онда e1, e2, . . . , en векторлар жүйесi сызықтық
тәуелсiз деп айтуға болады ма?
Жауаптары:

a) иә
болады,

b) болады,
егер олар
базис
құраса,

c) мiндеттi
түрде емес,

d) болады,
егер ол
нөлдiк
вектор
болса,

e) жоқ, ол
әрқашан
олай емес.
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15. Координаттары қандай да бiр e1, e2, . . . , en базисiнде берiлген евклидтiк кеңiстiктiң
a = (α1, α2, . . . , αn) және b = (β1, β2, . . . , βn) векторларының скаляр көбейтiндiсi
қалай жазылады?
Жауаптары:

a)∑n
i=1(αi+βi)

b)
∏n
i=1 αiβi, c)

∑n
i=1 αiβi, d)∑

i 6=j αiβj(ei, ej),
e)∑n
i,j=1 αiβj(ei, ej)

16. Евклидтiк (унитарлық) кеңiстiктiң a және b векторларының скаляр көбейтiндiсi
нөлге тең. Онда бұл векторлар:
Жауаптары:

a) сызықтық
тәуелдi,

b) сызықтық
тәуелсiз,

c)
коллинеар,

d) егер екi
вектор
нөлдiк емес
болса, онда
олар
сызықтық
тәуелсiз,

e) олардың
арасындағы
бұрыш
сүйiр.

17. Евклидтiк кеңiстiктiң кез-келген базисы бойынша ортонормаланған базистi қалай
құрастыруға болады?
Жауаптары:
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a) осы
базистiң
әрбiр
векторын
нормалау
керек,

b) жүйе
ортогонал
болғанша,
векторлардың
орындарын
ауыстыру
керек, одан
кейiн оларды
нормалау
керек,

c) ол жүйеге
ортогоналдау
процесiн
қолдану
керек, одан
кейiн
шыққан
векторларды
нормалау
керек,

d) ол жүйеге
ортогоналдау
процесiн
қолдану
керек,
шыққан
нөлдiк
векторларды
алып тастап,
қалғандарын
нормалау
керек,

e) осы
векторларды
нормалау
керек және
жүйе
нормаланған
болғанша
векторлардың
орындарын
ауысытру
керек.

18. Келесi сандардың қайсысы келесi теңдеудiң∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1
1 2 x 3
1 3 3 4
0 0 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0

түбiрi болады? Жауаптары:
a) 1 , b) 5! , c) 0 , d) кез-келген

сан,
e) түбiрi
жоқ.

19. Төртiншi реттi анықтауышта барлық элементтерi нақты сандар және олар [−1, 1]
сегментiнде орналасқан. Анықтауыштың мәнi келесi сегменттердiң ең кiшi болатын
қайсысына кiредi?
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Жауаптары:

a) [−4, 4] , b) [−50, 50] , c) [−24, 24] , d) [−90, 90] , e) [−1, 1] .
20. Қандай түрлендiрулердi қолданғанда матрицаның рангi өзгермейдi?

Жауаптары:

a) жолды
санға
көбейту,

b) бiр
бағанға
басқа
бағанды
λ 6= 0 санына
көбейтiп
қосу және
бағандарды
кез-келген
санға
көбейту,

c)
матрицалардың
элементтерiнiң
орындарын
ауыстыру,

d) бiр жолға
λ санына
көбейтiлген
басқа жолды
қосу және
жолдарды
нөлден
өзгеше
кез-келген
санға
көбейту,

e) бiр
жолдың
барлық
элементтерiн
квадраттау.
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Тесттердi қалай шешу керек

Solutions to Quizzes
Solution to Quiz: Егер бiрiншi қатарды екi еселендiрсек, онда анықтауыш екi еселенедi.
Одан кейiн анықтаушытң бiрiншi қатарынан екiншi қатарды азайтсақ, анықтауыш
өзгермейдi. Демек, берiлген түрлендiрулерден кейiн анықтауыш екi еселенедi.

�
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Тесттердi қалай шешу керек

Solution to Quiz: Егер түрлендiрулерден кейiн шыққан анықтауышта бiрiншi қатарға
екiншi және үшiншi қатарларды қоссақ, онда нөлдiк қатар шығады. Шыныменде,

[(1)− (2)] + [(2)− (3)] + [(3)− (1)] = θ.

Бұл жерде (i) арқылы бастапқы анықтауыштың i-шi қатары белгiленген. Сондықтан,
анықтауыш нөлге тең болады.

�
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Solution to Quiz: Берiлген f(x) және g(x) көпмүшелерiнiң коэффициенттерi рационал
сандар, сондықтан Евклид алгоритмi бойынша олардың ең үлкен ортақ бөлгiшiнiң
коэффициенттерi де рационал болу керек.

√
2 саны иррационал болғандықтан, берiлген

жауап дұрыс емес. Әрине студент әйгiлi кiтаптардың авторларын сыйлау керек, бiрақ
кез келген берiлген жауапқа сенебермей әр нәрсеге сынқа көзқараспен қарау керек.
Ендi осы есептiң шығарылуын көрсетейiк.

Maple-дың дистрибутивiн
табуды ұсынамыз. Бұл
математиканың барлық
салаларында керек
профессионады математикалық
пакет. Оны түсiну өте оңай.
Суретте кездесоқ төртiншi реттi
матрицаның анықтауышы және
керi матрицасы табылған. Ал
берiлген көпмүшелердiң ең
үлкен ортақ бөлгiшi 1-ге тең.

�
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Solution to Quiz: Бұл есепте көпмүшеснiң түбiрлерiн табудың қажетi жоқ. Түбiрлердi
x1, x2, x3 арқылы белгiлейiк. Онда Виет формулалары арқылы

x2
1 + x2

2 + x2
3 = (x1 + x2 + x3)2 − 2(x1x2 + x1x3 + x2x3) = 52 − 2 · 4 = 8

шығады.
�
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Solution to Quiz: Модуль келесi формула бойынша есептеледi

|z| =
√
a2 + b2 =

√
(−1)2 + (

√
3)2 = 2

.
�
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Solution to Quiz: Анықтауышты соңғы жол бойынша жiктеймiз, одан кейiн бiрiншi
баған бойынша жiктеп abcd жауабына келемiз.

Iрiктеу әдiсi: Анықтауыш d-дан тәуелдi екенi анық, өйткенi d = 0 анықтауышқа
қойсақ ол нөлге айналады. Сол сияқты ол c-данда тәуелдi. Сондықтан ол өзiнiң
параметрлерiнен көпмүше ретiнде cd-ға бөлiну керек. Егер анықтауыштың басқа қасиеттерiн
бiлмесеңiз a), c), d) жауаптарының бiреуiн таңдау керек.

�
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Solution to Quiz: Iрiктеу әдiсi: Көбейтiндiнi жолдардың ретiмен жазайық

a1jai6a35a44a51a6k./

Осыдан i-дың мәнi 2-ге тең екенi шығады. Бiзде тек бiрiншi жауап 2-ден басталады,
демек сол дұрыс жауап.

Ал уақытыңыз жеткiлiктi болса, онда (j, 6, 5, 4, 1, k) алмастыруындағы j = 3 және
k = 2 болған жағдайда инверсиялар санын санаңыз. Ол 11. Сонымен, дұрыс жауап –
бiрiншi.

�
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Solution to Quiz: Анықтауыштың барлық жолдары беске бөлiнетiн болғандықтан, ол
53 = 125 санына бөлiнедi. Бiрақ, бiз анықтауыштың барлық элементтерi тақ сандар
екенiн пайдаланбадық. Егер екiншi және үшiншi жолға бiрншiнi қоссақ, онда жұп
сандардан құрылған екi жол шығады. Демек, бiздiң анықтауыш 22 = 4 санына бөлiнедi
және ол 500-ге бөлiну керек. Дұрыс жауап e).

Iрiктеу әдiсi: Тақ сандардан құрылған ретi n > 1 болатын анықтауыш әрқашан
жұп сан болады. Сонымен, сiз d) немесе e) жауабын таңдауыңыз керек.

�

К.А. Мейрембеков, Ж.Т. Таласбаева әл-Фараби атындағы ҚазҰУ ГАМЛ кафедрасы150



Title Page

Contents

JJ II

J I

Page 151 of 142

Go Back

Close

Тесттердi қалай шешу керек

Solution to Quiz: Iрiктеу әдiсi: Егер бiрiншi жолға барлық тақ нөмiрлi жолдарды
қоссақ, екiншi жолға барлық жұп нөмiрлi жолдарды қоссақ, онда анықтауыштың екi
жолы бiрдей болып, нөлге тең болады.

�
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Solution to Quiz: Матрицаны керiленетiн деп атаймыз, егер ол квадратты болса
және оның анықтауышы нөлден өзгеге болса. Жауап d).

�

К.А. Мейрембеков, Ж.Т. Таласбаева әл-Фараби атындағы ҚазҰУ ГАМЛ кафедрасы152



Title Page

Contents

JJ II

J I

Page 153 of 142

Go Back

Close

Тесттердi қалай шешу керек

Solution to Quiz:A2 матрицасының анықтауышы (det(A))2 = 25 санына тең. Матрицаны
санға көбейткенде сол санға барлық элементтерi көбейтiледi. Сондықтан, det(2A2) =
23(det(A))2 = 200.

Iрiктеу әдiсi: 2 ·A2 матрицасының барлық элементтерi жұп, сондықтан b) жауабы
дұрыс емес. Матрицаны квадраттағанда, анықтауыштардың көбейтiндiсi туралы теоремадан,
анықтауышыда квадратталанады. Сондықтан a) жауабы да дұрыс емес. c), d), e)
жауаптарының бiреуiн таңдау керек.

�
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Solution to Quiz: Егер тепе-теңдiкте екi қосылғыштың орнын ауыстырсақ, онда
теңдiк сақталады. Дұрыс жауап e) болатыны айқын.

Iрiктеу әдiсi: d) жауабы мағынасыз, өйткенi бастапқы шартты қанағаттандыратын
нөлдiк шешiмi жоқ САТЖ-ны құру өте оңай.

�
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Solution to Quiz: Гаусс әдiсi бойынша K өрiсiнде қарастырлып отырылған САТЖ-
ның үйлесiмдiлiгiнен оныңK өрiсiнде шешiмi табылатыны шығады. Кез-келген САТЖ
сатылы жүйеге эквиваленттi. Сондықтан b) жауабы дұрыс.

Iрiктеу әдiсi: Қарапайым екi белгiсiзi бар жүйелердi есептеу жолдарына a), c), e)
жауаптары қарсы келедi. Сондықтан, b) және d) жауаптарының бiреуiн таңдау керек.
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Тесттердi қалай шешу керек

Solution to Quiz: f(x) және g(x) көпмүшелерiнiң ең үлкен ортақ көпмүшесi деп бас
коэффициентi 1-ге тең, f(x) және g(x) көпмүшелерiнiң ортақ бөлгiшi болатын және
осы көпмүшелердiң кез-келген ортақ бөлгiшiн бөлiнетiн көпмүшенi айтамыз. ЕҮОБ
кез-келген нөлден өзгеше көпмүшелер үшiн табылады. Жауап e).

Iрiктеу әдiсi: gcd(f(x), g(x) – бұл көпмүше, сондықтан a) және b) жауаптары дұрыс
емес. Ол екi көпмүшенiңде бөлгiшi болу керек, сондықтан c) жауабы дұрыс емес. d)
және e) жауаптарының жауаптарының бiреуiн таңдайсыз.
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Тесттердi қалай шешу керек

Solution to Quiz: Егер α нақты коэффициенттi көпмүшенiң түбiрi болса, онда ᾱ
саныда сол көпмүшенiң түбiрi болады. Жауап c).

Iрiктеу әдiсi: f(1) = 9 6= 0 болғандықтан b) жауабы дұрыс емес. Сол сияқты, f(i) =
1− i− 1− 4i+ 10 6= 0 сондықтан e) жауабы да жалған. a), c) және d) жауаптарының
бiреуiн таңдау керек.
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Тесттердi қалай шешу керек

Solution to Quiz: d) жауабының дұрсытығы айқын.
Iрiктеу әдiсi: Вектор және сан әр түрлi математикалық объектiлер, сондықтан a),

b), c) және e) жауаптарының мағынасы жоқ.
�
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Тесттердi қалай шешу керек

Solution to Quiz: Сызықтық кеңiстiктiң векторлар жүйесiн сызықтық тәуелсiз деп
атайды, егер сол векторлардың тек тривиалды комбинациясы ғана нөлдiк векторға
тең болса.

Iрiктеу әдiсi: Егер a2 = λa1, онда сызықтық тәуелсiздiк туралы айтуға болады ма?
Сондықтан a), d) және e) жауаптары дұрыс емес. c) жауабы ды дұрыс емес, өйткенi
тек тривиалды комбинациясы ғана нөлдiк векторға тең болу керек. Сондықтан a)
жауабы қалады.
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Тесттердi қалай шешу керек

Solution to Quiz: a = µ1a1 +µ2a2 + · · ·+µnan болсын және a1, a2, . . . , an векторлары
сызықтық тәуелдi болсын. Онда кейбiр тривиалды емес ρ1, ρ2, . . . , ρn үшiн ρ1a1+ρ2a2+
· · ·+ ρnan = θ. Сонда a = a+ θ векторының өрнектелуi бiрмәндi емес. Жауап a).

Iрiктеу әдiсi: e) пунктi күдiк тудырады, ал қалғандарының бiреуiн таңдау үшiн
бiлiм қажет.
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Тесттердi қалай шешу керек

Solution to Quiz: Скаляр көбейтiндiнiң екi координаталар бойынша дистрибутивтық
қасиетiн есiмiзге алсақ, e) жауабы дұрыс екенi анық.

Iрiктеу әдiсi: Ортонормаланған базисте (a, b) =
∑n
i=1 αiβi. Бiрақ, бұл жерде кез-

келген базис. Сондықтан, b) және c) жауаптар қате. Сiз a), d), e) жауаптарының
бiреуiн таңдауыңыз керек.
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Тесттердi қалай шешу керек

Solution to Quiz: Нөлдiк емес векторлардың ортогонал жүйесi сызықтық тәуелсiз.
Жауап d).

Iрiктеу әдiсi: Егер a 6= θ, онда (a, a) 6= 0. Сондықтан, a) және c) жауаптары дұрыс
емес.
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Тесттердi қалай шешу керек

Solution to Quiz: Ортогоналдау процесi кез-келген базистi ортогонал базиске түрлендiредi.
Iрiктеу әдiсi: Геометрия жағынан a), b), e) жауаптары мағынасыз.
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Тесттердi қалай шешу керек

Solution to Quiz: Анықтауышты соңғы жол бойынша жiктесек, оның xжоқ минорына
тең екенiн көремiз және ол минор нөлге тең емес. Шешiмi жоқ. Дұрыс жауап e).
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Тесттердi қалай шешу керек

Solution to Quiz: 4-шi реттi анықатуыш 4! = 24 қосылғыштардың қосындысына тең,
олардың әр қайсысы [−1, 1] интервалында орналасқан. Демек, дұрыс жауап c).
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Тесттердi ќалай шешу керек

Solution to Quiz: Гаусс түрлендiрулерi матрицаның рангiн өзгертпейдi. Дұрыс жауап
d).

Iрiктеу әдiсi: e) және c) жауабы мағынасыз. a) жауабы да дұрыс емес, өйткенi
жолдарды нөлге көбейтсек, барлық матрица нөлдiк болып кетедi. Сiз b) және d)
жауаптарының бiреуiн таңдауыңыз керек.

�
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