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ОБ УСТОЙЧИВОСТИ НЕЛИНЕЙНЫХ КОЛЕБАНИЙ БУРИЛЬНЫХ КОЛОНН 

Аскат К. Кудайбергенов 
Казахский национальный университет им. аль-Фараби  

050040 Алматы, пр. аль-Фараби, 71, e-mail: ask7hat@mail.ru 

В работе исследуется устойчивость нелинейных колебаний элемента бурильной колонны, моде-
лируемой в виде круговой цилиндрической оболочки, под влиянием переменной во времени осевой 
сжимающей нагрузки и давления сверхзвукового потока газа. Дискретизация нелинейной модели 
оболочки, осложненной геометрической нелинейностью самой системы и нелинейным воздействием 
потока газа, проводится методом Бубнова-Галеркина. Для определения границ зон динамической не-
устойчивости задается малая вариация и применяется метод гармонического баланса. 

  
Ключевые слова: бурильная колонна, нелинейная модель, цилиндрическая оболочка, устойчи-

вость, поток газа. 
 
Введение 
На успешный процесс бурения нефтяных и газовых скважин влияет множество факторов. 

Это и качественная система инженерно-технического обслуживания бурильных работ, и 
влияние факторов окружающей среды, таких как сверхзвуковой поток газа, движение про-
мывочной жидкости, трение о стенки скважины; и возникающие непосредственно в ходе бу-
рения опасные колебания бурильной колонны, являющиеся высоко нелинейными по своей 
природе [1]. 

В связи с активным освоением залежей нефти и газа важно обеспечить безопасную и на-
дежную работу бурильных установок, что зависит во многом от проведения исследований по 
устойчивости колебаний бурильных колонн. 

В данной работе изучается круговая цилиндрическая оболочка, форма которой наиболее 
точно отражает упругую модель элемента бурильной колонны небольшой длины. При выпу-
чивании в оболочках возникают не только напряжения изгиба, но и дополнительные напря-
жения в срединной поверхности [2]. Это свойство качественно отличает поведение оболочек 
при потере устойчивости от поведения стержней и пластин. 

 
Нелинейная математическая модель 
В основе математической модели цилиндрической оболочки лежат гипотезы Кирхгофа-

Лява [3]. Их использование позволяет перейти от трехмерной задачи деформирования обо-
лочки к двумерной задаче. Изучение поведения элемента оболочки тем самым сводится к 
изучению деформаций ее срединной поверхности. Координаты x и y, откладываемые вдоль 
образующей и по направлению окружности оболочки, определяют геометрическое положе-
ние точек срединной поверхности. 

В качестве исходных уравнений при исследовании устойчивости бурильной колонны, 
рассматриваются нелинейные уравнения типа Кармана: 

 ( )
2 2

4
2 2

1, ,D q ww L w
h R hx t

ρ∂ Φ ∂
∇ = Φ + + −

∂ ∂
 (1) 

 ( )
2

4
2

1 1 1, ,
2

wL w w
E R x

∂
∇ Φ = − −

∂
 (2) 

где D  - цилиндрическая жесткость, h  - толщина стенок оболочки, w  - поперечный прогиб 
оболочки, R  - радиус оболочки, Φ  - функция напряжений в срединной поверхности, ρ  - 
плотность материала оболочки; E  - модуль Юнга, q  - интенсивность распределенных нагру-
зок: 

 
2 2

2 2 ,w wq h P S p
x yx

⎛ ⎞∂ ∂
= − + − Δ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂∂⎝ ⎠

 (3) 
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где P  - продольная сжимающая нагрузка, 22
MS
R hπ

=  - касательная нагрузка от скручиваю-

щего момента M, pΔ  - приращение давления сверхзвукового потока газа. 
Система осложняется геометрической нелинейностью от операторов ( ),L w Φ  и ( ),L w w , 

имеющих вид 

 ( )
2 2 2 2 2 2

2 2 2 2, 2 ,w w wL w
x y x yx y y x

∂ ∂ Φ ∂ ∂ Φ ∂ ∂ Φ
Φ = + −

∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂
 (4) 

 ( )
22 2 2

2 2, 2 ,w w wL w w
x yx y

⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ∂ ∂⎢ ⎥= − ⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥∂ ∂∂ ∂ ⎝ ⎠⎣ ⎦
 (5) 

а также нелинейной зависимостью между давлением и скоростью потока газа [4]: 

 ( ) ( )2 32
2 3

2 2

1 1
12

h hw w wp A A A
x p x xp

κ κ
κ κ∞ ∞

+ +∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δ = − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
, (6) 

где P∞  - давление невозмущенного газа, M  - число Маха, M PA
h
κ ∞=  - приведенное число 

Маха, κ  -  показатель политропы. 
Граничные условия, соответствующие шарнирному закреплению оболочки по концам, 

задаются следующим образом: 

 ( )
2

20, 0 0, .ww x x l
x

∂
= = = =

∂
 (7) 

Решение бигармонического уравнения для функции напряжений Φ  (2) находится путем 
перехода к функциям комплексного переменного. При этом приближенное выражение для 
поперечного прогиба w  задается как в работе [5], где авторами проводился анализ устойчи-
вости бурильной колонны как оболочки на основе модели, не учитывающей нелинейность от 
операторов (4)-(5): 

 ( ) ( ) 2, , sin sin sin ,x x yw x y t f t
l l R
π π⎛ ⎞= +⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (8) 

которое полностью удовлетворяет граничным условиям (7). 
Предполагается также, что продольная сжимающая нагрузка P  переменна во времени и 

изменяется по закону: 
 0 cos ,tP P P t= + Ω%  (9) 
где 0P  и tP  отвечают за вклад постоянной и переменной во времени составляющих, Ω%  - час-
тота внешнего воздействия. 

Применяя метод Бубнова-Галеркина, задача сводится к нелинейному обыкновенному 
дифференциальному уравнению типа Матье при требовании ортогональности базисной 
функции в выражении (8): 

 ( ) ( ) ( ) ( )
2

3
2 1 cos 0,

d f
f f

d
τ

β τ τ α τ
τ

+ + Ω + =  (10) 

где 0tτ ω= ⋅  - безразмерное время, 
0

,
ω
Ω

Ω =
%

 2
0

,αα
ω

=
%  2

1
,β

β
β

=  
3

2
5 .

2
t RP

l
β

π
−=  

( )

5 3 4 2 2 2 4 4 2 2 4 4
3

0
2 34 2 2 2

2

34
1

4

417 1720 16 5
5 2 2 ,

2 5 4

El R l l R R D l l R R
P

l hll

R
Rl R R

π π π π π π
π

π π
β

⎛ ⎞+ + + +⎜ ⎟
⎝ ⎠− + +

+ +

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠=  

2
0 ,ω  α%  включают влияние осевой нагрузки, газового потока и геометрических параметров 

оболочки. 
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Области неустойчивости основного резонанса 
Одним из методов исследования устойчивости динамических систем, широко используе-

мым в литературе (см. [6, 7]), является рассмотрение малого отклонения fδ  от равновесного 
состояния системы, что идентично устойчивости по Ляпунову: 

 ( ) ( )0 ,f f fτ τ δ= +  (11) 
которое представимо в виде 
 ( ) ,f eητδ χ τ=  (12) 
где η  - характеристический показатель, от которого зависит характер поведения величины 

fδ  во времени; ( )χ τ  - периодическая функция времени с периодом, равным π
Ω

 или 2π
Ω

. 

Для функции ( )χ τ  справедливо разложение в ряд Фурье с неопределенными коэффици-
ентами: 

 
( ) ( )cos ,

1,3,5, , или 0,2,4, , .

n n
n

a n

n n

χ τ τ ψ= Ω −

= ∞ = ∞

∑

K K

 (13) 

Тем самым, если характеристический показатель η  имеет отрицательную действитель-
ную часть, то решение (12) затухает. В случае, когда действительная часть характеристиче-
ского показателя положительна, соответствующее решение fδ  неограниченно растет с экс-
поненциальной скоростью. Когда же действительная часть η  равна нулю, находится реше-
ние на границе областей устойчивости и неустойчивости, которое носит периодический ха-
рактер. 

Рассматривая случай резонанса по основной частоте 
 ( )0 1 1cosf r τ ϕ= Ω −  (14) 
и подставляя (11) в (10), приходим к следующему разрешающему уравнению в вариациях 
типа Хилла: 

 ( )
2

0 1 2 22 cos sin 2 cos 2 0,c s c
d f f
d
δ θ θ τ θ τ θ τ δ
τ

+ + Ω + Ω + Ω =  (15) 

где 2
0 1

31 ,
2

rθ α= +  1 ,cθ β=  2
2 1 1

3 sin 2
2s rθ α ϕ= , 2

2 1 1
3 cos 2
2c rθ α ϕ= . 

Ограничимся решениями для областей неустойчивости низкого порядка, так как они иг-
рают особенно важную роль во многих приложениях [6]. 

Первая область неустойчивости находится при ( )1 1cos .f e aητδ τ ψ= Ω −  Подстановка по-
следнего в (15) и последующее применение метода гармонического баланса позволяет по-
строить характеристический определитель в первом приближении вида 

 ( )
2 2

0 2 2

2 2
2 0 2

1 12
2 2 0,

1 12
2 2

c s

s c

η θ θ η θ
η

η θ η θ θ

−Ω + + Ω +
Δ = =

− Ω + −Ω + −
 (16) 

который при равенстве нулю характеристического показателя η  определяет уравнение, опи-
сывающее границы первой области неустойчивости: 
 ( )2 4 2 2 4

1 1 1 1 11 1 0,A B r C r+ Ω +Ω + −Ω + =  (17) 

где 2
1 1 1

272, 3 , .
16

A B Cα α= − = =  
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Так как в модели присутствует нелинейность от потока газа третьего порядка, то можно 
ожидать появления резонанса по третьей частоте. Поэтому целесообразно определить грани-
цы третьей области неустойчивости, для которой выражение для вариации fδ  задается как 
 ( ) ( )( )1 1 3 3cos cos 3f e a aητδ τ ψ τ ψ= Ω − + Ω − . (18) 

Тогда построение соответствующего определителя четвертого порядка при 0η =  дает 
следующее полиномиальное уравнение восьмой степени зависимости амплитуды колебаний 
от частоты, определяющее границы третьей области неустойчивости: 

 
( )

( ) ( )

2 4 6 8 2 4 6 2
1 2 3 4 0 1 2 3 1

2 4 4 2 6 8
0 1 2 1 0 1 1 1 1

1

0,

A A A A B B B B r

C C C r D D r E r

+ Ω + Ω + Ω + Ω + + Ω + Ω + Ω +

+ + Ω + Ω + + Ω + =
 (19) 

где 1 20,A = −  2 118,A =  3 180,A = −  4 81,A =  0 6 ,B α=  1 90 ,B α= −  2 354 ,B α=  3 270 ,B α= −  
2

0
189 ,
16

C α=  2
1

909 ,
8

C α= −  2
2

3357 ,
16

C sα=  3
0

135 ,
16

D α=  3
1

567 ,
16

D α= −  4
1

405 .
256

E α=   

 
Результаты численного анализа устойчивости 
Анализ влияния различных значений длины и радиуса оболочки с учетом геометрической 

нелинейности системы и газового потока на устойчивость нелинейных колебаний элемента 
бурильной колонны проводится на основе уравнений (17), (19).  

Значения параметров системы принимаются следующими: 0.01h м= , 410M Нм= , 
4 21.013 10p Н м∞ = × , 1.4κ = , 2.5M = , 6

0 2.1 10 ,P Н= ×  60.1 10tP Н= × , материал – сталь. 
На рис. 1, 3 показано, что смещение характеристических кривых в сторону больших час-

тот с изменением длины оболочки при постоянном радиусе 0.15R м=  свойственно как пер-
вой, так и третьей областям неустойчивости. Однако в случае третьей области неустойчиво-
сти наблюдается расширение неустойчивых зон при увеличении длины оболочки. Варьиро-
вание значений радиуса оболочки при 2.5l м=  дает, между тем, обратные результаты (рис. 2, 
4). Здесь характеристические кривые начинают отклоняться в сторону более высоких частот 
по мере уменьшения радиуса оболочки. 

 

 
Рис. 1. Первая область неустойчивости при 
различных значениях длины оболочки 

Рис. 2. Первая область неустойчивости при 
различных значениях радиуса оболочки 
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Рис. 3. Третья область неустойчивости при 
различных значениях длины оболочки 

Рис. 4. Третья область неустойчивости при 
различных значениях радиуса оболочки 

 
Сравнение с результатами работы [5] показывает важность учета в модели нелинейности 

от операторов ( ),L w Φ  и ( ),L w w , что подтверждается на рис. 5. Учет геометрической нели-
нейности от данных операторов показывает, что переход к неустойчивому состоянию может 
наблюдаться при меньших амплитудах колебаний. Полученные результаты исследования 
свидетельствуют о том, что нелинейность модели вносит существенные поправки в резуль-
таты анализа устойчивости колебаний бурильных колонн в сравнении с линейными моделя-
ми. 

 

 
Рис. 5. Первая область неустойчивости при значениях параметров: 

l = 3m, R = 0.15m, материал – сталь 
 
Заключение 
Устойчивость нелинейных колебаний элемента бурильной колонны в виде круговой ци-

линдрической оболочки была исследована для случая основного резонанса. Были определе-
ны границы первой и, ввиду присутствия геометрической нелинейности, третьей областей 
неустойчивости. При увеличении радиуса наблюдалась обратная картина изменению длины 
оболочки с уводом ветвей характеристических кривых в зону малых частот. Была показана 
важность учета нелинейных операторов в модели, для которых характерны смещение облас-
тей неустойчивости в сторону более высоких частот и наступление основного резонанса при 
меньших амплитудах колебаний. 
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Работа была выполнена в рамках проекта ГФ4 №311 МОН РК. 
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