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Асимптотическая нормальность решения параболического уравнения со 

случайными быстро осциллирующими коэффициентами 

 

 

Аннотация 

В данной работе исследовано вероятностное асимптотическое 

поведение решения задачи Коши для случайного параболического уравнения 

с быстро осцилирующими случайными  однородными коэффициентами. 

Используя метод случайного замены времени и свойств броуновского 

локального времени получен основной результат об асимптотической 

нормальности (с нулевым математическим ожиданием и конечной 

дисперсией) нормированного подходящим образом решения 

рассматриваемого уравнения. Получен явный вид предельной конечной 

дисперсии в терминах связанной с решением уравнения броуновского 

локального времени. 

Ключевые слова: Случайный оператор, случайное уравнение с быстро 

осциллирующими коэффициентами, усредненный оператор,  усредненное 
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уравнение, случайная замена времени, броуновское локальное время, 

асимптотическая нормальность. 

 

Аннотация 

 Берілген жұмыста кездейсоқ біртекті жылдам осциллияцияланатын 

коэффициентті кездейсоқ параболалық теңдеу үшін Коши есебі шешімінің 

ықтималдықтық асимптотикалық беталысы зерттелген. Уақытты кездейсоқ 

ауыстыру әдісін және локал броундық уақыт қасиеттерін пайдалана отырып 

қажетті түрде нормаландырылған шешімнің  (математикалық күтімі нөлге тең 

және дисперсиясы ақырлы болатын) асимптотикалық нормал шешім 

болатыны туралы негізгі нәтиже дәлелденген. Шектік ақырлы дисперсияның 

теңдеу шешімімен байланысты броундық локал уақыт терминінде жазылған 

айқын түрі алынған. 

 

Кілт сөздер: Кездейсоқ оператор, жылдам осциллияцияланатын 

коэффициентті кездейсоқ теңдеу, орталандырылған оператор, 

орталандырылған теңдеу, уақытты кездейсоқ ауыстыру,  броундық локал 

уақыт, асимптотикалық нормалдылық. 

 

 

 

Введение. 

   Уравнения в частных производных с быстро осциллирующими 

коэффициентами описывают физические процессы, протекающие в 

неоднородных средах с развитой микроструктурой. Вместе с тем, изучение 

таких объектов естественно связано с анализом эффектов, типичных для 

теории вероятностей. 

 В связи с этим актуальными являются вопросы применимости к 

уравнениям в частных производных со случайными быстро осциллирующими 

коэффициентами принципа усреднения, т.е. доказательства существования 

соответствующих к исходным уравнениям усредненных ( с неслучайными 

коэффициентами) уравнений. В ситуациях, когда наблюдается усреднение, 

рассматриваемая задача со случайными коэффициентами в том или ином 

смысле приближаются решениями соответствущих усредненных уравнений 

при малых значениях характерного масштаба пространственной или 

временной неоднородности. 

 В данной  работе мы исследуем  асимптотику при  𝜀 ↓ 0 (𝜀 > 0  и  𝜀 → 0) 

решения задачи Коши  

𝑏(𝑥 𝜀⁄ )
𝜕

𝜕𝑡
𝑢𝜀(𝑡, 𝑥) =

𝜕

𝜕𝑥
(𝑎(𝑥 𝜀⁄ )

𝜕

𝜕𝑡
𝑢𝜀(𝑡, 𝑥)) ,                             (0.1) 

𝑢𝜀(0, 𝑥) = 𝑓(𝑥), 
где   𝑡 ≥ 0,    𝑥 ∈ 𝑅1, 𝑓(𝑥) − гладкая неслучайная функция, а случайные быстро 

осцилирующие коэффициенты 𝑎(𝑥, 𝜔), 𝑏(𝑥, 𝜔) − однородные случайные 

поля на некотором вероятностном пространстве (Ω, 𝐹, 𝑃). 
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 Предполагается также, что реализации случайных полей достаточно 

гладки, и, таким образом, реализации решения являются классическими 

решениями задачи (0.1). Кроме того, предположим, что существует 

постоянная  𝑐 > 0     такая, что с вероятностью 1 случайные коэффициенты  

𝑎(𝑦, 𝜔), 𝑏(𝑦, 𝜔) на всей прямой удовлетворяют условию  

 

0 <
1

𝑐
≤ 𝑎(𝑦, 𝜔), 𝑏(𝑦, 𝜔) ≤ 𝑐 ,   𝑥 ∈ 𝑅1,     𝜔 ∈ Ω.                   (0.1*) 

 

 Нашей целью в данной работе является доказательство осредняемости 

решения задачи (0.1), т.е. осредняемости случайного оператора 

 

𝐻𝜀(𝜔) = (𝑏(𝑥 𝜀⁄ ))
−1 𝜕

𝜕𝑥
. 

 

По другому говоря, мы докажем существования осредненного (неслучайного) 

оператора 𝐻̅ такого, что решение 𝑢𝜀(𝑡, 𝑥) уравнения (0.1) сходится по 

распределению (слабо) к (неслучайному) решению 𝑢̅(𝑡, 𝑥) усредненного 

уравнения 
𝜕 

𝜕𝑡
𝑢̅(𝑡, 𝑥) = 𝐻̅ 𝑢̅(𝑡, 𝑥),       𝑢̅(0, 𝑥) = 𝑓(𝑥). 

 

Более того, мы докажем, что нормированная разность 

 

𝑢𝜀
∗(𝑡, 𝑥) = 𝜀−

1
2(𝑢𝜀(𝑡, 𝑥) − 𝑢̅(𝑡, 𝑥)) 

 

асимптотически нормальна при 𝜀 ↓ 0 и укажем явный вид параметров 

предельного нормального распределения в терминах связанного с решением 

рассматриваемой задачи броуновского локального времени.   

 

Методы.  

 В §1, с помощью подходящей случайной замены пространственной  

координаты, показывается, что задачу (0.1) можно свести к решению задачи 

более простого вида, т.е. к задаче 

 
𝜕

𝜕𝑡
𝑢𝜀(𝑡, 𝑥) =

1

2𝑎(𝑥/𝜀)
 

𝜕2

𝜕𝑥2
 𝑢𝜀(𝑡, 𝑥) ,                             (0.2) 

𝑢𝜀(0, 𝑥) = 𝑓(𝑥), 

 

где 𝑡 ≥ 0,  𝑥 ∈ 𝑅1, неслучайное начальное условие 𝑓(𝑥)  и случайное поле 

𝑎(𝑥) = 𝑎(𝑥, 𝜔) − удовлетворяют условиям задачи (0.1).  

 Далее, в  § 2, с помощью случайной замены времени 

 

                                           𝜏𝜀(𝑡) = ∫ 𝑎(𝑊(𝑠) 𝜀⁄ )𝑑𝑠
𝑡

0
,                                  (0.3) 
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где 𝑊(𝑠) − стандартный винеровский процесс с иңфинитезимальным 

оператором [1] 

𝐴 =
1

2
∙

𝑑2

𝑑𝑥2
 , 

 

строится новый процесс 𝑥𝜀(𝑡),  инфинитезимальным оператором которого 

является стоящий в правой части уравнения (0.2) случайный оператор 

 

𝐴𝜀 =
1

2
∙

1

𝑎(𝑥 𝜀⁄ )

𝜕2

𝜕𝑥2
 .                                           (0.4) 

 

Изучение асимптотического поведения решения 𝑢𝜀(𝑡, 𝑥) задачи (0.2) при 

𝜀 ↓ 0 проводится с привлечением оператора Грина решения 𝑢𝜀(𝑡, 𝑥) и 

представления этого решения с помощью формулы Каца– Фейнмана. Наконец, 

переход к новой случайной временной переменной  𝜏𝜀(𝑡) по формуле (0.3) и 

применение свойств броуновского локального времени 𝑡̌(𝑡, 𝑥) (свойства 𝑡̌(𝑡, 𝑥)  

см. в [2 ]) позволяют доказать утверждение об асимптотической нормальности 

подходяшим образом нормированной функции 

 

𝑢𝜀
∗(𝑡, 𝑥) = 𝜀−

1

2(𝑢𝜀(𝑡, 𝑥) − 𝑢̅(𝑡, 𝑥))                              (0.5) 

 

при 𝜀 ↓ 0, где 𝑢̅(𝑡, 𝑥) − решение усредненного (неслучайного) уравнения 

(ниже и всюду в дальнейшем в этой работе угловые скобки 〈… 〉 означают 

усреднение (взятие математического ожидания) по полю  𝑎(𝑥, 𝜔) :   〈𝑎〉 =
𝑀𝑎(𝑥, 𝜔) ): 

 
𝜕𝑢(𝑡,𝑥)

𝜕𝑡
=

1

2〈𝑎〉

𝜕2𝑢(𝑡,𝑥)

𝜕𝑥2
  ,   𝑢̅(0, 𝑥) = 𝑓(𝑥).                        (0.6) 

 

При этом получены явные выражения для параметров предельного при 

𝜀 ↓ 0 распределения 𝑢𝜀
∗(𝑡, 𝑥)  (значит и  предельного при  𝜀 ↓ 0    распределения 

𝑢𝜀(𝑡, 𝑥)) в терминах броуновского локального времени  𝑡̌(𝑡, 𝑥). 

 

§1. Результаты 

1.1. Случайная замена пространственной координаты 

  

В (0.1) перейдем к новой быстроосциллирующей пространственной 

координате с помощью случайной замены 

 

𝜑(𝑥) = 𝑎̂ ∫
𝑑𝑧

𝑎(𝑧/𝜀)

𝑥

0
 ,                                              (1.1) 

 

где  𝑎 ̂ > 0  - некоторая постоянная. 
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 Тогда 𝜑′(𝑥) =
1

𝑎(𝑥/𝜀)
> 0, поэтому существует обратная функция 

𝜑−1(𝑥):  если  𝜑(𝑥) = 𝑦, то   𝑥 = 𝜑−1(𝑦). 

Теперь в (0.1) сделаем (случайную) замену переменной 𝑥 = 𝜑−1(𝑦) и 

введем обозначения: 

 

 𝑢𝜀(𝑡, 𝑥) = 𝑢𝜀(𝑡, 𝜑−1(𝑦)) = 𝑢̃𝜀(𝑡, 𝑦),  𝑎(𝑥/𝜀) = 𝑎(𝜑−1(𝑦)/𝜀) = 𝑎̃(𝑦/𝜀) ,  

𝑏(𝑥/𝜀) = 𝑏(𝜑−1(𝑦)/𝜀) = 𝑏̃(𝑦/𝜀),  𝑓(𝑥) = 𝑓(𝜑−1(𝑦)) = 𝑓(𝑦). 

 

Далее, заметив, что 
𝜕𝑢𝜀(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑥
=

𝜕𝑢̃𝜀(𝑡, 𝑦)

𝜕𝑦
∙

𝑎̂

𝑎̂(𝑦/𝜀)
 

𝜕

𝜕𝑥
(𝑎(𝑥/𝜀)

𝜕𝑢𝜀(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑥
) =

(𝑎̂)2

𝑎̃(𝑦/𝜀)

𝜕2𝑢̃𝜀(𝑡, 𝑦)

𝜕𝑦2
 

 

можем переписать задачу (0.1) в виде 

 

𝑏̃(𝑦/𝜀)
𝜕𝑢𝜀(𝑡,𝑦)

𝜕𝑡
=

(𝑎̂)2

𝑎̃(𝑦/𝜀)

𝜕2𝑢𝜀(𝑡,𝑦)

𝜕𝑦2
    ,                                 (1.2) 

                                                       𝑢̃𝜀(0, 𝑦) = 𝑓(𝑦) . 

 

Отметим также, что  если  𝑇𝜀(𝑥) = 𝑥/𝜀 , то  

 

𝜑(𝑥) = 𝑥𝑎̂ ∙
1

𝑇𝜀(𝑥)
∫

1

𝑎(𝑧)
𝑑𝑧

𝑇𝜀(𝑥)

0
→ 𝑥  (𝜀 → 0) 

 

с вероятностью единица (см. например, [3]), если постоянная 𝑎 ̂ = (〈𝑎−1〉)−1 . 

 Из сказанного следует, что задача об усреднении уравнения (0.1) при 

сделанных выше предположениях  сводится  к задаче об усреднении 

уравнения 
𝜕𝑢𝜀(𝑡,𝑥)

𝜕𝑡
=

1

2𝑎(𝑥/𝜀)

𝜕2𝑢𝜀(𝑡,𝑥)

𝜕𝑥2
 ,                                    (1.3) 

𝑢𝜀(0, 𝑥) = 𝑓(𝑥), 

 

при тех же условиях (как и в задаче (0.1)) на начальную функцию 𝑓(𝑥) и на 

случайный быстро осциллирующий коэффициент 𝑎(𝑥/𝜀) (мы здесь заново 

переобозначили пространственную переменную, коэффициенты и начальное 

условие задачи  (1.2) ).  

 Таким образом,  решение задачи об усреднении уравнения (0.1) сводится 

к задаче усреднения уравнения (0.2).  

 

1.2. Оператор Грина решения уравнения (0.2) и 

случайная замена времени 
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 Рассмотрим оператор Грина решения 𝑢𝜀(𝑡, 𝑥) уравнения (1.3) 

 

                             𝐺𝛼𝑓(𝑥) = ∫ 𝑒−𝛼𝑠𝑢𝜀(𝑠, 𝑥)𝑑𝑠
∞

0
 ,                             (2.1)  

где параметр  𝛼 > 0. 

 Если обозначим через 𝑥𝜀(𝑡) процесс с инфинитезимальным 

(производящим) оператором (0.4), то, по формуле Каца – Фейнмана   решение  

 𝑢𝜀(𝑠, 𝑥)  задачи (1.3) можно записывать в виде  

 

                                                     𝑢𝜀(𝑠, 𝑥) = 𝑀𝑥
(𝜀)

𝑓(𝑥𝜀(𝑠)) ,                                  (2.2) 

 

где знак 𝑀𝑥
(𝜀)

 означает усреднение (взятие условного математического 

ожидания) по всем, выходящим в начальный момент 𝑠 = 0 из точки 𝑥   

(𝑥𝜀(0) = 𝑥 ) траекториям процесса  𝑥𝜀(𝑠). 

 Следуя давно известным идеям случайной замены времени (см. 

например,  [5]) покажем, что таким процессом является процесс 

 

                                     𝑥𝜀(𝑡) = 𝑊(𝜏𝜀
−1(𝑡)),                                        (2.3) 

 

где 𝜏𝜀
−1(𝑡) −  обратная к определенной формулой (0.3) случайной времени 

𝜏𝜀(𝑡) функция (существование 𝜏𝜀
−1(𝑡) вытекает из того, что 𝜏𝜀

′ (𝑡) =
𝑎(𝑊(𝑠) 𝜀⁄ ) > 0 ), а 𝑊(𝑡) − стандартный винеровский процесс (броуновское 

движение). 

 Действительно, по определению инфинитезимального оператора 𝐴𝜀 

процесса 𝑥𝜀(𝑡), для любой функции 𝑔(𝑥), ограниченной и равномерно 

непрерывной вместе с производными первых двух порядков (𝑔(𝑥) ∈ 𝐶равн
(2)

 ), 

имеем    

   𝐴𝜀𝑔(𝑥) = lim
𝑡↓0

𝑀𝑥
(𝜀)

𝑔(𝑥𝜀(𝑡)) − 𝑔(𝑥)

𝑡
 =

= lim
𝑡↓0

𝑀𝑥
(𝜀)

𝑊(𝜏𝜀
−1(𝑡)) − 𝑔(𝑥)

𝑡
= lim

𝜏𝜀(𝑠)↓0

𝑀𝑥𝑔(𝑊(𝑠)) − 𝑔(𝑥)

𝜏𝜀(𝑠)
= 

= lim
𝑠↓0

𝑀𝑥 [
𝑔(𝑊(𝑠)) − 𝑔(𝑥)

𝑠
∙

𝑠

𝜏𝜀(𝑠)
] =

1

𝜏𝜀
′ (0)

∙
1

2

𝑑2

𝑑𝑥2
𝑔(𝑥) = 

 

=
1

2𝑎(𝑥 𝜀⁄ )
∙

𝑑2

𝑑𝑥2
𝑔(𝑥).                                 (2.4) 

 

В (2.4) (и всюду в дальнейшем) знак условного математического 

ожидания 𝑀𝑥 относится к стандартному винеровскому процессу 𝑊(𝑡), т.е.  𝑀𝑥 

означает взятие условного математического ожидания по всем, выходящим в 

начальный момент 𝑡 = 0  из точки 𝑥, траекториям винеровского процесса 

𝑊(𝑡) (𝑊(0) = 𝑥). 
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 Выше мы при вычислении предела сначала произвели случайную замену 

времени  𝑠 = 𝜏𝜀(𝑡),  после воспользовались тем, что если  𝑠 ↓ 0, то 𝜏𝜀(𝑠) ↓ 0 и 

наоборот, а также тем, что инфинитезимальным оператором стандартного 

винеровского процесса является оператор 𝐴 =
1

2
∙

𝑑2

𝑑𝑥2
   и    𝜏𝜀

′ (0) = 𝑎(𝑥/𝜀).  

 Соотношение (2.4)  показывает, что инфинитезимальным оператором 

процесса  𝑥𝜀(𝑡) действительно является определенный формулой (0.4) 

оператор 𝐴𝜀. 

 Подставляем теперь (2.2) в (2.1), после переходим к новой переменной 

интегрирования 𝜏𝜀(𝑡) по формуле (0.3). После, представив  𝜏𝜀(𝑡)  в виде 

 

                          𝜏𝜀(𝑡) = ∫ 𝑎(𝑊(𝑠)/𝜀)𝑑𝑠
𝑡

0
= 〈𝑎〉𝑡 + ∫ (𝑎(𝑊(𝑠)/𝜀) − 〈𝑎〉)𝑑𝑠

𝑡

0
, 

 

и введя обозначение 

                                         𝑌𝜀(𝑡) = 𝜀−
1

2 ∫ (𝑎(𝑊(𝑠)/𝜀) − 〈𝑎〉)𝑑𝑠
𝑡

0
,                (2.4) 

 

получим, что оператор Грина 𝐺𝛼𝑓(𝑥) уравнения (1.3) можно будет записывать 

в виде: 

 

𝐺𝛼𝑓(𝑥) = ∫ 𝑀𝑥
(𝜀)

(𝑒−𝛼𝑠𝑓(𝑥𝜀(𝑠)))𝑑𝑠

∞

0

= ∫ 𝑀𝑥[𝑒−𝛼𝜏𝜀(𝑡)𝑓(𝑊(𝑡))𝑎(𝑊(𝑡) 𝜀⁄ )]

∞

0

𝑑𝑡 = 

= ∫ 𝑒−𝛼〈𝑎〉𝑡

∞

0

𝑀𝑥[𝑒−√𝜀𝑌𝜀(𝑡)𝑓(𝑊(𝑡))(𝑎(𝑊(𝑡) 𝜀⁄ ) − 〈𝑎〉)]𝑑𝑡 + 

+ ∫ 𝑒−𝛼〈𝑎〉𝑡

∞

0

𝑀𝑥 (𝑒−√𝜀𝑌𝜀(𝑡)𝑓(𝑊(𝑡))) 𝑑𝑡 =  𝐺𝛼
(0)

𝑓(𝑥) + 𝐺𝛼
(1)

𝑓(𝑥), 

где  

𝐺𝛼
(0)

𝑓(𝑥) = ∫ 〈𝑎〉 𝑒−𝛼〈𝑎〉𝑡∞

0
𝑀𝑥 (𝑒−√𝜀𝑌𝜀(𝑡)𝑓(𝑊(𝑡))) 𝑑𝑡,                    (2.5) 

𝐺𝛼
(1)

𝑓(𝑥) = ∫ 𝑒−𝛼〈𝑎〉𝑡∞

0
𝑀𝑥[𝑒−√𝜀𝑌𝜀(𝑡)𝑓(𝑊(𝑡))(𝑎(𝑊(𝑡) 𝜀⁄ ) − 〈𝑎〉)]𝑑𝑡. (2.6) 

 

Далее заметим, что  

 

𝑀𝑥 (𝑒−√𝜀𝑌𝜀(𝑡)𝑓(𝑊(𝑡)))  = 𝑀 (𝑒−√𝜀𝑌𝜀(𝑡,𝑥)𝑓(𝑊(𝑡) + 𝑥)), 

 

где введено обозначение 

 

𝑌𝜀(𝑡, 𝑥) = 𝜀−
1

2 ∫ [𝑎((𝑊(𝑠) + 𝑥) 𝜀⁄ ) − 〈𝑎〉]𝑑𝑠
𝑡

0
.                 (2.4*) 
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 Изучим более подробно этот процесс. Для этого нам удобно будет 

воспользоваться свойствами броуновского локального времени 𝑡̌(𝑡, 𝑥)  

(подробности см. в [2] ).  Напомним определение 𝑡̌(𝑡, 𝑥)  и некоторых нужных 

нам его свойств. 

По определению, для всех  𝑡 ≥ 0  и   𝑥 ∈ 𝑅1, с вероятностью единица  

 

𝑡̌(𝑡, 𝑥) = lim
𝛿↓0

1

𝛿
∫ 𝜒(𝑥,𝑥+𝛿)(𝑊(𝑠))𝑑𝑠

𝑡

0
= lim

𝛿↓0

𝑚𝑒𝑠 {𝑠:𝑥≤𝑊(𝑠)<𝑥+𝛿,   𝑠≤𝑡}

𝛿
  ,           (2.7) 

 

где   𝜒𝐵(𝑦) − индикатор множества 𝐵:  𝜒𝐵(𝑦) = 1, 𝑦 ∈ 𝐵;  𝜒𝐵(𝑦) = 0, 𝑦 ∉ 𝐵. 
 По своему смыслу 𝑡̌(𝑡, 𝑥) есть мера Лебега времени, которое 

броуновская (винеровская) траектория проводит в точке  𝑥  за время 𝑡.   
 Известно (см. [2] и соответствующую литературную ссылку из [2]), что 

при каждом 𝑥 процесс  𝑡̌(𝑡, 𝑥), как процесс по параметру  𝑡, не убывает и для 

любой локально интегрируемой функции ℎ(𝑥) с вероятностью единица   для 

любого 𝑡 ≥ 0 выполняется равенство 

 

∫ ℎ(𝑊(𝑠))𝑑𝑠
𝑡

0
= ∫ ℎ(𝑥)𝑡̌(𝑡, 𝑥)

+∞

−∞
𝑑𝑥.                         (2.8) 

 

С помощью равенства  (2.8) процесс  𝑌𝜀(𝑡, 𝑥)  можем представить в виде 

 

𝑌𝜀(𝑡, 𝑥) = 𝜀−
1
2 ∫ [𝑎(𝑦 𝜀⁄ ) − 〈𝑎〉]𝑀𝑥 𝑡̌(𝑡, 𝑦)𝑑𝑦

+∞

−∞

= 

         = 𝜀−
1

2 ∫ 𝜀[𝑎(𝑦) − 〈𝑎〉]  𝑡̌(𝑡, 𝜀𝑦 + 𝑥)𝑑𝑦
+∞

−∞
= 𝜀

1

2 ∫ 𝑡̌(𝑡, 𝜀𝑦 + 𝑥)𝑑𝐹(𝑦)
+∞

−∞
, (2.9) 

 

где функция 

𝐹(𝑦) = − ∫ (𝑎(𝑧) − 〈𝑎〉)𝑑𝑧
∞

𝑦
 ,     y > 0, 

 

𝐹(𝑦) = ∫ (𝑎(𝑧) − 〈𝑎〉)𝑑𝑧
𝑦

−∞
 ,     y < 0. 

 

Функция (случайное поле) 𝐹(𝑦) имеет ограниченную вариацию, 𝐹(+∞)  =
𝐹(−∞) = 0. Существование же интеграла 

 

∫ (𝑎(𝑦) − 〈𝑎〉)𝑑𝑦

+∞

−∞

 

 

в среднеквадратичном смысле (или с вероятностью единица) вытекает из 

условия  ( см. [1], [6]) 

 

∫ ∫ 𝐾𝑎𝑎(𝑦1 − 𝑦2)
+∞

−∞
𝑑𝑦1𝑑𝑦2

+∞

−∞
< ∞                             (2.9) 
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где 𝐾𝑎𝑎(𝑦1, 𝑦2) - корреляционная функция случайного однородного поля 

𝑎(𝑦, 𝜔).  

Таким образом, для процесса  𝑌𝜀(𝑡, 𝑥) выполняются все условия теоремы 

3.1. из [2] ( [2 ], стр. 30,   или см. [7]). Эта теорема позволяет нам утверждать, 

что при  𝜀 ↓ 0  имеет место сходимость по распределению 

 

𝑌𝜀(𝑡, 𝑥) →  𝑑 ∙ 𝑊𝑥(𝑡̌(𝑡, 𝑥)),                                  (2.10) 

 

где 𝑡̌(𝑡, 𝑥) − броуновское локальное время, 𝑑 – определенная формулой  

 

𝑑 = (4 ∫ 𝐹2(𝑥)𝑑𝑦
+∞

−∞
)

1

2                                            (2.11) 

 

постоянная, а   𝑊𝑥(𝑠), 𝑠 ≥ 0,    𝑥 ∈ 𝑅1,   - семейство независимых стандартных 

винеровских процессов с  𝑊𝑥(0) = 𝑥 , 𝑀𝑊𝑥(𝑠) = 0, 𝑀𝑊𝑥
2(𝑠) = 𝑠 , причем это 

семейство не зависит от  𝑊(𝑠). 
 Для дальнейших наших исследований нам нужно будет введение 

следующих 𝜎 − алгебр (сигма – алгебр): 

 

𝐹=𝑡 = 𝜎{𝑊(𝑡)} = {𝑊(𝑡) ∈ 𝐵, 𝐵 ∈ 𝛽(𝑅)}, 

𝐹≤𝑡 = 𝜎{{𝑊(𝑠) ∈ 𝐵}, 𝑠 ≤ 𝑡, 𝐵 ∈ 𝛽(𝑅)} . 
 

где 𝛽(𝑅) −  борелевская   𝜎 − алгебра на прямой. По смыслу, 𝐹=𝑡 –
порожденная процессом (случайной величиной) 𝑊(𝑡) в момент времени 

𝑡   𝜎 −  алгебра, , а 𝐹≤𝑡– порожденная событиями {𝑊(𝑠) ∈ 𝐵}, 𝑠 ≤ 𝑡,                  
𝐵 ∈ 𝛽(𝑅) наименьшая 𝜎 −  алгебра . Очевидно, что 𝐹=𝑡 является под  𝜎 −
 алгеброй 𝐹≤𝑡. 

 Покажем, что 𝑊(𝑡) и 𝑌𝜀(𝑡, 𝑥), значить и 𝑒−√𝜀𝑌𝜀(𝑡,𝑥), являются 

независимыми (как случайные величины). 

 Действительно, по свойствам условного математического ожидания 

относительно 𝜎 − алгебр 

𝑀(𝑌𝜀(𝑡, 𝑥) 𝐹=𝑡⁄ ) = 𝑀𝑌𝜀(𝑡, 𝑥), 

𝑀[𝑌𝜀(𝑡, 𝑥)𝑓(𝑊(𝑡) + 𝑥)] = 𝑀[𝑀(𝑌𝜀(𝑡, 𝑥)𝑓(𝑊(𝑡) + 𝑥) 𝐹=𝑡⁄ )] = 

= 𝑀[𝑓(𝑊(𝑡) + 𝑥)𝑀(𝑌𝜀(𝑡, 𝑥) 𝐹=𝑡⁄ )] = 𝑀𝑓(𝑊(𝑡) + 𝑥) ∙ 𝑀𝑌𝜀(𝑡, 𝑥). 

  

Вместе с тем, по формуле Каца – Фейнмана (или см. [1]), что функция 

 

𝑢(𝑡, 𝑥) = 𝑀𝑥𝑓(𝑊(𝑡)) = 𝑀𝑓(𝑊(𝑡) + 𝑥) 

 

является решением уравнения  

 
𝜕𝑢(𝑡,𝑥)

𝜕𝑡
=

1

2

𝜕2𝑢(𝑡,𝑥)

𝜕𝑥2
,   𝑢(0, 𝑥) = 𝑓(𝑥).                               (2.12) 
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Легко проверяется также, что функция  𝑢̅(𝑡, 𝑥) = 𝑢(𝑡 〈𝑎〉, 𝑥⁄ ) является 

решением усредненного уравнения 

 
𝜕𝑢(𝑡,𝑥)

𝜕𝑡
=

1

2〈𝑎〉

𝜕2𝑢(𝑡,𝑥)

𝜕𝑥2
,     𝑢̅(0, 𝑥) = 𝑓(𝑥).                          (2.13) 

 

 Учитывая вышесказанные, мы можем записывать 𝐺𝛼
(0)

𝑓(𝑥)   в виде 

 

𝐺𝛼
(0)

𝑓(𝑥) = ∫ 𝑒−𝛼𝑠𝑢̅(𝑠, 𝑥)𝑑𝑠
∞

0
− √𝜀 ∫ 𝑒−𝛼𝑠𝑌𝜀(𝑠 〈𝑎〉, 𝑥⁄ )𝑢̅(𝑠, 𝑥)𝑑𝑠

∞

0
+ 𝑜(√𝜀). 

(2.14) 

 

Проанализируем теперь  𝐺𝛼
(1)

𝑓(𝑥). 

Воспользовавшись независимостью 𝑊(𝑡)  и  𝑒−√𝜀𝑌𝜀(𝑡,𝑥), можем написать: 

 

𝐺𝛼
(1)

𝑓(𝑥) = ∫ 𝑒−𝛼〈𝑎〉𝑡𝑀𝑒−√𝜀𝑌𝜀(𝑡,𝑥)𝑀𝑥[𝑓(𝑊(𝑡))(𝑎(𝑊(𝑡)/𝜀) − 〈𝑎〉)]𝑑𝑡
∞

0
. 

 Заметим, что 

𝑀𝑒−√𝜀𝑌𝜀(𝑡,𝑥) = 𝑒
1

2
𝜎𝑌𝜀

2 (𝑡,𝑥)∙𝜀
, 

 

где  𝜎𝑌𝜀

2 (𝑡, 𝑥) – дисперсия процесса 𝑌𝜀(𝑡, 𝑥): 𝜎𝑌𝜀

2 (𝑡, 𝑥)  = 𝐷𝑌𝜀(𝑡, 𝑥). 

Кроме того, обозначив через 𝑝(𝑡, 𝑥, 𝑦) фундаментальное решение уравнения 

(2.12), имеем 

 

𝑀𝑥[𝑓(𝑊(𝑡))(𝑎(𝑊(𝑡)/𝜀) − 〈𝑎〉)] = 𝜀𝑀𝑥[𝑓(𝑊(𝑡))(𝜀−1(𝑎(𝑊(𝑡)/𝜀) − 〈𝑎〉))] = 

= 𝜀 ∫ 𝑓(𝑦 + 𝑥)𝜀−1(𝑎((𝑦 + 𝑥) 𝜀⁄ ) − 〈𝑎〉)𝑝(𝑡, 0, 𝑦)𝑑𝑦

+∞

−∞

→ 

→ 𝜀 ∫ 𝑓(𝑦)𝜉𝑎(𝑦)𝑝(𝑡, 𝑥, 𝑦)𝑑𝑦

+∞

−∞

 

при 𝜀 ↓ 0,  потому что для любого фиксированного 𝑦 при  𝜀 ↓ 0    поле 

𝜀−1[𝑎(𝑦/𝜀) − 〈𝑎〉] слабо сходится к некоторому 𝜉𝑎(𝑦):   
 

𝜀−1[𝑎(𝑦/𝜀) − 〈𝑎〉] → 𝜉𝑎(𝑦)  (𝜀 ↓ 0 ).      
 

Сказанное позволяет нам представить 𝐺𝛼
(1)

𝑓(𝑥) в виде 

 

𝐺𝛼
(1)

𝑓(𝑥) = ∫ 𝑒−𝛼𝑠(𝜀 ∫ 𝑔(𝑠, 𝑥, 𝑦)𝑑𝑦
+∞

−∞
)𝑑𝑡

∞

0
, 
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причем (зависящий от s и x) внутренний интеграл ограничен некоторой 

константой. Это значит, что 𝐺𝛼
(1)

𝑓(𝑥) при 𝜀 ↓ 0 будет порядка   𝜀 , т.е. 

𝐺𝛼
(1)

𝑓(𝑥) = 𝑜(√𝜀) при   𝜀 ↓ 0 .    
 Подставляя теперь найденные выражения в (2.5) и переходя к обратному 

преобразованию, получим: 

 

𝑢𝜀
∗(𝑡, 𝑥) = 𝜀−

1
2(𝑢𝜀(𝑡, 𝑥) − 𝑢̅(𝑡, 𝑥)) = 𝑌𝜀(𝑡 〈𝑎〉⁄ , 𝑥)𝑢(𝑡 〈𝑎〉⁄ , 𝑥) + 𝑜(√𝜀), 

 

или, по другому, можем утверждать, что нормированное решение    𝑢𝜀
∗(𝑡, 𝑥) =

𝜀−
1

2(𝑢𝜀(𝑡, 𝑥) − 𝑢̅(𝑡, 𝑥)) асимптотически нормальна с нулевым средним и 

дисперсией 𝜎𝑌𝜀

2 𝑢̅2(𝑡, 𝑥). 

 Сформулируем теперь вкратце полученный в данной работе основной 

результат. 

 В данной работе исследовано вероятностное асимптотическое 

поведение при 𝜀 ↓ 0 решения задачи (0.1) в предположении, что быстро 

осцилирующий случайный однородный коэффициент  удовлетворяет нужным 

свойствам существования и гладкости решения. В  §1 задача (0.1) сведена к 

решению аналогичной, но более простой,  задачи (0.2). Далее изучен  оператор 

Грина решения (0.2), при этом примененяя метод случайной замены времени 

и свойств броуновского локального времени получен основной результат об 

осредняемости оператора правой части уравнения (0.2), или, по другому 

говоря, доказана асимптотичекая нормальность (с нулевым математическим 

ожиданием и конечной дисперсией) нормированного подходящим образом 

решения уравнения (0.2). При этом получен явный вид предельной конечной 

дисперсии в терминах связанной с решением уравнения (0.2) броуновского 

локального времени. 

 

Обсуждение. 

 Полученные нами результаты согласуются и подтверждают результатов 

работ [4], [8], [9]. 

Например, в хорошо известной работе [9], когда коэффициенты 

являются однородными случайными полями (с помощью введения 

специальных, так называемых гармонических координат), показано, что 

усредненным оператором правой части уравнения (0.1) является оператор 

 

                                                     𝐻̅ = (〈𝑎−1〉)−1  
𝜕2

𝜕𝑥2
 .  

 

Этот результат в данной работе подтвержден нами другими методами.  

 Отметим также, что в работе [4] рассмотрена аналогичная (0.1) задача 

для волнового уравнения: 
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𝑏(𝑥 𝜀⁄ )
𝜕2𝑢𝜀(𝑡,𝑥)

𝜕𝑡2
=

𝜕

𝜕𝑥
(𝑎(𝑥 𝜀⁄ )

𝜕𝑢𝜀(𝑡,𝑥)

𝜕𝑥
),                                 (2.15) 

𝑢𝜀(0, 𝑥) = 𝑓(𝑥),   
𝜕𝑢𝜀(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
|

𝑡=0
= ℎ(𝑥). 

 

При этом предполагается, что коэффициенты 𝐾̅(𝑦) =
{𝑎(𝑦, 𝜔), 𝑏(𝑦, 𝜔)} удовлетворяют всем условиям нашей задачи (0.1). Кроме 

того, они дополнительно являются также 𝑚 – зависимыми ( т.е. для всех 

𝑦1, … , 𝑦𝑛,    |𝑦𝑖 − 𝑦𝑗| > 𝑚,   𝐾̅(𝑦𝑖) и 𝐾̅(𝑦𝑗) - независимые случайные поля).   

 Далее, обозначив через 𝑢𝜀(𝑡, 𝑥)   решение волнового уравнения (2.15), 

через 𝑢̅(𝑡, 𝑥) – решение соответствующего осредненного уравнения  

 

〈𝑏〉
𝜕2𝑢(𝑡,𝑥)

𝜕𝑡2
= (〈𝑎−1〉)−1 𝜕2𝑢(𝑡,𝑥)

𝜕𝑥2
,  𝑢̅(0, 𝑥) = 𝑓(𝑥),    

𝜕𝑢(𝑡,𝑥)

𝜕𝑡
|

𝑡=0
= ℎ(𝑥), 

 

и определив для гладкой неслучайной финитной функции Ф(𝑡, 𝑥) 

произведение   (𝐹(𝑡, 𝑥), Ф(𝑡, 𝑥)) соотношением 

 

(𝐹(𝑡, 𝑥), Ф(𝑡, 𝑥)) = ∫ ∫ 𝐹(𝑡, 𝑥)Ф(𝑡, 𝑥)𝑑𝑡𝑑𝑥
+∞

−∞

∞

0
, 

 

в [4] получен следующий основной результат: при 𝜀 ↓ 0 

 

(𝑢𝜀
∗(𝑡, 𝑥), Ф(𝑡, 𝑥)) = 𝜀−

1
2(𝑢𝜀(𝑡, 𝑥) − 𝑢̅(𝑡, 𝑥), Ф(𝑡, 𝑥)) 

 

асимптотически нормальна с нулевым математическим ожиданием и 

конечной дисперсией. Отметим, что при этом не был указан явный вид 

формулы вычисления предельной дисперсии. 

  В дальнейшем, в работе [8], с помощью известной, связывающей 

решения задач (2.15) и (0.2) формулы, результаты работы [4] перенесены на 

случай уравнения (0.2). Но при этом, в отличие от  [4], здесь уже была указана 

явная формула для вычисления предельной дисперсии. 

 В данной нашей работе, в отличие от вышеназванных работ, мы не 

предполагаем  𝑚 – зависимости коэффициентов рассматриваемых уравнений. 

Кроме того, мы в основном опираемся на метод случайной замены времени и 

на некоторые тонкие свойства броуновского локального времени. Вообще 

следует сказать, что к настоящему времени хорошо известны много 

фундаментальных результатов о локальных временах не только броуновского 

движения, но и других более общих, в частности для широкого класса 

марковских, процессов. Некоторые представления об этих и других 

результатах можно получить, например,  ознакомившись  работами [10- 15].  

По нашему мнению, одним из основных направлений распространения наших 

результатов является рассмотрение задач с операторами, связанными с 

отличными от броуновского движения процессами и локальными временами. 
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