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Аннотация. В данной статье рассматривалось численное моделирование 

многокомпонентного многофазного течения в пористых средах. Записав закон 
сохранения массы для каждого компонента, получена система нелинейных 
уравнений, которая была линеаризована методом Ньютона-Рафсона и решался 
итерационным методом GMRES. Для достижения лучшей сходимости был 
использован предобуславливатель ILU(0). В результате, для численного решения 
данной задачи использовался полностью неявная схема, называемая алгоритмом 
Ньютона-ILU0-GMRES. Был разработан параллельный алгоритм с использованием 
технологии MPI. К тому же, были произведены сравнения времени выполнения 
программы собственной реализации и программы с использованием готовой 
библиотеки PETSc.  

Ключевые слова: многокомпонентное многофазное течение, Метод Ньютон-
Рафсона, метод GMRES, параллельное программирование, технология MPI. 
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1 Введение 
Развитие высокопроизводительных вычислений позволяет человечеству 

решать основные научные и прикладные проблемы в различных областях. Расчет 
таких задач на сетках с большим количеством ячеек требует больших ресурсов. 
Суперкомпьютеры могут, например, быть загружены задачами моделирования 
погоды и прогноза климата, экономическими процессами, акустическими задачами, 
гидродинамикой, производством медицинских препаратов, биологическими 
исследованиями. Технологические достижения в этих областях связаны с тем, 
насколько правильно и успешно используются компьютерные вычисления. 

Использование суперкомпьютеров позволяет значительно ускорить решение 
задач при использовании численных методов. Одной из таких задач является 
прогноз добычи нефти и газа на конкретных месторождениях нефти и газа. 
Моделирование многокомпонентного многофазного течения жидкости (нефти и 
газа) в пористой среде (в нефтяных пластах) является актуальной и в то же время 
сложной задачей гидродинамического моделирования. Для решения таких задач 
используются различные методы и схемы [1-4], некоторые из которых являются 
итерационными методами для решения линейных систем [5-8]. 

Для ускорения научных расчетов используются различные технологии, такие 
как OpenMP [9,10], MPI [11,12], OpenCL [13], CUDA [14,15] и фрагментированное 
программирование [12,16]. 

В этой статье мы решаем систему уравнений с помощью метода Ньютона-
Рафсона, на каждой итерации которой система алгебраических уравнений решается 
с помощью обобщенного метода минимальных невязок (GMRES) с 
предобуславливанием ILU(0). Параллельное приложение для решения этой задачи с 
помощью метода Newton-ILU(0)-GMRES реализовано с использованием технологии 
MPI, которая является основным инструментом при разработке параллельных 
программ для суперкомпьютеров.  

 
2 Математическая модель и численный метод 
Рассматриваемая модель многофазного многокомпонентного течения в 

пористых средах позволяет моделировать такие современные методы добычи 
углеводородов, как закачка теплоносителя в нефтяной пласт, сжигание, закачка 
химических реагентов (полимер, поверхностно-активное вещество) и другие. 

Рассмотрим математическую модель многокомпонентного течения 
трехфазной жидкости в пористой среде. Запишем закон сохранения массы для 
каждого компонента [2,3]: 

 
(ఠܵఠߦ ߶)߲

ݐ߲ + ߘ ∙ (ఠݑఠߦ) =  ,ఠݍ
డ(థൣ௫೘എకഎௌഎା௫೘೒క೒ௌ೒൧)

డ௧
+ ߘ ∙ ൫ݔ௠ఖߦఖݑఖ + ௚൯ݑ௚ߦ௠௚ݔ =  ௠         (1)ݍ

ఈݑ = − ௞ೝഀ
ఓഀ

ఈ݌ߘ)݇ − ߙ ,(ݖߘ℘ఈߩ = ߱, ,ߧ ݃.    (2) 

∑ே೎
௠ୀଵ ௠ఖݔ = 1,   ∑ே೎

௠ୀଵ ௠௚ݔ = 1.            (3) 
ܵఠ + ܵఖ + ௚ܵ = 1.                (4) 
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௖௢ఠ݌ = ఖ݌ − ௖௚ఖ݌ , ఠ݌ = ௚݌ − ఖ݌ .    (5) 
௠݂ఖ൫݌ఖ , ଵఖݔ , ,ଶఖݔ … , ே೎ఖ൯ݔ = ௠݂௚൫݌௚, ,ଵ௚ݔ ,ଶ௚ݔ … ,  ே೎௚൯,       (6)ݔ

௠݂ఈ = ௠ఈ߮௠ఈݔఈ݌ , ݉ = 1,2, … , ௖ܰ ߙ , = ,ߧ ݃. 
 
m=1.2,..., ௖ܰ , где ߦ௪ − молярная плотность водной фазы, ܵ௪ ,  ܵ௢ , ௚ܵ − 

насыщенность водной, нефтяной и газовой фаз, ݍ௪ , ௠ݍ −  молярные скорости потока 
воды и m-й компонент соответственно, ௠݂ఖ  и ௠݂௚  функции летучести.  

Распределение химических компонентов в углеводородной фазе описывается 
методом K-значения [17]. Термодинамическое поведение жидкостей в пластовых 
условиях описывается уравнениями состояния Пенга-Робинсона [18]. 

Система нелинейных уравнений (1) - (6) была линеаризована методом 
Ньютона-Рафсона. 

В (݈+1)-м слое итерационного процесса Ньютона значение неизвестных 
обновляется по следующему закону [3]: 

 
௠௢ݔ

௡ାଵ,௟ାଵ = ௠௢ݔ
௡ାଵ,௟ +△ ௠௢ݔ

௡ାଵ,௟ାଵ, ݉ = 1,2, … , ௖ܰ − 1, 
ɀ௠௢

௡ାଵ,௟ାଵ = ɀ௠௢
௡ାଵ,௟ +△ ɀ௠௢

௡ାଵ,௟ାଵ,  ݉ = 1,2, … , ௖ܰ − 1, 
௡ାଵ,௟ାଵܮ = ௡ାଵ,௟ܮ +△  ,௡ାଵ,௟ାଵܮ

௡ାଵ,௟ାଵܨ = ௡ାଵ,௟ܨ +△  ,௡ାଵ,௟ାଵܨ
ܵ௡ାଵ,௟ାଵ = ܵ௡ାଵ,௟ +△ ܵ௡ାଵ,௟ାଵ, 
௡ାଵ,௟ାଵ݌ = ௡ାଵ,௟݌ +△  .௡ାଵ,௟ାଵ݌

 
Полученная система линейных уравнений (7) приводится к виду  
 

ݔܣ    = ܾ,                                                      (8) 
 

и решается итерационным методом GMRES [19], который является одним из 
популярных методов подпространств Крылова [20]. 

Чтобы уменьшить количество итераций метода, была использована 
предобуславливание - явная или неявная модификация системы линейных 
уравнений, позволяющая упростить ее решение. Одним из широко используемых 
методов поиска предобусловливателя является неполное LU-разложение (ILU) 
исходной матрицы A [21]. В результате для численного решения данной задачи для 
решения системы линейных уравнений (8) используется полностью неявная схема, 
называемая алгоритмом Ньютона-ILU0-GMRES, что означает сочетание метода 
Ньютона-Рафсона и алгоритма GMRES с предобуславливанием ILU0 для 
разработки надежных и эффективных алгоритмов.  

 
3 Параллельный алгоритм 
Для реализации параллельного алгоритма метода GMRES, нужно выяснить 

части вычислений, которые могут быть основой параллелизации.  
Например, алгоритм GMRES состоит из следующих шагов: 
a) Инициализация. Выбор ݔ଴, вычисление ݎ = ܾ − ݓܲ ଴, решениеݔܣ =  и ݎ

расчет ݒଵ = ௪
‖௪‖మ
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b) Итерации Арнольди. m шагов итераций, j=1,2,…,m. Конкретный 
алгоритм Арнольди выглядит следующим образом: 

 
for i=1, …,m 

ݓܲ =  ௜ݔܣ
for k=1, …,i 

ℎ௞,௜ = ,ݓ)  (௞ݒ
ݓ = ݓ − ℎ௞,௜ݒ௞ 
݁݊݀ ݇ 
ℎ௜ାଵ,௜ =  ଶ‖ݓ‖

௝ାଵݒ =  
ܹ

ℎ௜ାଵ,௜
 

end i 
 
c) Расчет приближенного решения ݔ௠ = ଴ݔ + ܳ௡,௠ݕ௠. Здесь: ݕ௠ 

минимизация ‖ߦߚ − ݊ ଶ; ܳ௡,௞ матрица размера‖ݕ௠,௠ܪ × ݇, вектор-столбец матрицы 
состоит из ортогональных векторов ݒଵ,ݒଶ, … ,  .௠௠ – Хессенбергова матрицаܪ ,௞ݒ

d) Определение. Вычислить ݎ௠ = ܾ −  ௠, Остановить если условиеݔ
сходимости выполнено, в противном случае выбрать ݔ଴ =  (௠ и вернуться к шагу aݔ
для пересчета.  

В данном алгоритме есть общие операции, такие как умножение матрицы на 
матрицу, умножение матрицы на вектор, умножение вектора на вектор и вычисление 
векторной нормы на этапах a), b) и c), эти операции могут быть реализованы 
параллельно с разделением данных.  

На этапах a) и b) алгоритма GMRES в качестве предобусловливателя ILU0 
использовался P, который был найден при разложении матрицы A с помощью 
алгоритма мелкозернистой факторизации ILU. 

 
4 Существующие библиотеки 
Выбранны нами метод GMRES реализован на некоторых библиотеках, таких 

как Intel MKL, MATLAB, PETSc. В данной работе рассматривался библиотека 
PETSc, так как в данном инструменте реализованы параллельные версии разных 
методов решения линейных и нелинейных уравнений.  

PETSc (Portable, Extensible Toolkit for Scientific Computation) - переместимый, 
расширимый инструментарий для научных вычислений. В PETSc реализован метод 
GMRES, который был выбран в качестве решателя СЛАУ на каждой итераций 
Ньютон-Рафсона. 

В ходе ознакомления было выявлено, что на PETSc нет возможности 
использовать предобуславливатель ILU в параллельной программе, вместо этого по 
умолчанию используется блочный предобуславливатель Якоби.  
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5 Результаты тестирования 
5.1 Сравнение с библиотекой PETSc 
Тесты и сравнение результатов работы собственной программы и программы 

с использованием библиотеки были проведены на локальном компьютере и 
показаны в нижеследующей таблице: 

 
Таблица 1. Сравнение времени выполнения программ 
 

Количество процессов Собственная реализация, с PETSc, с 
np=1 6,11 3,21 
np=2 35,64 52,45 
np=4 23,24 128,13 
np=8 36,18 277,25 

 
Тесты проводились на матрице размерности 3000х3000, которая соответсвует 

случаю, когда количество узлов разностной схемы равнялось 500. Как видно из 
таблицы, при параллельных расчетах собственная реализация метода считает 
быстрее, чем программа с использованием PETSc. 

 
5.2 Результаты тестирования параллельного алгоритма 
Для оценки эффективности параллельной версии метода GMRES была 

реализована параллельная программа с использованием стандарта MPI. Испытания 
проводились на суперкомпьютере MVS-10P Межведомственного 
суперкомпьютерного центра РАН, который включает в себя узлы с двумя 
процессорами Xeon X5450 и 8 ГБ оперативной памяти для каждого узла. 
Тестирование параллельной программы проводилось на матрицах, 
соответствующих случаям, когда количество узлов разностной схемы 
варьировалось в диапазоне от 500 до 8000. Параметры матрицы приведены в таблице 
2. 

 
Таблица 2. Описание матриц 
 
Матрицы #1 #2 #3 #4 #5 

Количество узлов 500 1000 2000 4000 8000 

Размер матрицы A 3000х3000 6000х6000 12000х12000 24000х24000 48000х48000 

 
Результаты теста показаны в таблице 3. 
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Таблица 3. Время выполнения параллельной программы 
 

Матрица  #1 #2 #3 #4 #5 

Последовательная программа np=1 3,74 48,38 334,24 1 688,74 20 219,34 

MPI np=8 1,19 7,57 53,82 394,74 2 942,02 

np=64 2,59 12,03 64,16 389,68 2 565,59 

np=128 2,95 12,66 65,25 395,58 2 569,01 

np=256 4,39 17,29 82,75 450,28 2 798,32 

np=512 11,53 42,56 202,01 866,98 4 185,07 

  
Как видно из результатов теста, на маленьких размерах параллельная 

программа получила самое короткое время выполнения на 8 процессах. По мере 
увеличения размера задачи параллельное приложение, работающее на 64 процессах, 
имеет самое короткое время вычислений, но оно не сильно отличается от времени 
выполнения параллельной программы, работающей на 8, 128 и 256 процессах. Это 
связано с тем, что с увеличением числа процессов время подсчета на каждом 
процессоре уменьшается, а время, затрачиваемое на коммуникации, увеличивается.  

Можно увидеть, что время выполнения на 64 и 128 процессах примерно 
одинаковые. Это объяснятся тем, что на 64 процессах время коммуникаций меньше 
чем время вычислений, а в 128 процессах наоборот, но в сумме получаемые 
результаты сопостовимы. 

 

 
 

Рисунок 1. Ускорение параллельного алгоритма 
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На матрице #1 при 256 и 512 процессах параллельная программа считает 
медленне, чем последовательная. Но при увеличении размера задачи время 
выполнения параллельной программы уменьшается в соотношении с 
последовательной. Данная закономерность дает возможность прогнозировать что с 
увеличением размера матрицы, на больших количествах процессов ускорение тоже 
увеличивается. На рисунке 1 показано ускорение параллельной программы. Можно 
сделать вывод, что параллельный алгоритм метода имеет смысл запускать на 
большом количестве процессоров, только на больших размерах, которые не могут 
поместиться в память одного узла. 

 
6 Заключение 
Мы рассмотрели параллельную реализацию алгоритма Newton-ILU0-GMRES 

для многофазной многокомпонентной задачи фильтрации масла. Испытания 
проводились для разных размеров узла и количества процессов. Исследование 
показало, что на большом количестве процессов программу MPI лучше всего 
запускать на задаче большой размерности. В дальнейшем планируется рассмотреть 
другие варианты метода для улучшения эффективности параллельного алгоритма. 
В частности, планируется вместо итерации Арнольди рассмотреть другие варианты. 
Также планируется разработать фрагментированный алгоритм, что позволит не 
затрачивать время на реализацию коммуникаций. 

Работа выполнена при поддержке комитета по финансированию науки 
Министерства образования и науки Казахстана, гранты №. AP05134651 и 
BR05236340 
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