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Рассматривается задача оптимального управления нестационарными нелинейными система-
ми с закрепленными концами траекторий. Получен алгоритм управления для одного класса
нелинейных систем с ограничениями на управления на конечном отрезке времени.
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The problem of optimal control with the fixed ends of trajectories is considered. The algorithm

of control for one class of nonlinear systems with restrictions on controls on a final interval of time
is received.
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Введение. Математическая теория процессов управления возникла из потребностей
прикладных дисциплин. Ее развитие началось с создания средств управления движени-
ем и конструирования автоматических устройств различного назначения. Теория процессов
управления используется при исследовании динамики робототехнических и электроэнерге-
тических систем, химических и ядерных реакторов, биологических и экологических процес-
сов, экономических и финансовых моделей. В настоящее время теория процессов управле-
ния применяется также при создании коммуникационных систем и конструировании средств
автоматизации новых поколений с использованием компьютерной техники и передовых ин-
формационных технологий.

В основе решения задач оптимального управления лежит принцип максимума Понтря-
гина (решение сводится к соответствующей краевой задаче) [1, 2] и динамическое програм-
мирование (задача сводится к решению уравнения Беллмана) [3].

Основной проблемой современной теории управляемых движений является решение за-
дач синтеза управлений с учетом различных ограничений. Эта проблема чрезвычайно акту-
альна, но еще недостаточно разработана. Теория может привести к новым направлениям в
динамической оптимизации, теории дифференциальных уравнений, вычислительной мате-
матике. Разработка различных способов построения алгоритмов управления, обладающих
необходимыми для приложений свойствами, является актуальной задачей современных ин-
формационных технологий [4].

Работа выполнена при частичной финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных иссле-
дований (код проекта 12-01-06050-г).
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В настоящей работе предлагается конструктивный метод построения синтезирующего
управления для нелинейной управляемой системы, основанный на принципе обратной связи
с учетом ограничений на управления [5, 6].
Постановка задачи. Рассмотрим класс нелинейных управляемых систем вида

ẋ = A(t)x + B(t)u + d(x, t) + f(t), t ∈ (t0, T ), x(t0) = x0, x(T ) = xT ; (1)

u(t) ∈ U(t) = {u|α(t) ≤ u(t) ≤ β(t), t ∈ (t0, T ), α,β ∈ C[t0, T ] } ⊂ L2((t0, T ), Rm), (2)

где x(t) — вектор состояния объекта управления размерности n × 1; u = u(x, t) — вектор
управляющих воздействий размерности m× 1; f(t) — заданная вещественная, непрерывная
и ограниченная при t ∈ [t0, T ] векторная функция размерности n×1; A(t), B(t) — заданные
непрерывные и ограниченные матрицы размерности n×n, n×m соответственно; d(x, t) —
заданный непрерывный по (x, t) и ограниченный при t ∈ [t0, T ] вектор размерности n × 1;
x0, xT — заданные векторы.

Обозначим через Δ(t0, T, x0,xT ) множество допустимых пар {x(t), u(t)}:
Δ(t0, T, x0,xT ) = {(x,u) : u(t) ∈ U(t), ẋ = A(t)x + B(t)u + d(x, t) + f(t),

t0 < t < T, x(t0) = x0, x(T ) = xT} . (3)

Пусть на множестве допустимых пар (3) задан функционал

J(x, u) =
1

2

T∫
t0

[(x − xT )∗Q(t)(x − xT ) + (u − uT )∗R(t)(u − uT )] dt, (4)

где Q(t), R(t) — заданные симметричные непрерывные и ограниченные матрицы размерно-
сти n × n и m × m соответственно, удовлетворяющие условию Q(t) ≥ 0 (неотрицательно-
определенная матрица); R(t) > 0 (равномерно положительно-определенная матрица).
Задача: найти синтезирующее управление ũ(x, t), такое что соответствующая ему пара

(x̃(t), ũ(t)) ∈ Δ(t0, T,x0,xT ) и доставляет минимальное значение функционалу (4).
Для решения поставленной задачи с помощью множителей Лагранжа специального вида

образуем вспомогательный функционал. Для этого прибавим к выражению для функцио-
нала (4) систему дифференциальных уравнений (1) с множителем λ = K(t)(x − xT ) + q(t)
и выражение λ∗

1(α−u) + λ∗
2(u−β), где λ1 ≥ 0; λ2 ≥ 0. В результате получаем функционал

L(x,u) =

T∫
t0

[
1

2
(x − xT )∗Q(t)(x − xT ) +

1

2
(u − uT )∗R(t)(u − uT ) + (K(t)(x − xT )+

+q(t))∗(A(t)x + B(t)u + d(x, t) + f(t) − ẋ) + λ∗
1(x, t)(α(t) − u) + λ∗

2(x, t)(u − β(t))] dt, (5)

где q(t) — вектор размерности n × 1; K(t) — симметричная положительно-определенная
матрица размерности n × n.

Множитель λ = K(t)(x − xT ) + q(t) снимает ограничения, налагаемые на допустимые
пары {x(t), u(t)} в виде системы дифференциальных уравнений (1), а функции {λ1(x, t),
λ2(x, t)} — соответствующие ограничения, налагаемые на управления (2).

Для рассматриваемой задачи метод множителей Лагранжа (принцип освобождения от
связей) состоит в следующем: исходная задача оптимального управления с ограничениями
сводится к другой задаче, но уже без ограничений. При этом новая задача формулируется
таким образом, чтобы ее решение являлось решением первоначальной задачи.
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Введем в рассмотрение следующие функции:

v(x, t) =
1

2
(x− xT )∗K(t)(x− xT ) + (x− xT )∗q(t),

∂v

∂x
= K(t)x + q(t),

M(x,u, t) =
1

2
(x− xT )∗[Q(t) + K̇(t)](x− xT ) +

1

2
(u− uT )∗R(t)(u− uT )+

+ (K(t)(x− xT ) + q(t))∗(A(t)x + B(t)u + d(x, t) + f(t)) + (x− xT )q̇(t)+

+ λ∗1(x, t)(α(t)− u) + λ∗2(x, t)(u− β(t)).

Тогда справедливо следующее представление функционала (5):

L(x,u) = v(x0, t0) +

T∫

t0

M(x,u, t)dt. (6)

Решение задачи. Алгоритм решения задачи реализуется путем задания матриц K(t),
W (t, T ) и функций {q(t), λ1(x, t), λ2(x, t)}, соответствующих условию допустимости пары
{x̃(t), ũ(t)}, т. е. {x̃(t), ũ(t)} ∈ ∆(t0, T, x0,x1).

Проведем выбор (K, W, q, λ1, λ2), так чтобы при каждом фиксированном t ∈ (t0, T )
функция M(x,u, t) достигала наименьшего значения на паре (x̃, ũ). Если при этом функ-
ция x̃ удовлетворяет дифференциальному уравнению (1) при управлении ũ = u(x, t) с
условиями (2), то пара (x̃(t), ũ(t)) является искомым решением поставленной задачи.

Методами дифференциального исчисления из (6) находим управление, доставляющее
минимальное значение функции M(x,u, t) в следующем виде:

ũ− uT = −R−1(t)[B∗(t)(K(t)(x− xT ) + q(t))− λ1(x, t) + λ2(x, t)]. (7)

Обозначим ϕ(x, t) = −R−1(t)[−λ1(x, t)+λ2(x, t)]. Тогда синтезирующее управление (7) при-
нимает вид

ũ− uT = −R−1(t)B∗(t)(K(t)(x− xT ) + q(t)) + ϕ(x, t). (8)

Множители λ1 ≥ 0, λ2 ≥ 0 заданы таким образом, чтобы выполнялись условия

λ∗1(x, t)(α(t)− ũ) = 0, λ∗2(x, t)(ũ− β(t)) = 0. (9)

Для этого осуществлен выбор λ1, λ2, ϕ в виде

λ1(x, t) = −R(t) inf(0, w(x, t)−α(t)), λ2(x, t) = −R(t) inf(0, β(t)− w(x, t)); (10)

ϕ(x, t) = − inf(0, w(x, t)−α(t)) + inf(0, β(t)− w(x, t)), (11)

где w(x, t) = uT −R−1(t)B∗(t)(K(t)(x̃(t)− xT ) + q(t)).
Матрицы K(t), W (t, T ), t ∈ [t0, T ] и функция q(t) заданы следующим образом:

K̇ + KA(t) + A∗(t)K −KB(t)R−1(t)B∗(t)K + Q(t) = 0, K(t0) = K0; (12)

Ẇ = WA∗
1(t) + A1(t)W −B1(t), W (T, T ) = 0; (13)

q̇ = −A∗
1(t)q−K(t)f1(t) + W−1(t, T )B(t)ϕ(x, t), q(t0) = W−1(t0, T )[x(t0)− xT − y(t0)]. (14)
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Здесь

A1(t) = A(t) + D(xT , t)−B(t)R−1(t)B∗(t)K(t), B1(t) = B(t)R−1(t)B∗(t),

f1(x− xT , t) = f(t) + d(x, t)−D(xT , t)(x− xT ) + AxT + BuT , D(xT , t) =
∂d

∂x
, x = xT .

Пусть существуют решения уравнений (11)–(13) и выполнены условия (8). Тогда диффе-
ренциальные уравнения, определяющие закон движения системы (1) с управлением ũ(x, t) =
w(x, t) + ϕ(x, t), можно представить в следующем виде:

ẋ = A1(t)(x− xT )−B1(t)q(t) + f1(x− xT , t) + B(t)ϕ(x, t), x(t0) = x0. (15)

Используя решения дифференциальных уравнений (13), (14), аналогично [5, 6] получаем,
что состояние системы (14), соответствующее управлению (8), в конечный момент времени
равно x(T ) = xT .

Действительно, выполнение краевых условий (2) следует из соотношения

x̃(t)− xT = W (t, T )q(t) + y(t), t ∈ [t0, T ],

где функция y(t) удовлетворяет дифференциальному уравнению

ẏ = A1(t)y + (W (t, T )K(t) + E) f1(x− xT , t), y(T ) = 0. (16)

Найдем минимальное значение функционала (6)

L(x̃, ũ) =
1

2
(x0 − xT )∗K(t0)(x0 − xT ) +

1

2
q∗(t0)W (t0, T )q(t0)+

+

T∫

t0

[
1

2
ϕ∗(x̃, t)R(t)ϕ(x̃, t) + y∗(t)K(t)f(t)

]
dt.

Результаты, полученные при решении поставленной задачи, сформулируем в виде сле-
дующего утверждения.

Теорема. Для оптимальности пары (x̃(t), ũ(t)) ∈ ∆(t0, T,x0,x1) в задаче (1), (2), (4)
необходимо и достаточно, чтобы:

1) функция x̃(t) удовлетворяла дифференциальному уравнению

ẋ = A1(t)(x− xT )−B1(t)q(t) + f1(x− xT , t) + B(t)ϕ(x, t) (17)

с условиями x(t0) = x0, x(T ) = xT ;
2) управление ũ(t) определялось формулой

ũ(x, t) = uT −R−1(t)B∗(t)(K(t)(x− xT ) + q(t)) + ϕ(x, t), (18)

где матрицы K(t),W (t, T ) являются решениями уравнений (11) и (12), функция q(t) удо-
влетворяет дифференциальному уравнению (13), а функция ϕ(x, t) определена в виде (10).

Алгоритм решения задачи на ПЭВМ. Опишем удобный для реализации на ПЭВМ
алгоритм решения задачи оптимального управления (1), (2), (4).
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1. Используя метод Рунге — Кутты, проинтегрировать систему дифференциальных урав-
нений (11), (12) для определения матриц K(t), W (t, T ) в интервале [t0, T ] с условиями
K(t0) = K0, W (T, T ) = 0.

Следует отметить, что K0 — произвольная симметричная положительно-определенная
(n × n)-матрица. При задании различных начальных условий K(t0) = K0 для матричного
дифференциального уравнения (12) получаем различные матрицы K(t) и W (t, T ). Однако
при этом получается одна и та же вектор-функция ũ(t) вида (17), поскольку задача име-
ет единственное решение. При вычислении вектор-функции q(t) по формуле (13) влияние
матрицы K(t) компенсируется.

2. Задать условия x(t0) = x0, x(T ) = xT и вычислить q(t0) = W−1(t0, T )(x(t0)− y(t0)).
3. Используя метод Рунге — Кутты, проинтегрировать систему дифференциальных урав-

нений (13), (15), (16) в интервале [t0, T ], задав начальные условия x(t0)=x0, y(T )=0, q(t0)=
W−1(t0, T )(x(t0)−y(t0)). В процессе интегрирования системы (13), (16) на печать необходимо
вывести графики оптимальной траектории x̃(t) и оптимального управления ũ(t). Если необ-
ходимо провести расчеты для новых условийx(t0)=x0, x(T )=xT , то повторить пп. 2, 3.

Заключение. Предложен новый подход построения синтезирующего управления, ос-
нованного на принципе обратной связи и приводящего динамическую систему в требуемое
состояние за конечное время при наличии ограничений на управления. Задача решена с
использованием множителей Лагранжа, зависящих от фазовых координат и времени. За
счет выбора λ0(x, t) = K(t)x+q(t) удается построить оптимальное управление по принципу
обратной связи, а λ1(x, t) ≥ 0 и λ2(x, t) ≥ 0 выбираются таким образом, чтобы были выпол-
нены условия дополняющей нежесткости в методе множителей Лагранжа.
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