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Решение уравнений (15) запишется в следующем виде: 
                                                                          (16) 

Здесь  определяется из расчетной энергии ударного устройства   

  

Скорость бойка 

                                                         (17) 

Энергия бойка при неподвижном корпусе: 
                                                               (18) 

Энергия бойка при подвижном корпусе: 

                    (19) 

Введем коэффициент , характеризующий влияния подвижности корпуса на 
кинетическую энергию бойка  

.                     (20) 

Максимальная величина коэффициента  и это возможно в случае отсутствие 
движение корпуса. Поэтому нетрудно заметить, что 

 
Подвижность корпуса непосредственно связано податливостью манипулятора, на 

котором навешано ударное устройство, поэтому  является показателем оценки фактической 
кинетической энергии к расчетной. В связи с этим коэффициент  рекомендуется принимать 
как одной из критериев для оценки параметров манипулятора (навески).  
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Рост производительности общественного труда непосредственно связан с развитием 

науки и техники, с созданием новых конструкций, многофункциональных машин, 
манипуляторов, промышленных роботов, машин и механизмов, обеспечивающих 
необходимые и надежные условия их работы. Современные высокоточные и 
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высокопроизводительные конструкции работающие, в сложных температурно-временных 
эксплуатационных условиях требуют выявления возможных отказов в целом или отдельных 
ее узлов еще на стадии проектирования. 

В данной статье разработан новый аналитический подход решения задач 
динамического расчета на прочность и жесткость робототехнических систем и механизмов. 
В работе исследовано напряженное деформируемое состояние звеньев подвижных 
стержневых систем, которые зависят от положения (от кинематических параметров звеньев) 
звеньев, поэтому рассмотрено напряженно-деформируемое состояние звеньев за полный 
цикл работы исследуемых систем. В связи с этим разработана кинематика исследуемых 
механизмов и манипуляторов, где использованы аналитические векторные методы 
кинематического анализа рычажных механизмов, а также для манипуляторов метод 
Денавита-Хартенберга, в котором выбираются специальные системы координат и 
используются однородные матрицы для определения кинематических характеристик. 

Во время движения стержневых механизмов в его звеньях появляются 
распределенные инерционные силы сложного характера. При возникновении таких нагрузок 
появляется ряд проблем, например: проблемы разрушения, обусловленные большими силами 
инерций; упругие деформации механизма могут быть значительными, что может вывести 
механизм из строя. Поэтому необходимо установить закономерности распределения 
поперечных и продольных инерционных сил и с собственного веса вдоль звеньев с 
постоянными сечениями. В данной работе впервые определяются связи между 
интенсивностями инерционных распределенных сил и собственного веса с геометрическими, 
физическими и кинематическими характеристиками звеньев [1]. Законы распределения 
инерционных сил и собственного веса, зависящие от кинематических характеристик звеньев, 
позволяют в каждом положении звеньев вывести законы распределения внутренних усилий 
по оси звена, по которым находятся напряжения в любой точке звена. Их максимальные 
значения позволяют оптимизировать конструктивные параметры звена, обеспечивающие 
прочность и жесткость звеньев и в целом робототехнических систем и механизма. 

Матрицы аппроксимации усилий составлены на основании найденных законов 
распределения инерционных сил и собственного веса, зависящие от кинематических 
характеристик звеньев, которые позволяют определять законы распределения внутренних 
усилий вдоль оси элемента [2]. Для этого записываются выражения усилий в виде полинома 
с постоянными коэффициентами. В зависимости от количества коэффициентов полинома 
определяется количество расчетных сечений. Поэтому впервые определены матрицы 
аппроксимации усилий элемента с постоянными сечениями, находящегося под действием 
поперечных и продольных распределенных нагрузок с интенсивностью соответственно 
трапецеидального вида, определяющие зависимости между вектором усилий в любом 
сечении элемента и вектором усилий в расчетных сечениях. 

Для упругого расчета на основе принципа Даламбера, механизм приводится к 
конструкции, степень подвижности которой равна нулю. Для определения внутренних 
усилий в звеньях (в элементах) расчетной схемы механизма, конструкция делится на 
элементы и узлы.  Элементами могут быть звено или часть звена, а узлами - шарниры, 
соединяющие смежные звенья и сечения, где приложены сосредоточенные внешние силы. 
Построена дискретная модель механизма [3]. Получено необходимое количество 
независимых уравнений равновесия для построенных дискретных моделей трех типов балок. 
При нагружении этих балок, распределенной трапецеидальной нагрузкой, количество 
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независимых динамических уравнений равновесия – четыре, а также получены уравнения 
равновесия дискретной модели элементов, где установлены связи между компонентами 
вектора усилий в расчетных сечениях и геометрическими, физическими и кинематическими 
характеристиками элемента при его плоскопараллельном движении. Узлы могут быть 
шарнирными и жесткими. Если в узлах все стержни соединены между собой шарнирно, то 
такие узлы назовем шарнирными, и уравнений равновесия для таких узлов будет два. Если в 
узле соединены хотя бы два стержня жестко (сюда относятся сечения, где приложены 
сосредоточенные внешние силы), то такие узлы назовем жесткими, и для таких узлов число 
уравнений равновесия будет равно трем. Получены уравнения равновесия шарнирных и 
жестких узлов при нагружениях элемента трапецеидальными распределенными нагрузками. 
Установлены связи между компонентами вектора усилий в расчетных сечениях смежных 
элементов и внешними сосредоточенными нагрузками, приложенными к этому узлу. 
Построена матрица динамических уравнений равновесия, которая состоит из уравнений 
равновесия элементов, узлов, а также построен силовой вектор элемента. 

Объединив уравнения равновесия элементов и узлов в одну систему, получим 
уравнения равновесия для всей дискретной модели механизма. Их можно записать в общем 
виде 

 
    FSA  .                                                     (1) 

         
Такие системы уравнений достаточны для определения внутренних усилий в звеньях 

механизмов, структура которых содержит статически определимые группы Ассура. 
Матрица уравнений равновесия  A для дискретной модели механизмов состоит из 

матриц уравнений равновесия отдельных их элементов, а также из уравнения равновесия их 
узлов. Матрица уравнений равновесия  A дискретных моделей механизмов выглядит 
следующим образом [4,5]: 
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силовой вектор и вектор усилий в расчетных сечениях для дискретных моделей механизмов 
формируются от силовых векторов и векторов усилий в расчетных сечениях отдельных их 
элементов. Эти вектора в векторной форме соответственно имеют следующие виды: 
 

         ;.,..,, 921
TFFFF           ..,.,., 921

TSSSS   
 
  Решая систему (1) получаем вектор  S , т.е. значения внутренних усилий в расчетных 
сечениях звеньев. 
  Разработаны программы в системе Maple, позволяющие определять распределенные 
инерционные силы, внутренние усилия в звеньях и создавать анимации движения механизма, 



107 
 

в которых на звеньях строятся изменяющиеся эпюры распределенных инерционных сил и 
внутренних усилий  в зависимости от кинематических параметров механизма. Результаты 
полученных инерционных сил и внутренних усилий для некоторых положений механизма 
показаны на рисунках 1-5. 

 
 

Рисунок 1–  Эпюра продольных распределенных инерционных сил, возникающих от собственных 
масс звеньев исследуемого механизма 

 

 
 

Рисунок 2 – Эпюра поперечных распределенных инерционных сил, возникающих от собственных 
масс звеньев исследуемого механизма 

 

 
 

Рисунок 3 –  Эпюра изгибающих моментов для механизма со статической определимой структурой, 
возникающих от инерционных распределенных нагрузок,  
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действующих на звенья механизма 
 

 
 

Рисунок 4 –  Эпюра продольных сил для механизма со статической определимой структурой, 
возникающих от инерционных распределенных нагрузок,  

действующих на звенья механизма 
 

 
 

Рисунок 5 –  Эпюра поперечных сил для механизма со статической определимой структурой, 
возникающих от инерционных распределенных нагрузок,  

действующих на звенья механизма 
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 В данной работе рассмотрена задача Ламе о напряженном состоянии толстостенной 
трубы, подвергнутой внутреннему давлению. Это задача возникает, в частности, при 
автофретировании труб. При сопоставлении теоретических и экспериментальных 
исследований в указанном направлении установлено следующее. Классическое решение 
Ламе в случае наличия в трубе зоны пластической деформации материала не соответствует в 
достаточной мере эксперименту. По теории зоны упругости и пластичности в поперечном 
сечении трубы разделены концентрической окружностью. Радиус этой окружности и 
возникающие напряжения зависят от принимаемого условия текучести. При определенном 
соотношении между пределами текучести при растяжении и чистом сдвиге критерии 
текучести Губера –Мизеса и Треска-Сен-Венана совпадают. В действительности область 
пластической деформации и величины напряжений на ее границе заметно зависят от 
характера деформационного упрочнения конструкционных пластичных материалов, которые 
не подчиняются указанным критериям текучести. В качестве первого приближения к 
решению сформулированной задачи обычно рассматривается несжимаемый материал в 
условиях идеальной пластичности. Ниже излагается такое решение с корректировкой 
условия текучести.   

 
Рисунок 1 – Схема нагружения толстостенной трубы. 
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