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Введение

Классическая небесная механика рассматривает космические те-

ла как материальные точки. Аналитическая механика системы сво-

бодных материальных точек, взаимогравитирующих по закону Нью-

тона, хорошо разработана и до сих пор не теряет своего значения.

Однако, еще классики осознавали ограниченность задачи многих

гравитирующих материальных точек в изучении некоторых проблем

небесной механики, где представление небесных тел материальными

точками неадекватно отражает суть физической постановки задачи.

Если откажемся от представления космических тел материаль-

ными точками, то учет размеров, формы и распределения массы

внутри тел приведёт нас к задаче о совместном поступательно-

вращательном движении этих тел под действием их взаимной грави-

тации по закону Ньютона. При этом предполагается, что тела абсо-

лютно твердые и изучается поступательное движение их центра масс

и вращательное движение каждого тела вокруг собственного центра

масс. Такая постановка задачи тоже была известна давно, однако

систематическая разработка теории поступательно-вращательного

движения твердых тел была начата относительно недавно.

Общая постановка задачи и вывод дифференциальных уравне-

ний, описывающих совместное поступательно-вращательное движе-

ние абсолютно твердых тел, были даны в 1958 г. пионерских ра-

ботах Г.Н. Дубошина [1–7], В.Т. Кондураря [8–13]. Параллельно

со строгой небесно-механической постановкой задач поступательно-

вращательного движения, была разработана теория поступательно-

вращательного движения искусственных небесных тел. Пионерские

работы в этом направлении принадлежат В.В. Белецкому [14–16],

В.А. Сарычеву [17] и Ф.Л. Черноусько [18]. Эти работы фактически

положили начало активному изучению проблемы поступательно-

вращательного движения небесных тел и искусственных спутников
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Земли в общем виде. Сегодня теория поступательно-вращательного

движения абсолютно твердых небесных тел — один из круп-

ных разделов современной классической и небесной механики, а

также космодинамики. Большой вклад в теорию поступательно-

вращательного движения внесли Ю.В. Баркин [19, 20], В.В. Видя-

кин [21–24], С.Г. Журавлев [25–28], Ж.С. Ержанов, А.А. Калыба-

ев [29–35], А.А. Баймухаметов [36,37] и их ученики.

Достижения теории поступательно-вращательного движения от-

ражены в обзорах Ю.В. Баркина и В.Г. Демина [19], В.В. Видяки-

на [21,23] и С.Г. Журавлева и А.А. Петруцкого [25,26].

Наблюдательная астрономия свидетельствует о том, что реаль-

ные небесные тела не только несферичные, но и не являются абсо-

лютно твердыми телами – они нестационарные [38–46]. Со временем

изменяются их массы, размеры, формы и структуры распределения

массы внутри тел [41]. В настоящее время установлено, что в про-

цессе эволюции космических тел изменяются не только их массы, но

и размеры, форма и структура. Так, например, явление пульсиру-

ющих переменных звезд объясняется периодическими изменениями

их радиусов [47].

Как следует из теории внутренней эволюции звезд [48], на раз-

личных этапах развития звезды испытывают значительные сжатия

или расширения. Например, при переходе на стадию красного ги-

ганта размеры звезд, в зависимости от массы, могут возрастать в

10 – 100 раз [49]. Звездные скопления, эволюционирующие на фоне

газового или звездного облака, как известно [51], в целом находятся

в состоянии пульсации.

Особенно интенсивно процессы диссипации и переноса массы, из-

менения формы и размеров компонент происходят в тесных двойных

системах [50]. Соответственно становится переменной их гравитаци-

онная связь и ньютоновский потенциал взаимодействия оказывается

явно зависящим от времени. Эти факторы существенно влияют на

их динамическую эволюцию. В некоторых этапах эволюции грави-
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тирующих систем эффекты нестационарности тел, входящих в си-

стему, становятся ведущим фактором и дальнейший ход событий

определяется состоянием системы в конце этого этапа.

Работы В.Г. Фесенкова, Г.М. Идлиса, Т.Б. Омарова, J.D.

Hajidemetriou, Л.Г. Лукьянова, Е.Н. Поляховой, А.А. Бекова, A.

Deprit, L. Floria и др. подчеркивают особую значимость нестацио-

нарных небесномеханических модельных задач в исследовании при-

роды нестационарных космических систем.

Исследование нестационарных динамических проблем астроно-

мии является основным приоритетом научной школы академика На-

циональной академии наук Республики Казахстан Т.Б. Омарова. С

соответствующими достижениями можно ознакомиться по моногра-

фиям [38,40] и по специальным обзорам [39,46,52].

Изучение только эффекта переменности масс гравитирующих

систем выявило чрезвычайную важность исследований динамики

нестационарных систем [38–40, 46]. Между тем естественно, что из-

менение массы тел влечет за собой изменение размеров и формы

этих тел.

Различные комбинации динамических эффектов нестационарно-

сти гравитирующих тел, таких как переменность массы, перемен-

ность размеров и переменность формы, предопределяют богатое

разнообразие эволюционных путей гравитирующих систем. Иссле-

дования этих явлений, в небесномеханическом аспекте, вскрывают

природу динамической эволюции нестационарных планетных, звезд-

ных и галактических систем. Этим определяется выбор направле-

ния исследования.

К этому направлению примыкают некоторые проблемы космоди-

намики, в которой рассматриваются искусственные небесные тела

с переменной геометрией масс и с переменным составом в поле сил

естественных небесных тел, в движении которых требуется целена-

правленное оптимальное управление их параметрами [17,54–56].

Актуальной и перспективной малоизученной проблемой являет-
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ся проблема поступательно-вращательного движения взаимогра-

витирующих небесных тел с переменной массой, с переменными

размерами и с переменной формой. Эта проблема включает в себя

вращательное движение вокруг центра масс, как естественных так

и искусственных нестационарных небесных тел, и поступательное

движение их центров масс с учетом взаимосвязи поступательного и

вращательного движений.

Настоящая монография посвящена исследованию именно этой

проблемы. Её выбор обусловлен широким кругом актуальных не ис-

следованных или малоисследованных физических явлений в неста-

ционарных гравитирующих системах, требующих теоретического

описания созданием новых небесномеханических модельных задач.

Целью исследования являются постановка нестационарных небесно-

механических модельных задач поступательно-вращательного дви-

жения гравитирующих тел с переменными массами, размерами и

формой в совместном рассмотрении и создание основ аналитической

теории их движения. В соответствии с целью исследования опреде-

лены следующие задачи исследования:

• изучить поступательное движение многих нестационарных

гравитирующих сферических тел или точек (барицентров тел);

• изучить поступательное движение пробной частицы в поле

притяжения центрального нестационарного тела переменной

массы, размеров и формы;

• изучить совместное поступательно-вращательное движение

нестационарных тел переменной массы, размеров и постоян-

ной формы, когда размеры тел меняются гомотетично (подоб-

но исходному);

• изучить совместное поступательно-вращательное движение

многих нестационарных осесимметричных тел переменной

массы, размеров и с переменным коэффициентом сжатия (вы-

тянутости).
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Объектом исследования является поступательно-вращательное

движение как естественных, так и искусственных небесных тел с

переменной массой и размерами.

Для достижения вышеуказанной цели в сформулированных за-

дачах широко используется метод Гамильтона-Якоби, специально

выбранные новые промежуточные движения, теория возмущений в

различных переменных и в различной форме, в том числе, канони-

ческая теория возмущений, математический аппарат теории гамиль-

тоновых систем дифференциальных уравнений, аналитическая гео-

метрия систем материальных точек. В частном случае, когда массы

и размеры тел постоянные, наши результаты совпадают с данными

теории поступательно-вращательных движений твердых тел, полу-

ченными другими авторами. Отметим что, модельные задачи, ис-

следуемые в монографии адекватно отражают вековые изменения

механических параметров индивидуальных тел в динамике реаль-

ных нестационарных гравитирующих систем.

В первой главе подготовлен математический аппарат исследова-

ния – каноническая теория возмущения на базе апериодического

движения по квазиконическому сечению в аналогах элементов Яко-

би, Делоне и Пуанкаре. Выведены также уравнения возмущенного

движения в форме уравнений Лагранжа для элементов апериоди-

ческого движения по квазиконическому сечению – аналоги класси-

ческих кеплеровских элементов. Полученные различные виды урав-

нений возмущенного движения далее используются во всех главах

монографии.

В первой главе также рассматриваются четыре задачи нестацио-

нарных гравитирующих бинарных систем. Выведены канонические

уравнения в аналогах элементов Делоне задачи о движении точки

вокруг сферического тела переменной массы, окруженного гравити-

рующей и сопротивляющейся средой нестационарной плотности. По-

лучены решения канонических дифференциальных уравнений, опи-

сывающие вековые возмущения.
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Исследуется задача Лапина двух тел с переменными массами.

Задача описывается каноническими уравнениями Гамильтона и по-

лучены строгие частные решения этих уравнений. В общем случае,

получены канонические уравнения возмущенного движения в ана-

логах элементов Делоне и показано, что исследование вековых воз-

мущений сводится к неавтономной канонической системе только с

одной степенью свободы.

Изучается движение точки переменной массы в поле притяжения

нестационарного тела с осесимметричным потенциалом. Движения

точки описываются каноническими уравнениями Гамильтона. При

приближенном значении силовой функции, учитывающей разложе-

ние осесимметричного потенциала по полиномам Лежандра до пя-

той гармоники включительно, получен класс частных решений ка-

нонических неавтономных дифференциальных уравнений. При этом

предполагается, что размеры, масса и сжатие осесимметричного те-

ла зависят явно от времени.

Далее исследуется движение пробной точки в поле притяжении

нестационарного трехосного эллипсоида. В разложении потенциала

по полиномам Лежандра учитывается главный член – вторая гар-

моника. Используются уравнения возмущенного движения в форме

уравнений Лагранжа. Получены уравнения возмущенного движе-

ния в оскулирующих элементах апериодического движения по ква-

зиконическому сечению. Выведены дифференциальные уравнения,

описывающие вековые возмущения и найдены строгие решения этих

уравнений.

Во второй главе исследуется задача трех тел (точек) с перемен-

ными массами в случае, когда массы тел меняются со временем в

одинаковом темпе и в случае, когда темпы изменения масс тел раз-

личны. В случае, когда темп изменения масс тел одинаков, получены

дифференциальные уравнения возмущенного движения в аналогах

элементов Делоне и путем исключения узла порядок системы пони-

жен до восьми при любом законе изменения масс.
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Полученная в этой главе система канонических неавтономных

дифференциальных уравнений с четырьмя степенями свободы яв-

ляется базовой для различных приложений. Соответствующая си-

стема канонических дифференциальных уравнений, описывающая

вековые возмущения, имеет две степени свободы.

В случае плоских движений уравнения вековых возмущений име-

ют только одну степень свободы. При этом, если массы тел изменя-

ются в одинаковом темпе в соответствии с законами Мещерского,

уравнения вековых возмущений в случае плоского движения сво-

дятся к квадратуре.

Далее, задача трех тел (точек) с изменяющимися в одинаковом

темпе массами исследуется в приближении Хилла. Показано, что в

этом приближении уравнения, определяющие вековые возмущения

в аналогах элементов Делоне, сводятся к неавтономной канониче-

ской системе с одной степенью свободы. В случае изменения мас-

сы по законам Мещерского, эта система с одной степенью свободы

интегрируется до конца. Качественная картина, в отличии от соот-

ветствующего стационарного случая, зависит не от двух, а от трех

параметров, где третий параметр характеризует закон изменения

массы.

В случае, когда темпы изменения масс тел различны, рассматри-

ваются изотропное и анизотропное изменения масс тел. Получены

уравнения движения в координатах Якоби и в барицентрической си-

стеме координат. Найдены инварианты центра масс в барицентриче-

ской системе координат. В одном частном случае, когда предполага-

ется, что выражение скорости барицентра имеет классический вид,

инварианты центра масс существенно упрощаются. В этом случае с

использованием инвариантов центра масс получены частные реше-

ния задачи трех тел с изотропно изменяющимися в различных тем-

пах массами. Выведены уравнения возмущенного движения в ана-

логах элементов Якоби, Делоне и Пуанкаре. Уравнения движения

в аналогах второй системы Пуанкаре удобны для изучения двух-
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планетной задачи трех тел с изменяющимися в различных темпах

массами.

В третьей главе изучается ограниченная задача трех тел с пере-

менными массами. Сначала рассмотрена осредненная ограниченная

задача трех тел с изменяющимися в одинаковом темпе массами. В

случае, когда массы активно гравитирующих тел изменяются изо-

тропно согласно законам Мещерского, принимаются их квазикру-

говые движения. Отмечается, что можно получить интегрируемые

случаи рассматриваемой ограниченной задачи трех тел с перемен-

ными массами осредняя по схеме Гаусса в пространственной задаче

и осредняя по схемам Фату, Моисеева, Делоне-Хилла в плоской за-

даче.

Более подробно рассматривается схема Гаусса в пространствен-

ной задаче. Получены первые интегралы, наличие которых сводит

задачу к квадратуре. В приближении Хилла эти квадратуры упро-

щаются: решения сводятся к эллиптическим квадратурам и их мож-

но представить как функции времени. Отмечаются интегрируемые

случаи задачи, когда массы активно гравитирующих тел изменяют-

ся со временем анизотропно.

Далее исследуется случай, когда массы активно гравитирующих

тел изменяются в различных темпах. При этом суммарная масса

этих тел изменяются со временем по законам Мещерского, а инди-

видуальная масса каждого тела по другим законам. Показана инте-

грируемость пространственной схемы Гаусса в приближении Хилла.

Отмечается, что аналогично могут быть рассмотрены и другие схе-

мы осреднения.

Рассматривается общий случай, когда массы активно гравитиру-

ющих тел изменяются анизотропно в различных темпах и их дви-

жения описываются задачей Лапина. На основе найденных частных

решений задачи Лапина, приведенных в первой главе, сформулиро-

вана новая постановка ограниченной задачи трех тел переменной

массы.
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В четвертой главе исследуется задача многих гравитирующих тел

(точек) с изменяющимися в различных темпах массами. Получены

уравнения движения задачи в координатах Якоби в барицентриче-

ской системе координат, когда массы тел изменяются со временем

изотропно и анизотропно по произвольному закону. В барицентри-

ческой системе координат получены инварианты центра масс в рас-

сматриваемой задаче многих тел с массами, изменяющимися в раз-

личных темпах. В частном случае, когда предполагается, что мас-

сы тел изменяются со временем приблизительно в одинаковом тем-

пе, получена аналитическая оценка времени перехода системы мно-

гих тел убывающей массы из начального состояния с отрицатель-

ной энергией в распадающееся состояние с положительной энергией.

Исходя из уравнений движения задачи, полученных в координатах

Якоби на базе соответствующих апериодических движений по ква-

зиконическому сечению, строится каноническая теория возмущений.

Получены уравнения возмущенного движения в аналогах элементов

Якоби, Делоне и Пуанкаре.

Глава пятая посвящена задаче о поступательно вращательном

движении многих тел переменных размеров и массы. Здесь сфор-

мулирована постановка задачи о поступательно-вращательном дви-

жении многих тел постоянный формы, но переменных размеров и

массы. Получены уравнения движения в различных системах коор-

динат, выведены некоторые первые интегралы задачи при достаточ-

но общих предположениях относительно изменения масс и размеров.

Выводятся уравнения возмущенного движения в различных си-

стемах оскулирующих элементов. При этом в качестве промежуточ-

ного для поступательного движения центра масс тел принимает-

ся соответствующее апериодическое движение по квазиконическому

сечению, а в качестве невозмущенного для вращательного движе-

ния каждого тела вокруг собственного центра масс принимается

вращение по инерции нестационарного тела вокруг центра масс –

нестационарный аналог движения Эйлера-Пуансо. Выведены урав-

17



нения возмущенного движения в аналогах элементов Якоби, Делоне-

Андуайе, Делоне-Пуассона (Делоне – «действие-угол»).

Получены также уравнения возмущенного поступательно-

вращательного движения нестационарных тел переменной массы

и размеров в форме уравнений Лагранжа. Здесь поступатель-

ные движения центра масс тел характеризуются оскулирующими

элементами апериодического движения по квазиконическому сече-

нию, введенные в первой главе. Вращательное движение каждого

нестационарного тела описываются соответствующими аналогами

элементов Белецкого-Черноусько. При этом невозмущенные вра-

щательные движения описываются нестационарными аналогами

уравнений Уиттекера.

Отмечено, что уравнения невозмущенного вращательного дви-

жения интегрируются кроме случая нестационарных трехосных

тел постоянной формы, переменного размера и массы и ещё для

случая нестационарных осесимметричных тел переменной массы,

переменного размера и переменной формы – переменного сжатия.

Это обстоятельство очень важно тем, что угловая скорость уг-

ла собственного вращения каждого тела может менять знак.

Получены нестационарные аналоги уравнений возмущенного

движения Белецкого-Черноусько, которые применимы и в случае,

когда возмущающие моменты имеют непотенциальную природу.

В шестой главе исследуется поступательно-вращательное движе-

ние двух нестационарных тел: шар – трехосное тело. Предполага-

ется, что первое тело есть шар со сферическим распределением с

переменными плотностью, радиусом и массой, второе — трехосное

тело с произвольным динамическим строением, формой и с пере-

менной массой, размеры которого меняются гомотетично, т.е. по-

добным образом (лучистое расширение или сжатие). Допускается,

что массы тел изменяются в одинаковом темпе и абсолютная ско-

рость отделяющихся (присоединяющихся) частиц равна нулю и они

не создают дополнительный вращательный момент. Относительное
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поступательно-вращательное движение описывается каноническими

уравнениями в цилиндрической системе координат. С использовани-

ем одного интеграла площадей понижается порядок системы диф-

ференциальных неавтономных канонических уравнений и найдены

шесть частных решений этих неавтономных канонических уравне-

ний. Эти частные решения обобщают известные плоские движения

в соответствующей стационарной задаче типа «стрела», «спица» и

«поплавок» в рассмотренном нестационарном случае. При этом ис-

пользовано приближенное выражение силовой функции, учитыва-

ющее вторую гармонику включительно. Законы изменения масс и

размеров достаточно произвольные, на них налагаются лишь опре-

деленные условия.

Далее рассматривается случай, когда массы тел изменяются в

различных темпах. Поступательное движение двух тел характери-

зуется соответствующим обобщением задач двух тел-точек – задачей

Лапина. Получены канонические уравнения рассматриваемой зада-

чи в квазисферических координатах. Найдены также шесть частных

решений типа «стрела», «спица» и «поплавок», которые, в отличие

от предыдущего случая, пространственные. При этом центр масс

нестационарного трехосного тела относительно центра нестационар-

ного шара движется в пространстве по поверхности конуса, вершина

которого совпадает с центром нестационарного шара (начало коор-

динат).

В случае шара и осесимметричного тела при полном выраже-

нии силовой функции методом автономизации найдены также шесть

частных решений типа «стрела», «спица» и «поплавок». В решени-

ях типа «стрела» и «поплавок» для осесимметричного тела пред-

полагается симметрия относительно экватора. При этом центр масс

осесимметричного тела движется вокруг нестационарного шара в

неизменной плоскости по спирали. Изменения масс и размеров тел

во времени взаимосвязаны и характеризуются законами Мещерско-

го.
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Исследуются плоские частные решения двух нестационарных

тел: трехосное тело – трехосное тело при приближенном выраже-

нии силовой функции. Предполагается, что массы и размеры тел

изменяются в одинаковом темпе. Задача исследуется в квазицилин-

дрических координатах. Получены канонические уравнения. Каж-

дое тело, относительно другого, допускает шесть равновесных поло-

жений, поэтому, в совокупности имеем тридцать шесть различных

частных плоских решений типа «стрела», «спица» и «поплавок».

Далее задача о поступательно-вращательном движении двух

нестационарных тел: шар – трехосное тело, исследуется в оскулиру-

ющих элементах. Поступательное движение центра масс трехосно-

го нестационарного тела описывается оскулирующими элементами

апериодического движения по квазиконическому сечению. Враща-

тельное движение трехосного тела вокруг собственного центра масс

характеризуется аналогами элементов Белецкого-Черноусько. Полу-

чено выражение возмущающей функции через оскулирующие эле-

менты. Задачи описываются уравнениями возмущенного движения

в форме уравнений Лагранжа, введенными в первой главе и ана-

логами уравнений Белецкого-Черноусько, введенными в пятой гла-

ве. Эти уравнения, хотя и не являются каноническими, удобны для

исследования вековых возмущений, в силу своей наглядности. По-

дробно исследуется случай, когда поступательно-вращательное дви-

жение совершает нестационарное осесимметричное тело. Получены

уравнения, описывающие вековые возмущения и найдены полные

вековые возмущения первого порядка. Этот случай интересен тем,

что можно рассмотреть два типа нестационарности тела. Первый –

гомотетичное изменение размера осесимметричного тела перемен-

ной массы и постоянной формы, второй – нестационарное осесим-

метричное тело переменного размера, переменной массы и перемен-

ной формы – переменного сжатия (вытянутости). Во втором случае,

когда эллипсоид инерции переходит через сферу, скорость собствен-

ного угла вращения равна нулю и в последующий момент меняет
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знак. При этом нестационарное осесимметричное тело начинает вра-

щаться в противоположную сторону.

В заключении приведен краткий вывод по результатам, получен-

ных в монографии, и перспектива дальнейших исследований.

Автор выражает глубокую благодарность своему Учителю в нау-

ке, академику Национальной академии наук Республики Казахстан

Т.Б. Омарову за постоянное внимание и ценные советы в ходе вы-

полнения и написания работы.
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Глава 1

Каноническая теория возмущения на

базе апериодического движения по

квазиконическому сечению и некоторые

задачи нестационарных бинарных

систем

1.1. Постановка задачи

Широко известная задача Гюльдена-Мещерского описывает ди-

намические эффекты нестационарности гравитационной связи меж-

ду двумя телами вследствие только изотропного изменения их масс.

Причем тела рассматриваются как материальные точки или ша-

ры (сферы) со сферическим распределением плотности, зависящей

от времени и переменного радиуса. Наряду с задачей Гюльдена-

Мещерского изучались также и другие, более общие, схемы неста-

ционарной задачи двух точечных тел. Так как ньютоновское притя-

жение шара со сферическим распределением переменной плотности

совпадает с ньютоновским притяжением соответствующей матери-

альной точки, расположенной в его центре, под точечными тела-

ми подразумевается шаровидные тела с вышеуказанными свойства-

ми. Небесно-механические аспекты этих задач рассмотрены в рабо-

тах [52,109,142,145,146].

Рассмотрим обобщенную задачу двух точечных тел с переменны-

ми массами в прямоугольной декартовой системе координат OXY Z
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при наличии возмущающей силы

ẍ = −f m(t)
x

r3
− a(t) ẋ− b(t) x+

∂R

∂x
,

ÿ = −f m(t)
y

r3
− a(t) ẏ − b(t) y +

∂R

∂y
,

z̈ = −f m(t)
z

r3
− a(t) ż − b(t) z +

∂R

∂z
,

(1.1.1)

где R = R(t, x, y, z) — силовая функция возмущающей силы, f —

гравитационная постоянная, �r = �r(x, y, z)− радиус-вектор, r2 =

x2 + y2 + z2, а m = m(t), a = a(t), b = b(t) — функции времени,

характеризующие соответствующие силы, причемm(t)— дифферен-

цируемая функция.

Если

R = 0, (1.1.2)

a = −1

2

(
ṁ

m
+

γ̇

γ

)
, b = −

[
γ̈

γ
− 1

2

(
γ̇

γ
+

ṁ

m

)
γ̇

γ

]
, (1.1.3)

то уравнения (1.1.1) допускают решение в элементарных функциях

[98], где

γ = γ(t), (1.1.4)

безразмерная, достаточно произвольная функция времени, по мень-

шей мере, дважды дифференцируемая, причем γ(t0) = 1.

В этом случае уравнение (1.1.1) имеет вид

ẍ = −f m(t)
x

r3
+

1

2

(
ṁ

m
+

γ̇

γ

)
ẋ+

[
γ̈

γ
− 1

2

(
ṁ

m
+

γ̇

γ

)
γ̇

γ

]
x,

ÿ = −f m(t)
y

r3
+

1

2

(
ṁ

m
+

γ̇

γ

)
ẏ +

[
γ̈

γ
− 1

2

(
ṁ

m
+

γ̇

γ

)
γ̇

γ

]
y,

z̈ = −f m(t)
z

r3
+

1

2

(
ṁ

m
+

γ̇

γ

)
ż +

[
γ̈

γ
− 1

2

(
ṁ

m
+

γ̇

γ

)
γ̇

γ

]
z.

(1.1.5)

Решение уравнений (1.1.5), в общем случае описывающее аперио-

дическое движение по квазиконическому сечению, было предложено
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нами в качестве промежуточного решения для проблем гравитиру-

ющих систем с переменными массами, а также были выведены урав-

нения возмущенного движения в форме уравнений Ньютона [98,103].

Отметим, что в силу произвольности функции (1.1.4), уравнения

(1.1.5) фактически описывают целый класс промежуточных движе-

ний.

Некоторые частные случаи уравнения (1.1.5) были изучены позд-

нее другими авторами [99,102,124]. Если предположим, что

γ =

(
m(t)

m(t0)

)1/3

, (1.1.6)

то будем иметь периодическое движение по квазиконическому сече-

нию и система уравнений (1.1.5) примет вид

ẍ = −f m(t)
x

r3
+

2

3

ṁ

m
ẋ+

1

3

(
m̈

m
− 4

3

ṁ2

m2

)
x,

ÿ = −f m(t)
y

r3
+

2

3

ṁ

m
ẏ +

1

3

(
m̈

m
− 4

3

ṁ2

m2

)
y,

z̈ = −f m(t)
z

r3
+

2

3

ṁ

m
ż +

1

3

(
m̈

m
− 4

3

ṁ2

m2

)
z.

(1.1.7)

Частный случай (1.1.7), вытекающий из уравнения (1.1.5) при

условии (1.1.6) были рассмотрены А.Т. Майлыбаевым [99], А.А. Бе-

ковым [124]. В частности, А.Т. Майлыбаев на основе промежуточ-

ного движения (1.1.7) получил изменение периода нестационарных

двойных систем, описываемое уравнением Гюльдена-Мещерского

[101].

Другой частный случай, когда

γ =

(
m(t)

m(t0)

)k

, k = const, (1.1.8)
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и соответствующие уравнения

ẍ = −f m(t)
x

r3
+

1

2
(k + 1)

ṁ

m
ẋ+ k

[
m̈

m
+

1

2
(k − 3)

ṁ2

m2

]
x,

ÿ = −f m(t)
y

r3
+

1

2
(k + 1)

ṁ

m
ẏ + k

[
m̈

m
+

1

2
(k − 3)

ṁ2

m2

]
y,

z̈ = −f m(t)
z

r3
+

1

2
(k + 1)

ṁ

m
ż + k

[
m̈

m
+

1

2
(k − 3)

ṁ2

m2

]
z,

(1.1.9)

был рассмотрен А.А. Бековым [102], и подтверждены наши анали-

тические результаты [103], причем это было выполнено другим ме-

тодом .

Уравнения возмущенного движения в форме уравнений Ньюто-

на, хотя и являются наиболее общими в случае, когда возмущающие

силы допускают силовую функцию, неудобны. В этом случае пред-

почтительнее уравнения возмущенного движения в форме канони-

ческих уравнений Гамильтона, которые обладают, как и в классиче-

ских задачах, рядом преимуществ и изяществом [70].

Система уравнений (1.1.5) допускает, в общем случае, построе-

ние канонической теории возмущений за исключением некоторых

частных случаев, когда добавочная сила пропорциональная скоро-

сти препятствует этому. Например γ = const, т.е.,

ẍ = −f m(t)
x

r3
+

ṁ

2m
ẋ,

ÿ = −f m(t)
y

r3
+

ṁ

2m
ẏ,

z̈ = −f m(t)
z

r3
+

ṁ

2m
ż.

(1.1.10)

Последние уравнения описывают широко известное апериодиче-

ское движение по коническому сечению, представленные впервые

одновременно и независимо Т.Б. Омаровым [104] и Хаджидемет-

риу [105], которые допускают интегрирование методом Гамильтона-

Якоби [106]. Однако, из-за добавочной силы

�F =
ṁ

2m
�̇r (1.1.11)
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непотенциальной природы, не удается построение канонической тео-

рии возмущений на базе уравнений (1.1.10).

Для построении канонической теории возмущений аналогичный

недостаток имеет промежуточное движение, описываемое системой

(1.1.9), на котором акцентирует внимание А.А. Беков [102]. Здесь

сила, пропорциональная скорости

�F =
1

2
(k + 1)

ṁ

m
�̇r, k �= 1, (1.1.12)

препятствует построению канонической теории возмущений, хотя

уравнения движения и интегрируются методом Гамильтона-Якоби.

В предложенной нами канонической теории возмущений [70], при

необходимости, силы, аналогичные (1.1.12), включаются в исход-

ное невозмущенное движение благодаря произвольности функции

(1.1.4) соответствующим выбором γ = γ(t) и таким образом исклю-

чаются из структуры возмущающей функции. Итак, построим ка-

ноническую теорию возмущений на базе уравнений (1.1.5), предпо-

лагая произвольность функции

γ = γ(t) �= const.

1.2. Интегрирование дифференциальных уравнений промежуточного

движения методом Гамильтона-Якоби

Рассмотрим дифференциальные уравнения апериодического дви-

жения по квазиконическому сечению при наличии возмущающей си-

лы в прямоугольной декартовой системе координат

ẍ = −fm
x

r3
+

1

2

(
ṁ

m
+

γ̇

γ

)
ẋ+

[
γ̈

γ
− 1

2

(
ṁ

m
+

γ̇

γ

)
γ̇

γ

]
x+

∂R

∂x
,

ÿ = −fm
y

r3
+

1

2

(
ṁ

m
+

γ̇

γ

)
ẏ +

[
γ̈

γ
− 1

2

(
ṁ

m
+

γ̇

γ

)
γ̇

γ

]
y +

∂R

∂y
,

z̈ = −fm
z

r3
+

1

2

(
ṁ

m
+

γ̇

γ

)
ż +

[
γ̈

γ
− 1

2

(
ṁ

m
+

γ̇

γ

)
γ̇

γ

]
z +

∂R

∂z
.

(1.2.1)
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Перейдем к квазисферическим обобщенным координатам ρ, λ, δ

посредством формул

x = γρ cos δ cosλ, y = γρ cos δ sinλ, z = γρ sin δ. (1.2.2)

Выражение кинетической энергии имеет вид

K =
1

2
(ẋ2+ẏ2+ż2) =

1

2
γ2

(
ρ̇2 + ρ2 · δ̇2 + ρ2 cos2 δ · λ̇2

)
+γγ̇ρρ̇+

1

2
γ̇2ρ2.

Вычисляя по обычным правилам [107] обобщенные импульсы

Pρ =
∂K

∂ρ̇
= γ2ρ̇+γγ̇ρ, Pδ =

∂K

∂δ̇
= γ2ρ2δ̇, Pλ =

∂K

∂λ̇
= γ2ρ2 cos2 δλ̇,

(1.2.3)

перепишем систему (1.2.1) в следующей форме

ρ̇ =
∂H

∂Pρ
, Ṗρ = −∂H

∂ρ
+

1

2

(
ṁ

m
+

γ̇

γ

)
Pρ,

δ̇ =
∂H

∂Pδ
, Ṗδ = −∂H

∂δ
+

1

2

(
ṁ

m
+

γ̇

γ

)
Pδ,

λ̇ =
∂H

∂Pλ
, Ṗλ = −∂H

∂λ
+

1

2

(
ṁ

m
+

γ̇

γ

)
Pλ,

(1.2.4)

где функция Гамильтона H имеет вид

H =
1

2γ2

{
(Pρ − γγ̇ρ)2 +

P 2
δ

ρ2
+

P 2
λ

ρ2 cos2 δ

}
−

−
{
fm

γρ
+

1

2

[
γ̈

γ
− 1

2

(
ṁ

m
+

γ̇

γ

)
γ̇

γ

]
γ2ρ2 +

1

2
γ̇2ρ2

}
−R.

Переходя к новым импульсам

Pρ = ψP̃ρ, Pδ = ψP̃δ, Pλ = ψP̃λ, (1.2.5)

ψ = ψ(t) =

(
m

m0
γ

)1/2

, m0 = m(t0), (1.2.6)
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придадим системе уравнений (1.2.4) канонический вид

ρ̇ =
∂H̃

∂P̃ρ

, δ̇ =
∂H̃

∂P̃δ

, λ̇ =
∂H̃

∂P̃λ

,

˙̃
P ρ = −∂H̃

∂ρ
,

˙̃
P δ = −∂H̃

∂δ
,

˙̃
P λ = −∂H̃

∂λ
.

(1.2.7)

В системе канонических уравнений (1.2.7) функция Гамильтона

выражается соотношением

H̃ = H0 +H1, (1.2.8)

H0 =
ψ

2γ2

{(
P̃ρ − γγ̇

ψ
ρ

)2

+
P̃ 2
δ

ρ2
+

P̃ 2
λ

ρ2 cos2 δ

}
−

− 1

ψ

{
fm

γρ
+

1

2

[
γ̈

γ
− 1

2

(
ṁ

m
+

γ̇

γ

)
γ̇

γ

]
γ2ρ2 +

1

2
γ̇2ρ2

}
,

H1 = − 1

ψ
R(t, ρ, δ, λ).

При H1 = 0 (R = 0) упрощенная система

ρ̇ =
∂H0

∂P̃ρ

, δ̇ =
∂H0

∂P̃δ

, λ̇ =
∂H0

∂P̃λ

,

˙̃
P ρ = −∂H0

∂ρ
,

˙̃
P δ = −∂H0

∂δ
,

˙̃
P λ = −∂H0

∂λ
.

(1.2.9)

интегрируется методом Гамильтона-Якоби [70, 108, 147]. Соответ-

ствующее уравнение Гамильтона-Якоби

∂S

∂t
+H0 = 0

имеет полный интеграл

S = −α1

t∫
t0

(
m

m0γ3

)1/2

dt+
γγ̇

2ψ
ρ2 +W1(ρ) +W2(δ) +W3(λ),
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причем

W1(ρ) =

ρ∫
ρ1

(
2α1 − α2

2

ρ2
+

2fm0

ρ

)1/2

dρ,

W2(δ) =

δ∫
0

(
α2
2 −

α2
3

cos2 δ

)1/2

dδ, W3(λ) = α3λ,

где ρ1 – меньший корень уравнения 2α1ρ
2 + 2fm0ρ − α2

2 = 0,

α1, α2, α3 – произвольные постоянные. В результате находим об-

щий интеграл упрощенной системы (1.2.9)

∂S

∂α1
= β1,

∂S

∂α2
= β2,

∂S

∂α3
= β3,

∂S

∂ρ
= P̃ρ,

∂S

∂δ
= P̃δ,

∂S

∂λ
= P̃λ,

где β1, β2, β3 новые произвольные постоянные.

Учитывая преобразование (1.2.5) напишем общий интеграл про-

межуточного движения в виде

ρ∫
ρ1

dρ√
2α1 + 2

fm0

ρ
− α2

2

ρ2

= φ(t) + β1,

α2

δ∫
0

dδ√
α2
2 −

α2
3

cos2 δ

− α2

ρ∫
ρ1

dρ

ρ2

√
2α1 + 2

fm0

ρ
− α2

2

ρ2

= β2, (1.2.10)

λ− α3

δ∫
0

dδ

cos2 δ

√
α2
2 −

α2
3

cos2 δ

= β3,

√
2α1 +

2fm0

ρ
− α2

2

ρ2
=

γ2

ψ
ρ̇,

√
α2
2 −

α2
3

cos2 δ
=

γ2

ψ
ρ2δ̇, (1.2.11)
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α3 =
γ2

ψ
ρ2 cos2 δ · λ̇,

где φ(t)— первообразная функции (m/m0γ
3)1/2.

Соотношения (1.2.10), (1.2.11) содержат шесть необходимых для

общего интеграла промежуточного движения произвольных посто-

янных

α1, α2, α3, β1, β2, β3, (1.2.12)

которые являются аналогами канонических элементов Якоби кепле-

ровского движения [7] и превращаются в них при

m = const, γ = const.

Из системы интегралов (1.2.10), полагая

sin δ = sin i · sin u,

получим

ρ =
p

1 + e cosϑ
, p = a(1− e2), ϑ = u− ω, (1.2.13)

причем

−2α1 =
fm0

a
, α2 =

√
fm0p, α3 =

√
fm0p cos i,

β1 = −φ(τ), β2 = ω, β3 = Ω,

(1.2.14)

где

a, e, ω, Ω, i, φ(τ) (1.2.15)

аналоги классических кеплеровских элементов, введенные нами в

работе [98].

Из интегралов (1.2.10), (1.2.11) также следуют

ρ̇ =
ψ

γ2

√
fm0

p
e sinϑ, (1.2.16)

u̇ =
ψ

γ2

√
f m0p

ρ2
, u = ϑ+ ω, (1.2.17)
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ϑ∫
0

dϑ

(1 + e cosϑ)2
=

√
fm0

p3/2
[φ(t)− φ(τ)]. (1.2.18)

Общий анализ рассмотренного промежуточного движения – апе-

риодического движения по квазиконическому сечению выполнен в

работе [98]. Соотношение (1.2.18) в случае квазиэллиптических дви-

жений

e < 1, (1.2.19)

посредством стандартного преобразования

tg
ϑ

2
=

√
1 + e

1− e
tg

E

2
,

приводится к уравнению Кеплера

E − e sinE = M, (1.2.20)

где

M = n[φ(t)− φ(τ)], E (1.2.21)

— аналоги средней и эксцентрической аномалий кеплеровского дви-

жения, соответственно, а

n =

√
fm0

a3/2
(1.2.22)

есть аналог кеплеровского среднего движения.

Формулы для координат и скорости в прямоугольной декартовой

системе координат, для компактности, приведем в системе элемен-

тов (1.2.15)

x = γρ [cosu cosΩ− sinu sinΩ cos i],

y = γρ [cosu sinΩ + sin u cosΩ cos i],

z = γρ [sin u sin i], r = γ ρ,

(1.2.23)
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ẋ =

(
γ̇

γ
+

ρ̇

ρ

)
x+ γρ u̇[− sinu cosΩ− cosu sinΩ cos i],

ẏ =

(
γ̇

γ
+

ρ̇

ρ

)
y + γρ u̇[− sin u sinΩ + cos u cosΩ cos i],

ż =

(
γ̇

γ
+

ρ̇

ρ

)
z + γρ u̇[cosu sin i].

(1.2.24)

Заметим, что в случае квазиэллиптического движения, в силу

уравнений Кеплера (1.2.20), координаты, скорости и другие вели-

чины невозмущенного движения могут быть разложены, как и в

кеплеровском движении, в различные ряды.

Это обстоятельство дает возможность использовать хорошо раз-

работанную теорию рядов эллиптического движения классической

задачи двух тел постоянной массы [7, 110, 148]. Например, квадрат

радиус-вектора может быть выражен следующим образом [107]

r2 = γ2ρ2 = γ2a2
(ρ
a

)2

= γ2a2
[
1 +

3

2
e2 +

(
−2 e+

e3

4

)
×

× cosM − e2

2
cos 2 M − e3

4
cos 3 M + . . .

]
.

(1.2.25)

Отметим, что невозмущенное движение в уравнениях (1.2.1) при

R = 0 может быть описано и в другой форме. Обозначим

−1

2

(
ṁ

m
+

γ̇

γ

)
= a(t). (1.2.26)

Тогда уравнения невозмущенного движения имеют вид

ẍ = −fm(t)
x

r3
− a(t)ẋ+

(
γ̈

γ
+ a

γ̇

γ

)
x,

ÿ = −fm(t)
y

r3
− a(t)ẏ +

(
γ̈

γ
+ a

γ̇

γ

)
y,

z̈ = −fm(t)
z

r3
− a(t)ż +

(
γ̈

γ
+ a

γ̇

γ

)
z,

(1.2.27)
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где

m = m(t), a = a(t) (1.2.28)

заданные функции времени, γ = γ(t) зависит от этих функций и

определяется формулой

γ =
m(t0)

m(t)
exp

⎡⎣−2

t∫
t0

a (t) dt

⎤⎦ . (1.2.29)

Указанная форма уравнений невозмущенного движения (1.2.27)

при заданном m(t), a(t) дает возможность сразу определить функ-

цию γ = γ(t).

1.3. Уравнения возмущенного движения

в аналогах элементов Якоби, Делоне и Пуанкаре

Теперь, применяя метод Лагранжа вариации произвольных по-

стоянных к аналогам элементов Якоби (1.2.12) невозмущенного дви-

жения (1.2.9), напишем канонические уравнения возмущенного дви-

жения (1.2.1) в виде

α̇i =
∂R̃

∂βi
, β̇i = − ∂R̃

∂αi
, i = 1, 2, 3, (1.3.1)

где

R̃ =
1

ψ
R(t, αi, βi). (1.3.2)

Как уже было отмечено, выражение возмущающей функции

через элементы, в силу уравнений Кеплера (1.2.20), формально-

математически такое же, как и в кеплеровском движении.

Уравнения возмущенного движения в виде (1.3.1) обладают теми

же недостатками, что и уравнения возмущенного движения в эле-

ментах Якоби классической теории возмущений в небесной механике

тел постоянной массы [7]. Поэтому целесообразно сделать переход к

аналогам элементов Делоне по формулам
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−2α1 =
μ2
0

L2
, α2 = G, α3 = H,

β1 =
μ2
0

L3
l − φ(t), β2 = g, β3 = h,

(1.3.3)

причем μ0 = fm0, где

L, G, H, l, g, h (1.3.4)

аналоги систем элементов Делоне. Уравнения возмущенного движе-

ния в этом случае имеют вид

L̇ =
∂R∗

∂l
, Ġ =

∂R∗

∂g
, Ḣ =

∂R∗

∂h
,

l̇ = −∂R∗

∂L
, ġ = −∂R∗

∂G
, ḣ = −∂R∗

∂H
,

(1.3.5)

причем

R∗ =
(

m

m0γ3

)1/2
μ2
0

2L2
+

(
m0

mγ

)1/2

R(t, L, G, H, l, g, h). (1.3.6)

Взаимосвязь систем элементов (1.3.4) и (1.2.15) дается соотноше-

ниями

L=
√
μ0

√
a, G=

√
μ0
√
p, H=

√
μ0
√
p cos i,

l=n[φ(t)− φ(τ)], g=ω, h=Ω.

(1.3.7)

Следует заметить, что введенные нами аналоги элементов Де-

лоне (1.3.7) совершенно отличаются от «Time - Dependent Delaunay

Transformations» введенные A. Deprit [109, п.3] и развитым далее

в работе L. Floria [142]. Оскулирующие элементы типа Делоне вве-

денных в работе [109], как показано A. Deprit [109, п.4], являются

оскулирующими кеплеровскими элементами в смысле Армелинни -

Джинса для задачи Гюльдена - Мещерского.
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Ранее Т.Б. Омаровым [104, 38] и J.D. Hajidemetriou [105, 39] бы-

ло показано, что оскулирующие элементы в смысле Армелинни -

Джинса для задачи Гюльдена - Мещерского совпадают с оскули-

рующими элементами апериодического движения по коническому

сечению (1.1.10) при наличии возмущающей силы

Fx = − ṁ

2m
ẋ, Fy = − ṁ

2m
ẏ, Fz = − ṁ

2m
ż.

Как было отмечено ранее, невозмущенное апериодическое движение

по коническому сечению (1.1.10) является частным случаем целого

класса невозмущенных движений – апериодического движение по

квазиконическому сечению (1.1.5) при γ = const, и в этом частном

случае каноническая теория возмущения нами не рассмотрена.

Исходя из уравнений возмущенного движения (1.3.5), записанных

в аналогах систем канонических элементов Делоне (1.3.4), можно

ввести различные системы канонических элементов.

Рассмотрим аналоги первой системы канонических элементов Пу-

анкаре

Λ, ρ1, ρ2, λ, ω1, ω2. (1.3.8)

Они вводятся соотношениями

Λ = L, ρ1 = L−G, ρ2 = G−H,

λ = l + g + h, ω1 = −g − h, ω2 = −h.

(1.3.9)

Уравнения возмущенного движения имеют вид

Λ̇ =
∂R∗

∂λ
, ρ̇1 =

∂R∗

∂ω1
, ρ̇2 =

∂R∗

∂ω2
,

λ̇ = −∂R∗

∂Λ
, ω̇1 = −∂R∗

∂ρ1
, ω̇2 = −∂R∗

∂ρ2
,

(1.3.10)

где

R∗ =
(

m

m0γ3

)1/2
μ2
0

2Λ2
+

(
m0

mγ

)1/2

R(t, Λ, ρ1, ρ2, λ, ω1, ω2). (1.3.11)
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Взаимосвязь между системами элементов (1.3.9.) и (1.2.15) опре-

деляется формулами

Λ =
√
μ0

√
a, λ = n[φ(t)− φ(τ)] + ω + Ω,

ρ1 =
√
μ0

√
a(1−√

1− e2), ω1 = −ω − Ω,

ρ2 =
√
μ0

√
a(1− e2)(1− cos i), ω2 = −Ω.

(1.3.12)

Аналоги второй системы канонических элементов Пуанкаре

Λ, λ, ξ, η, p, q (1.3.13)

определяются формулами

Λ = L, λ = l + g + h,

ξ =
√

2(L−G) cos(g + h), η = −√
2(L−G) sin(g + h),

p =
√

2(G−H) cosh, q = −√
2(G−H) sinh.

(1.3.14)

Уравнения возмущенного движения имеют вид

Λ̇ =
∂R∗

∂λ
, ξ̇ =

∂R∗

∂η
, ṗ =

∂R∗

∂q
,

λ̇ = −∂R∗

∂Λ
, η̇ = −∂R∗

∂ξ
, q̇ = −∂R∗

∂p
,

(1.3.15)

где

R∗ =
(

m

m0γ3

)1/2
μ2
0

2Λ2
+

(
m0

mγ

)1/2

R(t, Λ, ξ, p, λ, η, q). (1.3.16)

Из соотношения (1.3.7), (1.3.9)получим формулы взаимосвязи меж-

ду системами элементов (1.3.13) и (1.2.15)
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Λ = L =
√
μ0

√
a,

λ = n[φ(t)− φ(τ)] + π = l + Ω+ ω,

ξ =
√

2
√
μ0

√
a(1−√

1− e2) cos π,

η = −
√

2
√
μ0

√
a(1−√

1− e2) sin π,

p =
√

2
√
μ0

√
a(1− e2)(1− cos i) cosΩ,

q = −
√

2
√
μ0

√
a(1− e2)(1− cos i) sinΩ,

(1.3.17)

где π = Ω+ ω.

Отметим, что канонические системы элементов (1.3.4) и (1.3.8)

обладают свойствами переменных «действие-угол».

1.4. Уравнения возмущенного движения в форме

уравнений Лагранжа

В случае (1.2.1), когда возмущающая сила допускает силовую

функцию, представляют интерес уравнения возмущенного движе-

ния в форме Лагранжа. Хотя эти уравнения не являются канониче-

скими, они дают возможность наглядно определять возмущения в

системе элементов (1.2.15). Из уравнений возмущенного движения

в аналогах элементов Якоби (1.3.1) с учетом формул взаимосвязи

(1.2.14), (1.2.21) получим уравнения возмущенного движения в фор-

ме уравнений Лагранжа [70]

ȧ =
2

na
· ∂R̃
∂M

,
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ė =
1− e2

na2e
· ∂R̃
∂M

−
√
1− e2

na2e
· ∂R̃
∂ω

,

di

dt
=

ctgi

na2
√
1− e2

· ∂R̃
∂ω

− cosec i

na2
√
1− e2

· ∂R̃
∂Ω

,

(1.4.1)

Ω̇ =
cosec i

na2
√
1− e2

· ∂R̃
∂i

,

ω̇ =

√
1− e2

na2e
· ∂R̃
∂e

− ctg i

na2
√
1− e2

· ∂R̃
∂i

,

Ṁ =

(
m

m0γ3

)1/2

n− 2

na
· ∂R̃
∂a

− 1− e2

na2e
· ∂R̃
∂e

где

R̃ =

(
m0

mγ

)1/2

R(t, a, e, ω, i, Ω, M). (1.4.2)

В некоторых случаях предпочтительна следующая система элемен-

тов:

a, e, i, Ω, π, ε, (1.4.3)

где аналоги долготы перицентра и долготы эпохи определяются

формулами

π = β2 + β3, (1.4.4)

ε = β2 + β3 +
(−2α1)

3/2

μ0
[β1 + φ(t0)]. (1.4.5)

Тогда, вместо системы (1.4.1) имеем

ȧ =
2

na
· ∂R̃
∂ε

,

ė = −
√
1− e2

na2e
· ∂R̃
∂π

− e
√
1− e2

1 +
√
1− e2

· 1

na2
∂R̃

∂ε
,

(1.4.6)
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di

dt
= − cosec i

na2
√
1− e2

· ∂R̃
∂Ω

− tg(i/2)

na2
√
1− e2

·
(
∂R̃

∂π
+

∂R̃

∂ε

)
,

Ω̇ =
cosec i

na2
√
1− e2

· ∂R̃
∂i

,

π̇ =
tg(i/2)

na2
√
1− e2

· ∂R̃
∂i

+

√
1− e2

na2e
· ∂R̃
∂e

,

ε̇ = − 2

na
· ∂R̃
∂a

+
tg(i/2)

na2
√
1− e2

· ∂R̃
∂i

+
e
√
1− e2

1 +
√
1− e2

· 1

na2
∂R̃

∂e
,

где

R̃ =

(
m0

mγ

)1/2

R(t, a, e, i,Ω, π, ε). (1.4.7)

Если система уравнений (1.4.1) или (1.4.6.) имеет особенности, то

можно ввести аналоги переменных Лагранжа [7] или другие элемен-

ты, не имеющие особенностей [28]. Таким образом, получены уравне-

ния возмущенного движения в форме уравнения Лагранжа, которые

нами будут применены уже в настоящей главе.

1.5. Канонические уравнения движения точки вокруг гравитирующего

сферического тела переменной массы, окруженного гравитирую-

щей и сопротивляющейся средой нестационарной плотности

Пусть центральное сферическое гравитирующее тело переменной

массы m = m(t) окружено гравитирующей средой (газовой или

пылевой атмосферой), имеющей сферическую структуру, с плотно-

стью, зависящей от времени и оказывающей на движущуюся точ-

ку (спутник) сопротивление с силой, пропорциональной плотности

среды и скорости движущейся точки. Уравнения движения имеют
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вид [112]

ẍ = −fm(t)
x

r3
− k · χ ẋ− 4

3
π χ x,

ÿ = −fm(t)
y

r3
− k · χ ẏ − 4

3
π χ y,

z̈ = −fm(t)
z

r3
− k · χ ż − 4

3
π χ z,

(1.5.1)

где χ = χ(t)–плотность окружающей среды, k–постоянный коэффи-

циент пропорциональности, r2 = x2 + y2 + z2, π ≈ 3, 14159.

Рассмотрим уравнения (1.5.1) в оскулирующих аналогах элемен-

тов Делоне (1.3.4). Сравнивая уравнения (1.5.1) и (1.2.1) находим

1

2

(
ṁ

m
+

γ̇

γ

)
= −kχ(t),

[
γ̈

γ
− 1

2

(
ṁ

m
+

γ̇

γ

)
γ̇

γ

](
1

2
r2

)
+R = −4

3
πχ(t)

(
1

2
r2

)
.

Отсюда следует, что функция γ = γ(t) в рассматриваемой задаче

(1.5.1) определяется соотношением

γ = γ(t) =
m0

m
exp [−2k

t∫
t0

χ(t)dt]. (1.5.2)

Тогда возмущающая функция имеет вид

R = −1

2
B(t)r2, (1.5.3)

где

B = B(t) =
γ̈

γ
+ kχ(t)

γ̇

γ
+

4

3
π χ (t) =

= −m̈

m
+ 2

ṁ2

m2
+ 3k χ

ṁ

m
− 2k χ̇+

4

3
π χ+ 2k2 χ2.

(1.5.4)
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Используя формулу (1.2.25) получим разложения возмущающей

функции (1.5.3) в системе элементов (1.2.15)

R = −1

2
B(t)γ2(t)a2[R1 +R2],

R1 = Rвековой = 1 +
3

2
e2,

(1.5.5)

R2 = Rпериодический =

(
−2e+

e3

4

)
cos M − e2

2
cos 2M + . . .

где согласно формулам (1.3.7), (1.2.21)

a =
L2

μ0
, e2 = 1− G2

L2
, M = l.

Уравнения возмущенного движения в аналогах канонических эле-

ментов Делоне имеют вид

L̇ =
∂R∗

∂l
, Ġ = 0, Ḣ = 0,

l̇ = −∂R∗

∂L
, ġ = −∂R∗

dG
, ḣ = 0,

(1.5.6)

где

R∗ =
(

m

m0γ3

)1/2
μ2
0

2L2
+

(
m0

mγ

)1/2 (
−B(t)

2

)
γ2L

4

μ2
0

[R1 +R2]. (1.5.7)

Из системы канонических уравнений (1.5.6) следует, что в рассмат-

риваемой задаче (1.5.1), в случае квазиэллиптического движения,

проблема сводится к интегрированию неавтономной канонической

системы с одной степенью свободы

L̇ =
∂R∗

∂l
, l̇ = −∂R∗

∂L
. (1.5.8)

Если в формуле (1.5.7), ограничиться вековой частью возмущающей

функции (1.5.5), то уравнения вековых возмущений легко интегри-

42



руются. Решения даются формулами

L = L0, G = G0, H = H0,

l =
μ2
0

L3
0

· A1(t) +
L0

2μ2
0

(10L2
0 − 3G2

0) · A2(t) + l0,

(1.5.9)

g = −3

2

L2
0

μ2
0

G0A2(t) + g0, h = h0,

где

A1 = A1(t) =
t∫

t0

(
m

m0

)2

exp

[
3k

t∫
t0

χ(t)dt

]
dt,

A2 = A2(t) =
t∫

t0

(m0

m

)2

B(t) · exp

[
−3k

t∫
t0

χ(t)dt

]
dt.

(1.5.10)

Итак, получены полные вековые возмущения первого порядка в

рассматриваемой задаче.

1.6. Задачи Лапина двух тел с переменными массами

Рассмотрим задачу Лапина [113, 114] о движении двух свобод-

ных тел с переменными массами, взаимогравитирующих по закону

Ньютона. Тела рассмотрим как материальные точки и предполо-

жим, что абсолютные скорости отделяющихся (присоединяющихся)

частиц равны нулю. Уравнения движения в абсолютной системе ко-

ординат имеют вид

m1�̈r1 = −f
m1m2

r321
�r21 − ṁ1�̇r1, �r21 = �r1 − �r2,

m2�̈r2 = −f
m2m1

r312
�r12 − ṁ2�̇r2, �r12 = �r2 − �r1,

(1.6.1)

где

m1 = m1(t), m2 = m2(t) (1.6.2)
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— массы тел, �r1, �r2 – радиус-векторы тел в рассматриваемой си-

стеме координат, f – гравитационная постоянная. Уравнения (1.6.1)

допускают три интеграла количества движения

m1�̇r1 +m2�̇r2 = �a1 = �const. (1.6.3)

Обозначим

�r = �r2 − �r1. (1.6.4)

Тогда уравнение движения второго тела относительно первого (пер-

вое тело – «центральное») имеет вид

�̈r = −f
m1 +m2

r3
�r − ṁ2

m2
�̇r2 +

ṁ1

m1
�̇r1. (1.6.5)

Из формул (1.6.3), (1.6.4) следуют

�̇r1 =
�a1

m1 +m2
− m2

m1 +m2
�̇r, �̇r2 =

�a1
m1 +m2

+
m1

m1 +m2
�̇r. (1.6.6)

Используя соотношения (1.6.6) уравнению относительного дви-

жения (1.6.5) придадим известный вид

�̈r = −f
m1 +m2

r3
�r −

(
ṁ1

m1
m2 +

ṁ2

m2
m1

)
�̇r

m1 +m2
+ �F , (1.6.7)

где

�F =

(
ṁ1

m1
− ṁ2

m2

)
�a1

m1 +m2
. (1.6.8)

Решения уравнения (1.6.7) известны в немногих частных случаях

закона изменения масс (1.6.2) [115]. Особый интерес представляет

случай, когда (
ṁ1

m1
− ṁ2

m2

)
�a1

m1 +m2
�= 0. (1.6.9)

При условии (1.6.9), в общем случае, движения пространственная

и качественная картина представляется очень богатой.

Исследуем задачу Лапина (1.6.7)-(1.6.9) при произвольных зако-

нах изменения масс (1.6.2). Укажем новые строгие частные реше-

ния [80] и приближенные аналитические общие решения [72].
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Не теряя общности можно предположить, что в уравнениях

(1.6.7) направление оси OZ совпадает с направлением постоянно-

го вектора �a1 в интеграле (1.6.3). Тогда уравнения движения (1.6.7)

можно записать в виде

d

dt
(mẋ) =

∂U

∂x
,

d

dt
(mẏ) =

∂U

∂y
,

d

dt
(mż) =

∂U

∂z
+

∂R

∂z
, (1.6.10)

где

U = f
m1m2√

x2 + y2 + z2
, R = ϕ(t)z, (1.6.11)

ϕ(t) =
m2

m2
1m

2
2

(ṁ1m2 −m1ṁ2)a1, m =
m1m2

m1 +m2
. (1.6.12)

Соответственно запишем один известный интеграл площадей отно-

сительного движения для уравнений (1.6.10)

m(ẏx− yẋ) = c = const. (1.6.13)

Строгие частные решения. В уравнениях (1.6.10) переходим к

квазисферическим координатам ρ, δ, λ, которые введем формулами

x = γ1 ρ cos δ cosλ, y = γ1 ρ cos δ sinλ, z = γ1 ρ sin δ, (1.6.14)

где γ1 = γ1(t) достаточно произвольная функция времени, конкрет-

ный вид которой определим далее. Используя известное выражение

кинетической энергии

K =
m

2
(ẋ2 + ẏ2 + ż2)

с учетом (1.6.14) вычислим импульсы по обычным правилам

Pρ =
∂K

∂ρ̇
= mγ2

1 ρ̇+mγ1γ̇1ρ, Pδ =
∂K

∂δ̇
= mγ2

1ρ
2δ̇,

Pλ =
∂K

∂λ̇
= mγ2

1ρ
2 cos2 δλ̇.
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Тогда канонические уравнения движения имеют вид

ρ̇ =
∂H

∂Pρ
, Ṗρ = −∂H

∂ρ
,

δ̇ =
∂H

∂Pδ
, Ṗδ = −∂H

∂δ
,

λ̇ =
∂H

∂Pλ
, Ṗλ = −∂H

∂λ
,

(1.6.15)

где гамильтониан дается выражением

H =
1

2mγ2
1

{
(Pρ −mγ1γ̇1ρ)

2 +
P 2
δ

ρ2
+

P 2
λ

ρ2 cos2 δ

}
− 1

2
mγ̇2

1ρ
2 − (U +R).

(1.6.16)

Обобщенная координата λ-циклическая, поэтому

λ̇ =
Pλ

mγ2
1ρ

2 cos2 δ
, Pλ = Pλ0 = c = const, (1.6.17)

так что проблема сводится к решению первых двух систем уравне-

ний в (1.6.15), которые в развернутой форме имеют вид

ρ̇ =
1

mγ2
1

(Pρ −mγ1γ̇1ρ),

Ṗρ =
γ̇1
γ1
Pρ +

1

mγ2
1ρ

3

(
P 2
δ +

c2

cos2 δ

)
+

∂(U +R)

∂ρ
,

(1.6.18)

δ̇ =
Pδ

mγ2
1ρ

2
, Ṗδ = − c2 sin δ

mγ2
1ρ

2 cos3 δ
+

∂R

∂δ
, (1.6.19)

где

U = f
m1m2

γ1ρ
, R = ϕ(t)γ1ρ sin δ.

Уравнения (1.6.18) допускают частное решение

ρ = ρ0 = const �= 0, Pρ = mγ1γ̇1ρ0

при условии

d

dt
(mγ1γ̇1ρ0) = mγ̇2

1ρ0 +
1

mγ2
1ρ

3
0

[
P 2
δ +

c2

cos2 δ

]
ρ=ρ0

+

[
∂(U +R)

∂ρ

]
ρ=ρ0

.
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Из последнего условия определим n(t)-угловую скорость орбиталь-

ного движения вокруг оси OZ

n2(t) =
1

cos2 δ

[
γ̈1
γ1

+
ṁγ̇1
mγ1

+ f
m1m2

mγ3
1ρ

3
0

−

− m(ṁ1m2 −m1ṁ2)a1
γ1m2

1m
2
2ρ0

sin δ − P 2
δ

m2γ4
1ρ

4
0

]
,

(1.6.20)

где введено обозначение

c

mγ2
1ρ

2
0 cos

2 δ
= λ̇ = n(t). (1.6.21)

В выражении (1.6.20) правая часть предполагается положительной.

Далее из системы уравнений (1.6.19) получим

dPδ

dδ
= − c2 sin δ

Pδ cos3 δ
+

mγ2
1ρ

2
0

Pδ

(
∂R

∂δ

)
ρ=ρ0

.

Откуда при условии

m3γ3
1ρ

3
0

(ṁ1m2 −m1ṁ2)

m2
1m

2
2

= k = const (1.6.22)

следует

P 2
δ = − c2

cos2 δ
+ 2k sin δ + k1,

где k1– постоянная интегрирования. С учетом полученного выраже-

ния для Pδ из первого уравнения системы (1.6.19) получим

du

±√
k1 − c2 + 2ku− k1u2 − 2ku3

=
dt

mγ2
1ρ

2
0

, (1.6.23)

где

u = sin δ =
z

r
. (1.6.24)

Таким образом, найденные частные решения для рассматривае-
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мого случая определяются следующими формулами

ρ = ρ0 = const �= 0, Pρ = mγ1γ̇1ρ0,

sin δ = u, P 2
δ = − c2

1− u2
+ 2ku+ k1,

λ =
t∫

t0

n(t)dt+ λ0, Pλ = c = const,

(1.6.25)

где u = u(t) определяется из уравнения (1.6.23), а n = n(t) – из

соотношения (1.6.20) в котором γ1 = γ1(t) находится из формулы

γ3
1 =

km2
1m

2
2

a1ρ30m
3(ṁ1m2 −m1ṁ2)

, (1.6.26)

что следует из условия (1.6.22). Отметим еще простейшее решение

уравнений (1.6.19), которое не входило в решения (1.6.25):

δ = δ0 = const �= 0, Pδ = 0. (1.6.27)

В случае (1.6.27) пространственные движения рассматриваемой

задачи происходят по конической спирали раскручивающейся (за-

кручивающейся) вокруг оси OZ.

Особенности найденных частных решений состоят в том, что

они имеют место при произвольных законах изменения масс (1.6.2),

лишь необходимо сохранение положительности правой части фор-

мул (1.6.20), (1.6.26).

Уравнения вековых возмущений в форме Лагранжа и их прибли-

женное решение. Перепишем уравнения (1.6.10) в виде

ẍ = −f
m1 +m2

r3
x− ṁ

m
ẋ, ÿ = −f

m1 +m2

r3
y − ṁ

m
ẏ,

(1.6.28)

z̈ = −f
m1 +m2

r3
z − ṁ

m
ż +

ϕ(t)

m
,

где r = (x2 + y2 + z2)1/2. Рассмотрим уравнения (1.6.28) в оску-

лирующих элементах (1.2.15), (1.2.21). Сравнивая (1.6.28) и (1.2.1)
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находим

R = −1

2

(
γ̈

γ
+

ṁ

m

γ̇

γ

)
r2 − ϕ(t)

m
z, (1.6.29)

γ =
m1 +m2

m10 +m20
· m

2
10m

2
20

m2
1m

2
2

, m =
m1m2

m1 +m2
(1.6.30)

Ограничимся вековой частью возмущающей функции (1.6.29).

Учитывая, что

r2 = γ2ρ2 = γ2a2
(ρ
a

)2

≈ γ2a2
(
1 +

3

2
e2

)
,

z = γρ sin δ = γ a
(ρ
a
sin δ

)
≈ γ a sin i sinω

(
−3

2
e

)

перепишем возмущающую функцию (1.6.29) в виде

R = −1

2

(
γ̈

γ
+

ṁ

m

γ̇

γ

)
γ2a2

(
1 +

3

2
e2

)
+

+
ϕ(t)

m
γa

[
sin i sinω

(
−3

2
e

)]
.

(1.6.31)

Тогда уравнение вековых возмущений в форме уравнений

Лагранжа (1.4.1) имеет вид

ȧ = 0,

ė = −
√
1− e2

na2e
· ∂R̃
∂ω

,

di

dt
=

ctgi

na2
√
1− e2

· ∂R̃
∂ω

,

Ω̇ =
cosec i

na2
√
1− e2

· ∂R̃
∂i

,

(1.6.32)
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ω̇ =

√
1− e2

na2e
· ∂R̃
∂e

− ctgi

na2
√
1− e2

· ∂R̃
∂i

,

Ṁ =

[
m1 +m2

(m10 +m20) · γ3

]1/2
· n− 2

na
· ∂R̃
∂a

− 1− e2

na2e
· ∂R̃
∂e

,

где

R̃ = −A

[
a2

(
1 +

3

2
e2

)]
− B [a · e · sin i sinω] , (1.6.33)

A =
1

2

(
γ̈

γ
+

ṁ

m

γ̇

γ

)(
m10 +m20

m1 +m2

)1/2

· γ3/2,

B =
3

2
· ϕ(t)

m

[
m10 +m20

(m1 +m2) · γ
]1/2

.

(1.6.34)

Из соотношений (1.6.32)-(1.6.34) получим

ȧ = 0,

ė = B

√
1− e2

na
· sin i cosω,

di

dt
= −B

e ctg i

na
√
1− e2

· sin i cosω,

Ω̇ = −B
e cosec i

na
√
1− e2

· sinω cos i,

ω̇ = −
√
1− e2

nae
(3A · ae+B · sin i sinω) +B

e ctg i

na
√
1− e

2 sinω sin i,

Ṁ =

[
m1 +m2

(m10 +m20)
γ3

]1/2
· n+

2

na

[
2A · a

(
1 +

3

2
e2

)
+

+B · e sin i sinω
]
+

1− e2

nae
(3A · ae+B · sin i sinω).

(1.6.35)
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Интеграл площадей (1.6.13) для системы (1.6.35) имеет вид

(1− e2) cos2 i = c1 = const, (1.6.36)

что также следует из второго и третьего уравнения последней си-

стемы. По методу Пикара, в первом приближении, определим дви-

жение плоскости орбиты

δi = −e ctg i sin i cosω

na
√
1− e2

t∫
t0

B(t)dt,

δΩ = −e cosec i sinω cos i

na
√
1− e2

t∫
t0

B(t)dt,

(1.6.37)

Соотношения (1.6.37), (1.6.34) показывают эффект переменности

масс двух тел изменяющимися в различных темпах в задаче Лапина.

Канонические уравнения вековых возмущений в аналогах эле-

ментов Делоне. Учитывая, что

a =
L2

μ0
, μ0 = f(m10 +m20),

1− e2 =
G2

L2
, cos i =

H

G
, ω = g,

запишем возмущающую функцию (1.6.33) в аналогах элементов Де-

лоне

R̃ = −A·
[
L4

μ2
0

(
5

2
− 3

2

G2

L2

)]
−B ·L

2

μ0

(
1− G2

L2

)1/2

·
(
1− H2

G2

)1/2

·sin g.

(1.6.38)

Из соотношений (1.3.5), (1.6.38) получим

L̇ = 0, Ġ =
∂R∗

∂g
, Ḣ = 0,

l̇ = −∂R∗

∂L
, ġ = −∂R∗

∂G
, ḣ = −∂R∗

∂H
,

(1.6.39)
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где

R∗ =
[

m1 +m2

(m10 +m20)γ3

]1/2
· μ2

0

2L2
+ R̃. (1.6.40)

Из неавтономной канонической системы дифференциальных

уравнений (1.6.39) следует, что задача сводится к системе только

с одной степенью свободы

Ġ =
∂R∗

∂g
, ġ = −∂R∗

∂G
. (1.6.41)

Из системы (1.6.39) также следуют интегралы

L =
√
μ0a = L0 = const,

H =
√

μ0a(1− e2) cos i = H0 = const,

(1.6.42)

причем последнее выражение есть интеграл площадей (1.6.13) для

системы (1.6.39), совпадающий с формулой (1.6.36).

Канонические уравнения вековых возмущений в аналогах второй

системы элементов Пуанкаре. Из формул (1.3.17) получим

a =
Λ2

μ0
, μ0 = f(m10 +m20),

e2 =
1

Λ
(ξ2 + η2)− 1

4Λ2
(ξ2 + η2)2 = R1,

1− cos i =
p2 + q2

2Λ− (ξ2 + η2)
= R2,

sinω =
qξ − pη√

(q2 + p2) · (ξ2 + η2)
= R3.

(1.6.43)

С учетом формул (1.6.33), (1.6.43) выражение (1.3.16) имеет вид

R∗ =
[
m1 +m2

m10 +m20
γ3

]1/2
μ2
0

2Λ2
+ R̃(t, ξ, η, p, q, Λ). (1.6.44)
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Соответствующие уравнения возмущенного движения описыва-

ются формулами

Λ̇ = 0, ξ̇ =
∂R∗

∂η
, ṗ =

∂R∗

∂q
,

λ̇ = −∂R∗

∂Λ
, η̇ = −∂R∗

∂ξ
, q̇ = −∂R∗

∂p
,

(1.6.45)

при этом интеграл площадей (1.6.13) [или (1.6.36) или (1.6.42)] для

системы (1.6.45) имеет вид

ξ2 + η2 + p2 + q2 = c2 = const. (1.6.46)

Интеграл площадей в виде (1.6.46) удобен для качественных иссле-

дований. Из системы (1.6.45) следует, что достаточно рассмотреть

систему уравнений

ξ̇ =
∂R̃

∂η
, ṗ =

∂R̃

∂q
,

η̇ = −∂R̃

∂ξ
, q̇ = −∂R̃

∂p
,

(1.6.47)

где

R̃ = −A · Λ
4

μ2
0

(
1 +

3

2
R1

)
−B · Λ

2

μ0
·
√

R1 ·
(
2R2 −R2

2

)1/2 ·R3, (1.6.48)

причем

R1 = R1(Λ, ξ
2 + η2),

R2 = R2(Λ, p
2 + q2, ξ2 + η2),

R3 = R3(qξ − pη, q2 + p2, ξ2 + η2).

(1.6.49)

Любопытно, что с учетом структуры возмущающей функции

(1.6.48)-(1.6.49) из уравнений (1.6.47) можно непосредственно полу-

чить интеграл (1.6.46) без применения пространственно-временных

преобразований.
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В заключении настоящего пункта отметим, что полученные ка-

нонические уравнения возмущенного движения (1.6.47) удобны для

изучения почти плоских и почти квазикруговых (e � 1) движений.

1.7. Движение точки переменной массы в поле притяжения

нестационарного тела с осесимметричным потенциалом

Рассмотрим движение точки переменной массы m = m(t) в гра-

витационном поле нестационарного тела с осесимметричным потен-

циалом вида

W = U(r, t) +R(r, z, t) (1.7.1)

в прямоугольной декартовой системе координат OXY Z, причем ось

OZ направлена вдоль оси симметрии тела, r =
(
x2 + y2 + z2

)1/2
–

модуль радиус-вектора рассматриваемой точки, t – время. Предпо-

ложим, что начало координат совпадает с барицентром осесиммет-

ричного тела и оси координат направлены вдоль осей инерции, и

это положение сохраняется. Пусть абсолютная скорость отделяю-

щихся (присоединяющихся) частиц точки переменной массы m(t)

равна нулю. Тогда уравнения движения имеют вид

d

dt
(mẋ) =

∂W

∂x
,

d

dt
(mẏ) =

∂W

∂y
,

d

dt
(mż) =

∂W

∂z
, (1.7.2)

В общем случае, также как и в соответствующей стационарной

задаче [149], известен один интеграл

m (ẏx− yẋ) = c = const. (1.7.3)

Переходим к квазисферическим координатам ρ, δ, λ, которые

введем посредством формул

x = γρ cos δ cosλ, y = γρ cos δ sinλ, z = γρ sin δ, (1.7.4)

где γ = γ(t) достаточно произвольная функция времени, конкрет-

ный вид который определим далее. Вводя кинетическую энергию

рассматриваемой точки формулой

K =
m

2
(ẋ2 + ẏ2 + ż2)
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с учетом (1.7.4) вычисляя импульсы по обычным правилам

Pρ =
∂K

∂ρ̇
= mγ2ρ̇+mγγ̇ρ, Pδ =

∂K

∂δ̇
= mγ2ρ2δ̇,

Pλ =
∂K

∂λ̇
= mγ2ρ2 cos2 δλ̇,

(1.7.5)

напишем уравнения движения в канонической форме

ρ̇ =
∂H

∂Pρ
, Ṗρ = −∂H

∂ρ
, (1.7.6)

δ̇ =
∂H

∂Pδ
, Ṗδ = −∂H

∂δ
, (1.7.7)

λ̇ =
∂H

∂Pλ
, Ṗλ = −∂H

∂λ
, (1.7.8)

где гамильтониан дается выражением

H =
1

2mγ2

{
(Pρ −mγγ̇ρ)2 +

P 2
δ

ρ2
+

P 2
λ

ρ2 cos2 δ

}
− 1

2
mγ̇2ρ2−W. (1.7.9)

Обобщенная координата λ – циклическая, поэтому из уравнения

(1.7.8) следует

λ̇ =
Pλ

mγ2ρ2 cos2 δ
, Pλ = Pλ0 = c = const. (1.7.10)

Последнее выражение в формуле (1.7.10) соответствует интегралу

(1.7.3). Проблема сводится к поиску решений неавтономной канони-

ческой системы дифференциальных уравнений (1.7.6), (1.7.7), кото-

рые в развернутой форме имеют вид

ρ̇ =
1

mγ2
(Pρ −mγγ̇ρ) , Ṗρ =

γ̇

γ
Pρ+

1

mγ2ρ3

(
P 2
δ +

c2

cos2 δ

)
+

∂W

∂ρ
,

(1.7.11)

δ̇ =
1

mγ2ρ2
Pδ, Ṗδ = − c2 sin δ

mγ2ρ2 cos3 δ
+

∂W

∂δ
, (1.7.12)

где

W = U(ρ, γ, t) + R(ρ, δ, γ, t). (1.7.13)

Требуется найти частные решения системы дифференциальных

уравнений (1.7.11) – (1.7.13).
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Частные пространственные решения. Уравнения (1.7.11) допус-

кают частное решение [86]

ρ = ρ0 = const, Pρ = mγγ̇ρ0 (1.7.14)

при условии

d

dt
(mγγ̇ρ0) = mγ̇2ρ0 +

1

nγ2ρ30

(
P 2
δ +

c2

cos2 δ

)
+

(
∂W

∂ρ

)
ρ=ρ0

. (1.7.15)

Из условий (1.7.15) определим n(t) – угловую скорость орбитального

движения вокруг оси OZ

n2(t) =
1

cos2 δ

[
γ̈

γ
+

ṁγ̇

mγ
− P 2

δ

m2γ2ρ40
− 1

mγ2ρ0

(
∂W

∂ρ

)
ρ=ρ0

]
(1.7.16)

где обозначено
c

mγ2ρ20 cos
2 δ

= λ̇ = n(t). (1.7.17)

Далее из уравнений (1.7.12) получим

Pδ
dPδ

dδ
= −c2

sin δ

cos3 δ
+mγ2ρ20

(
∂W

∂δ

)
ρ=ρ0

. (1.7.18)

Силовую функцию

R = R(ρ0, δ, γ, t) (1.7.19)

определим таким образом, чтобы при соответствующем выборе

функции γ = γ(t), время t не входило явным образом во второе

слагаемое в правой части уравнения (1.7.18). Тогда решение уравне-

ний (1.7.18) легко устанавливается.

Рассмотрим известное разложение потенциала осесимметричного

тела по полиномам Лежандра [107]. Тогда

U = f
M

r
,

R = −f M

r

∞∑
n=2

Jn

(
l

r

)n

Pn(sin δ).

(1.7.20)
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В нашем случае тело нестационарное, поэтому в формулах

(1.7.20) M = M(t), Jn = Jn(t), l = l(t) (см. [116], стр. 23, заме-

чание 3, а также [150]).

Сначала рассмотрим случай

R ≈ R2 = −f M

r
J2

(
l

r

)2

P2(sin δ). (1.7.21)

Уравнения (1.7.18) имеет вид

Pδ
dPδ

dδ
= −c2

sin δ

cos3 δ
+mγ2ρ20

[
−f M

γρ0
J2

(
l

γρ0

)2
]
dP2(sin δ)

dδ
. (1.7.22)

Пусть

m(t)

m(t0)
= m∗(t),

M(t)

M(t0)
= M ∗(t),

J2(t)

J2(t0)
= J∗

2 (t),
l(t)

l(t0)
= l∗(t).

(1.7.23)

Тогда при условии

m∗(t)M ∗(t)J∗(t)l∗(t)
γ(t)

= const = 1 (1.7.24)

уравнение (1.7.22) становится автономным и получим

1

2
P 2
δ = −1

2

c2

cos2 δ
+ k1 sin

2 δ + c1, (1.7.25)

где c1 – постоянная интегрирования,

k1 = −3

2

f m(t0)M(t0)J2(t0)l
2(t0)

ρ0
.

Из первого уравнения системы (1.7.12) и (1.7.25) получим

du

±√−2k1u4 + (2k1 − 2c1)u2 + 2c1 − c2
=

dt

mγ2ρ20
, (1.7.26)

где введено обозначение

u = sin δ =
z

r
.
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Таким образом, найденные в случае (1.7.21) пространственные

частные решения определяются формулами

ρ = ρ0 = const, Pρ = mγγ̇ρ0,

sin δ = u, P 2
δ =

2(2k1u
2 + c1)(1− u2)− c2

1− u2
,

λ =

t∫
t0

n(t) dt+ λ0, Pλ = c = const,

(1.7.27)

где u = u(t) определяется из уравнений (1.7.26), а n(t) определяется

из соотношения (1.7.16) в котором γ = γ(t) дается формулой

γ = m∗(t)M ∗(t)J∗
2 (t) l

∗2(t) , (1.7.28)

что следует из условия (1.7.24).

Теперь рассмотрим случай, когда

R ≈ R5 = −f M

r

5∑
n=2

Jn

(
l

r

)n

Pn(sin δ). (1.7.29)

В этом случае уравнение (1.7.18) (или система (1.7.12)) допускает

частное решение

δ = δ0 = const, Pδ = 0, (1.7.30)

при условии, что γ = γ(t) определяется из соотнощения

J∗
5

γ4
+

J∗
4

γ3
+

J∗
3

γ2
+

J∗
2

γ
+

c2 sin δ0
f mMρ0 cos3 δ0

= 0, (1.7.31)

где

J∗
n = Jn

(
l

ρ0

)n
dPn(sin δ0)

dδ0
= J∗

n(t). (1.7.32)

В случае (1.7.29) решения даются формулами

ρ = ρ0 = const, Pρ = mγγ̇ρ0,

δ = δ0 = const, Pδ = 0,

λ =

t∫
t0

n(t) dt+ λ0, Pλ = c = const,

(1.7.33)
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где n = n(t) дается выражением (1.7.16), в котором γ = γ(t) опре-

деляется как действительный корень уравнения (1.7.31).

Особенности найденных решений (1.7.27), (1.7.33) состоят в том,

что они имеют место при произвольных функциях (1.7.23), (1.7.32),

лишь бы выполнялось условие положительности правой части фор-

мулы (1.7.16) и условие существования действительных корней урав-

нения (1.7.31).

1.8. Движение пробной точки в поле притяжения

нестационарного трехосного эллипсоида

Известная задача о движении пробной точки в поле притяжении

стационарного трехосного эллипсоида — одна из интересных задач

небесной механики. В монографии [27] детально исследованы резо-

нансные движения материальной точки постоянной массы в поле

притяжения стационарного вращающегося трехосного эллипсоида.

Получены различные классы резонансных решений. Аналогичная

задача для нестационарного вращающегося трехосного эллипсоида

рассмотрена в работе [53] и методом автономизации установлены

точки либрации, когда масса, размеры, формы меняются медленно

и они взаимосвязаны. Причем масса меняется со временем по объ-

единенному закону Мещерского.

Рассмотрим движение пробной точки в поле притяжения неста-

ционарного трехосного эллипсоида однородного или с эллипсоидаль-

ными слоями, с плотностью, одинакова0 зависящей от времени, ме-

тодом теории возмущений. Пусть нестационарность эллипсоида ха-

рактеризуется переменной массой

m = m0 ν(t) (1.8.1)

и характерным переменным линейным размером

R = R0 χ(t), (1.8.2)

где m0 = m(t0), R0 = R(t0), t0 – начальное значение времени

t, ν(t) и χ(t) достаточно произвольные функции времени.
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Начало прямоугольной системы координат Oxyz поместим в ба-

рицентр нестационарного эллипсоида, а оси координат направим

вдоль главных центральных осей инерции эллипсоида. При этом

ориентация осей инерции тела – нестационарного эллипсоида – оста-

ется неизменной. Тогда уравнение движения пробной частицы в гра-

витационном поле тела имеет вид [64]

ẍ =
∂U

∂x
, ÿ =

∂U

∂y
, z̈ =

∂U

∂z
, (1.8.3)

где U – потенциал тела. В разложении потенциала по полиномам

Лежандра ограничимся гармониками второго порядка. В сфериче-

ской системе координат r, σ, λ, которые обозначают соответственно

модуль радиус-вектора, широту и долготу пробной точки, введенные

обычным образом

x = r cos δ cosλ, y = r cos δ sinλ, z = r sin δ, (1.8.4)

выражение потенциала имеет вид

U =
f m

r

{
1 +

1

2
I2

(
R

r

)2

(1− 3 sin2 δ)+

+ 3C22

(
R

r

)2

(1− sin2 δ) cos 2λ

} (1.8.5)

Заметим, что в силу выбранной системы координат

C21 = S21 = S22 = 0.

Относительно параметров, характеризующих тело – нестационар-

ный эллипсоид – примем следующие допущения. Будем считать, что

изменения параметров происходят гомотетичным образом так, что

в каждый последующий момент времени форма и структура тела

остаются подобными соответствующему состоянию в предыдущий

момент времени. Математически это выражается в постоянстве ко-

эффициентов I2 и C22

I2 =
2C − (A+ B)

2mR2
= const, C22 =

B − A

4mR2
= const, (1.8.6)
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где

A = A(t), B = B(t), C = C(t) (1.8.7)

моменты инерции второго порядка нестационарного эллипсоида,

или учитывая формулы (1.8.1), (1.8.2)

A(t)

A(t0)
=

B(t)

B(t0)
=

C(t)

C(t0)
= ν(t)χ2(t). (1.8.8)

Уравнения движения (1.8.3) перепишем в виде

ẍ = −f m
x

r3
+m

d2

dt2

(
1

m

)
x+

∂V

∂x
,

ÿ = −f m
y

r3
+m

d2

dt2

(
1

m

)
y +

∂V

∂y
,

z̈ = −f m
z

r3
+m

d2

dt2

(
1

m

)
z +

∂V

∂z
,

(1.8.9)

где

V = V1 + V2 + V22, (1.8.10)

V1 = −1

2
m

d2

dt2

(
1

m

)
(x2 + y2 + z2), (1.8.11)

V2 =
1

2
I2

f m

r
·
(
R

r

)2 (
1− 3 sin2 δ

)
, (1.8.12)

V22 = 3C22
f m

r
·
(
R

r

)2

(1− sin2 δ) cos 2λ. (1.8.13)

При V = 0 уравнения (1.8.9) описывают невозмущенное апери-

одическое движение по квазиконическому сечению, которое может

быть характеризовано соответствующими элементами

a, e, ω, i, Ω, M. (1.8.14)

Поэтому, в случае V �= 0, уравнения (1.8.9) могут быть рассмотре-

ны как уравнения возмущенного движения в переменных (1.8.14).
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Можно использовать уравнения возмущенного движения в форме

уравнений Лагранжа (1.4.1)

ȧ =
2

n a
· ∂V
∂M

,

ė =
1− e2

n a2e
· ∂V
∂M

−
√
1− e2

n a2e
· ∂V
∂ω

d i

dt
=

ctg i

n a2
√
1− e2

· ∂V
∂ω

− cosec i

na2
√
1− e2

· ∂V
∂Ω

,

Ω̇ =

√
1− e2

n a2e
cosec i · ∂V

∂i
,

ω̇ =

√
1− e2

n a2e
· ∂V
∂e

− ctg i

n a2
√
1− e2

· ∂V
∂i

,

Ṁ =

(
m

m0

)2

· n− 2

n a
· ∂V
∂a

− 1− e2

n a2e
· ∂V
∂e

,

(1.8.15)

где

V = V (t, a, e, ω, i, Ω, M), (1.8.16)

и рассмотрим случай возмущенного движения по квазиэллипсу

e(t) < 1. (1.8.17)

Выражение возмущающей функции через элементы. Используя

известные формулы сферической астрономии [107]

sin δ = sin i sin(ω + v),

cos δ cosλ = cos(ω + v) cosΩ− sin(ω + v) sinΩ cos i,

cos δ sinλ = cos(ω + v) cosΩ + sin(ω + v) cosΩ cos i,

(1.8.18)

где v = θ − ω – истинная аномалия, определяемая формулой невоз-

мущенного движения

r =
(m0

m

) p

1 + e cos v
, p = a (1− e2), (1.8.19)

преобразуем выражения (1.8.12), (1.8.13). Обозначим

r = γ · ρ,

γ = γ(t) =
m0

m
, ρ =

a(1− e2)

1 + e cos v
.

(1.8.20)
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Тогда можно написать [64]

V2 =
1

2
I2
f mR2

γ3a3

{
(1− 3

2
sin2 i)

(
a

ρ

)3

+

+
3

2
sin2 i cos 2ω

(
a

ρ

)3

cos 2v−

− 3

2
sin2 i sin 2ω

(
a

ρ

)3

sin 2v

}
,

(1.8.21)

V22 = 3C22
f mR2

γ3a3

{
1

2
sin2 i cos 2ω

(
a

ρ

)3

+

[(
1

4
cos2 i+

1

2
cos i

)
×

× cos(2Ω + 2ω) +

(
1

4
cos2 i− 1

2
cos i

)
cos(2Ω− 2ω)

]
×

×
(
a

ρ

)3

cos 2v +

[(
−1

4
cos2 i− 1

2
cos i

)
sin(2Ω + 2ω)+

+

(
−1

4
cos2 i+

1

2
cos i

)
sin(2 Ω− 2 ω)

](
a

ρ

)3

sin 2v

}
.

(1.8.22)

Соотношение (1.8.11) напишем в виде

V1 = −1

2
m

d2

dt2

(
1

m

)
a2γ2

(ρ
a

)2

. (1.8.23)

В формулах (1.8.21)–(1.8.23) выражения(
a

ρ

)3

,

(
a

ρ

)3

cos 2v,

(
a

ρ

)3

sin 2v,
(ρ
a

)2

записываются через элементы e иM в виде бесконечных рядов [107].

Ограничимся полной вековой частью в разложении возмущаю-

щей функции

Ṽ1 = −1

2
m

d2

dt2

(
1

m

)
a2γ2

(
1 +

3

2
e2

)
, (1.8.24)

Ṽ2 =
1

2
I2

f mR2

γ3a3

(
1− 3

2
sin2 i

)
(1− e2)−3/2, (1.8.25)

Ṽ22 = 3C22
f mR2

γ3a3

(
1

2
cos 2Ω sin2 i

)
(1− e2)−3/2. (1.8.26)
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Из соотношений (1.8.24)–(1.8.26) и (1.8.10) следует

Vвек = −1

2
m

d2

dt2

(
1

m

)
a2γ2(1 +

3

2
e2) +

1

2

f mR2

γ3a3
×

× (1− e2)−3/2

[
I2 +

(
−3

2
I2 + 3C22 cos 2Ω

)
sin2 i

]
.

(1.8.27)

Таким образом, полная вековая часть возмущающей функции имеет

вид

Vвек = Vвек(t, a, e, Ω, i). (1.8.28)

Подставляя выражение (1.8.27) в уравнения возмущенного дви-

жения Лагранжа (1.8.15) имеем

a = a0, e = e0, (1.8.29)

di

dt
= − cosec i

n a2
√
1− e2

· ∂Vвек

∂Ω
, Ω̇ =

cosec i

n a2
√
1− e2

· ∂Vвек

∂i
, (1.8.30)

ω̇ =

√
1− e2

n a2e
· ∂Vвек

∂e
− ctg i

n a2
√
1− e2

· ∂Vвек

∂i
, (1.8.31)

Ṁ =

(
m

m0

)2

· n− 2

n a
· ∂Vвек

∂a
− 1− e2

n a2e
· ∂Vвек

∂e
. (1.8.32)

Из системы уравнений (1.8.30) получим(
−3

2
I2 + 3C22 cos 2Ω

)
sin2 i = h1 = const, (1.8.33)

или

(1 + α cos 2Ω) sin2 i = h = const, (1.8.34)

где

α =
B0 − A0

A0 +B0 − 2C0
, (1.8.35)

h = (1 + α cos 2Ω0) sin
2 i0. (1.8.36)

Интеграл (1.8.33) по виду совпадает с аналогичным интегралом ста-

ционарной задачи [117]. При помощи интегралов (1.8.33) и (1.8.29)
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система уравнений интегрируется до конца. Из второго уравнения

системы (1.8.30), учитывая (1.8.33), имеем

Ω̇ =
3I2f mR2

2n a2(1− e2)2γ3a3

√
1 + α cos 2Ω ·

√
1− h+ α cos 2Ω. (1.8.37)

Откуда обозначив

cos 2Ω = u, (1.8.38)

α∗ =
1

α
= − I2

2C22
=

A0 +B0 − 2C0

B0 − A0
, (1.8.39)

β∗ = α∗(1− h2) = α∗ cos2 i0 − sin2 i0 cos 2Ω0, (1.8.40)

получим

u̇ =
6C22f m0R

2
0

n a3p2
· ν4χ2 ·

√
1− u2

√
α∗ + u

√
β∗ + u. (1.8.41)

Решение уравнения (1.8.40) сводится к эллиптической квадратуре,

которая в зависимости от параметров α∗ и β∗ вычисляется по разно-

му. После решения уравнения (1.8.40), i = i(t) находится из интегра-

ла (1.8.33), затем ω = ω(t) и M = M(t) определяются из уравнений

(1.8.31), (1.8.32).
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Глава 2

Задача трех тел с переменными массами

2.1. Задача трех тел с изменяющимися в одинаковом темпе массами.

Исключение узла.

Рассмотрим систему трех свободных тел T0, T1 и T2, взаимогра-

витирующих по закону Ньютона, с переменными массами

m0 =
m00

ϕ(t)
, m1 =

m10

ϕ(t)
, m2 =

m20

ϕ(t)
, (2.1.1)

изменяющимися в одинаковых темпах в абсолютной системе коорди-

нат, где mi0 = mi(t0) – начальные значения масс, ϕ = ϕ(t) – доста-

точно произвольная положительная функция времени, по меньшей

мере дважды дифференцируемая. Тела будем рассматривать, как

материальные точки и предположим, что изменение масс происхо-

дит изотропно. Тогда уравнения движения в абсолютной системе

координат имеют вид

mi
�̈R∗
i = grad �R ∗

i

U, i = 0, 1, 2, (2.1.2)

где

U = f

(
m0m1

R ∗
01

+
m0m2

R ∗
02

+
m1m2

R ∗
12

)
,

R ∗
ij =

√(
X ∗

j −X ∗
i

)2
+

(
Y ∗
j − Y ∗

i

)2
+

(
Z ∗
j − Z ∗

i

)2
,

�R ∗
i = �R ∗

i (X
∗
i , Y

∗
i , Z ∗

i ) – радиус-векторы тел в рассматриваемой си-

стеме координат, f – гравитационная постоянная. В этом случае,

известны следующие интегралы [38]

ϕ(t)
2∑

i=0

mi
�̇R ∗
i = �a ∗, ϕ(t)

2∑
i=0

mi
�R ∗
i = �a ∗t+�b ∗, (2.1.3)
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ϕ(t)
2∑

i=0

(
�R ∗
i ×mi

�̇R ∗
i

)
= �c ∗ (2.1.4)

Движение барицентра системы определяется соотношениями

�Rδ =
1

m0 +m1 +m2

2∑
i=0

mi
�R ∗
i =

�a ∗t+�b ∗

m00 +m10 +m20
. (2.1.5)

Отметим, что, если в рассматриваемой задаче трех тел с изменя-

ющимися массами (2.1.1) предположить, что абсолютные скорости

отделяющихся (присоединяющихся) частиц равны нулю, то получим

mi
�̈R ∗
i = grad �R ∗

i

U − ṁi
�̇R ∗
i .

Последние уравнения преобразованием независимой переменной

dτ = ϕ(t)dt

приводится к виду (2.1.2) [115]. Поэтому в дальнейшем достаточно

исследовать задачу, описываемую уравнениями (2.1.2).

Переходим к барицентрической системе координат посредством

формул

�Ri = �Ri (Xi, Yi, Zi) = �R ∗
i − �Rδ . (2.1.6)

Тогда уравнения движения и интегралы имеют вид

mi
�̈Ri = grad �Ri

U, (2.1.7)

2∑
i=0

mi
�̇Ri = 0,

2∑
i=0

mi
�Ri = 0, (2.1.8)

ϕ(t)
2∑

i=0

(
�Ri ×mi

�̇Ri

)
= �c0, (2.1.9)

где

U = f

(
m0m1

R01
+

m0m2

R02
+

m1m2

R12

)
,

Rij =
√

(Xj −Xi)
2 + (Yj − Yi)

2 + (Zj − Zi)
2,
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Так как массы тел изменяются в одинаковом темпе согласно

(2.1.1), то уравнению движения (2.1.7) можно придать вид

mi0
�̈Ri =

1

ϕ(t)
grad �Ri

Ũ , (2.1.10)

где

Ũ = f

(
m00m10

R01
+

m00m20

R02
+

m10m20

R12

)
. (2.1.11)

Перейдем к системе координат Якоби. Движения точки T1 с ко-

ординатами x1, y1, z1 будем относить к прямоугольной системе ко-

ординат с началом в точке T0, а движения точки T2 с координата-

ми x2, y2, z2 – прямоугольной системе координат, имеющей начало

в центре масс точек T0 и T1. Оси координат параллельны соответ-

ствующим осям барицентрической системы координат.

За основную плоскость принимается неизменная плоскость Ла-

пласа, перпендикулярная вектору момента количества движения

тройной системы (2.1.9). Главное преимущество, которое достига-

ется при выборе неизменной плоскости в качестве основной, состо-

ит в том, что из дифференциальных уравнений исключается узел

[118,151], благодаря чему понижается порядок системы.

Преобразование системы координат выполняется по формулам

�r1 = �r1(x1, y1, z1) = �R1 − �R0,

�r2 = �r2(x2, y2, z2) = �R2 − m10

m00 +m10

�R1 − m00

m00 +m10

�R0,

(2.1.12)

где �ri – радиус-векторы тел в якобиевской системе координат. Урав-

нения движения имеют двенадцатый порядок и следующий вид [74]

μ1�̈r1 =
1

ϕ(t)
grad �r1Ũ , μ2�̈r2 =

1

ϕ(t)
grad �r2Ũ , (2.1.13)

причем

μ1 =
m10m00

m00 +m10
= const, μ2 =

m20(m10 +m00)

m00 +m10 +m20
= const, (2.1.14)
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Ũ = f

(
m00m10

r01
+

m00m20

r02
+

m10m20

r12

)
, (2.1.15)

r201 = x21 + y21 + z21 = r21,

r202 = (x2 + ν1x1)
2 + (y2 + ν1y1)

2 + (z2 + ν1z1)
2 ,

r212 = (x2 − ν0x1)
2 + (y2 − ν0y1)

2 + (z2 − ν0z1, )
2 ,

ν1 =
m10

m00 +m10
= const, ν0 =

m00

m00 +m10
= const,

Из формул (2.1.12), (2.1.8) получим обратные преобразования

�R0 = − m10

m00 +m10
�r1 − m20

m00 +m10 +m20
�r2,

�R1 =
m10

m00 +m10
�r1 − m20

m00 +m10 +m20
�r2,

�R2 =
m00 +m10

m00 +m10 +m20
�r2.

(2.1.16)

Канонические уравнения задачи в аналогах элементов Делоне.

Переходя к новым обозначениям

q1 = x1, q2 = y1, q3 = z1, q4 = x2, q5 = y2, q6 = z2

и вводя обобщенные импульсы

pi =
∂K

∂q̇i
, i = 1, 2, . . . , 6,

где кинетическая энергия системы (2.1.13) задается формулой

K =
μ1

2

(
q̇21 + q̇22 + q̇23

)
+

μ2

2

(
q̇24 + q̇25 + q̇26

)
запишем уравнения движения в гамильтоновой форме

q̇i =
∂H

∂pi
, ṗi = −∂H

∂qi
, i = 1, 2, . . . , 6, (2.1.17)

где

H =
1

2μ1

(
p21 + p22 + p23

)
+

1

2μ2

(
p24 + p25 + p26

)−
− f

ϕ(t)

(
m00m10

r01
+

m00m20

r02
+

m10m20

r12

)
.
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Последнюю формулу перепишем в виде

H = H∗
1 +H∗

2 +Hв, (2.1.18)

H∗
1 =

1

2μ1

(
p21 + p22 + p23

)− f

ϕ(t)

[
m00m10

r01

]
− μ1

2
· ϕ̈
ϕ
r201,

H∗
2 =

1

2μ2

(
p24 + p25 + p26

)− f

ϕ(t)

[
m20(m00 +m10)

r2

]
− μ2

2
· ϕ̈
ϕ
r22,

Hв=
f

ϕ(t)

[
m20(m00 +m10)

r2
−m00m20

r02
−m10m20

r12

]
+

1

2

ϕ̈

ϕ

[
μ1r

2
01+μ2r

2
2

]
,

(2.1.19)

r201 = q21 + q22 + q23 = r21, r22 = q24 + q25 + q26.

При Hв = 0 уравнения (2.1.17) расщепляются на две системы,

каждая из которых описывает апериодическое движение по квази-

коническому сечению [71], предложенное нами в качестве промежу-

точной орбиты для решения проблем динамики гравитирующих си-

стем с переменными массами

q̇i =
∂H∗

1

∂pi
, ṗi = −∂H∗

1

∂qi
, i = 1, 2, 3, (2.1.20)

q̇i =
∂H∗

2

∂pi
, ṗi = −∂H∗

2

∂qi
, i = 4, 5, 6. (2.1.21)

Последние уравнения перепишем в виде

μ1q̈i = −∂H∗
1

∂qi
, i = 1, 2, 3, (2.1.22)

μ2q̈i = −∂H∗
2

∂qi
, i = 4, 5, 6. (2.1.23)

Из уравнений (2.1.22) получим интегралы площадей для проме-

жуточной орбиты тела T1

μ1 (q2q̇3 − q3q̇2) = c1 sin i1 sinΩ1, (2.1.24)

μ1 (q3q̇1 − q1q̇3) = −c1 sin i1 cosΩ1, μ1 (q1q̇2 − q2q̇1) = c1 cos i1,
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где

c1 = β1

√
a1 (1− e21), β1 =

√
f

m10m00√
m00 +m10

. (2.1.25)

Оскулирующее апериодическое движение по квазиконическому

движению описываются формулами

r1 = ϕ(t) · ρ1, ρ1 = a1 (1− e1 cosE1) , E1 − e1 sinE1 = M1,

M1 =
β1

μ1a
3/2
1

[φ(t)− φ(τ1)] =
β1

μ1a
3/2
1

t∫
τ1

dt

ϕ2(t)
.

Аналогично из уравнений (2.1.23) получим для тела T2

μ2 (q5q̇6 − q6q̇5) = c2 sin i2 sinΩ2, μ2 (q4q̇5 − q5q̇4) = c2 cos i2,

μ2 (q6q̇4 − q4q̇6) = −c2 sin i2 cosΩ2, (2.1.26)

где

c2 = β2

√
a2 (1− e22), β2 =

√
f

m20(m00 +m10)√
m00 +m10 +m20

, (2.1.27)

и соответственно

r2 = ϕ(t) · ρ2, ρ2 = a2 (1− e2 cosE2) , E2 − e2 sinE2 = M2,

M2 =
β2

μ2a
3/2
2

[φ(t)− φ(τ2)] =
β2

μ2a
3/2
2

t∫
τ2

dt

ϕ2(t)
.

Но, с другой стороны, рассматриваемая задача (2.1.17) имеет ин-

тегралы площадей

μ1 (q2q̇3 − q3q̇2) + μ2 (q5q̇6 − q6q̇5) = 0,

μ1 (q3q̇1 − q1q̇3) + μ2 (q6q̇4 − q4q̇6) = 0,

μ1 (q1q̇2 − q2q̇1) + μ2 (q4q̇5 − q5q̇4) = c.

(2.1.28)
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Из формул (2.1.24)–(2.1.28) получим

β1

√
a1 (1− e21) sin i1 sinΩ1 + β2

√
a2 (1− e22) sin i2 sinΩ2 = 0,

β1

√
a1 (1− e21) sin i1 cosΩ1 + β2

√
a2 (1− e22) sin i2 cosΩ2 = 0,

β1

√
a1 (1− e21) cos i1 + β2

√
a2 (1− e22) cos i2 = c. (2.1.29)

Из первых двух равенств следует

Ω1 = Ω2 + 180◦. (2.1.30)

Таким образом, в рассматриваемой задаче трех тел с изменя-

ющимися в одинаковом темпе массами (2.1.1)–(2.1.2) при любом

законе изменения масс восходящий узел орбиты тела T1 на неиз-

менной плоскости Лапласа совпадает с нисходящим узлом орбиты

тела T2.

Аналогичное свойство в классической задаче трех тел (точек) по-

стоянной массы впервые было установлено К. Якоби [118,141].

В аналогах канонических элементов Делоне записанных для про-

межуточных движений (2.1.20) и (2.1.21)

Li = βi
√
ai, Gi = Li

√
1− e2i , Hi = Gi cos ii,

li = ni [φ(t)− φ(τi)] , gi = ωi, hi = Ωi,

(2.1.31)

где

ni =
β4
i

μiL3
i

,

интегралы (2.1.29) примут вид√
G2

1 −H2
1 sinh1 +

√
G2

2 −H2
2 sinh2 = 0,√

G2
1 −H2

1 cosh1 +
√

G2
2 −H2

2 cosh2 = 0,

H1 +H2 = c.

Последние выражения могут быть записаны в более компактном

виде

h1 = h2 + 180◦, (2.1.32)
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G2
1 −H2

1 = G2
2 −H2

2 , H1 +H2 = c. (2.1.33)

С учетом уравнений промежуточного движения (2.1.20), (2.1.21),

уравнения движения тела T1 и T2 (2.1.17) в оскулирующих перемен-

ных (2.1.31) могут быть записаны в виде

L̇i =
∂R∗

∂li
, Ġi =

∂R∗

∂qi
, Ḣi =

∂R∗

∂hi
,

l̇i = −∂R∗

∂Li
, ġi = −∂R∗

∂Gi
, ḣi = −∂R∗

∂Hi
, i = 1, 2,

(2.1.34)

где

R∗ =
2∑

i=1

1

ϕ2(t)

(
β4
i

μiL2
i

)
+R, (2.1.35)

причем

R = −Hв. (2.1.36)

Понижение порядка системы дифференциальных уравнений пу-

тем исключения узла. Учитывая что

r21 = q21 + q21 + q23, r22 = q24 + q25 + q26,

r1r2 cos s = q1q4 + q2q5 + q3q6,

где s – угол между радиус-векторами �r1 и �r2 запишем

r201 = r21,

r202 = r22 + 2ν1r2r1 cos s+ ν21r
2
1 = r22

[
1 + 2ν1

(
r1
r2

)
cos s+ ν21

(
r1
r2

)2
]
,

r212 = r22 − 2ν0r2r1 cos s+ ν20r
2
1 = r22

[
1− 2ν0

(
r1
r2

)
cos s+ ν20

(
r1
r2

)2
]
.

Известное разложение при помощи полиномов Лежандра дает

1

r02
=

1

r2
− ν1

r1
r22
P1(cos s) + ν21

r21
r32
P2(cos s)− ν31

r31
r42
P3(cos s) + . . .

1

r12
=

1

r2
+ ν0

r1
r22
P1(cos s) + ν20

r21
r32
P2(cos s) + ν30

r31
r42
P3(cos s) + . . .
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Поэтому формула (2.1.36) с учетом ri = ϕ(t)ρi имеет вид

R =
f

ϕ2(t)
· F +

1

2
ϕ ϕ̈Fρ, (2.1.37)

F =

[
m00m10m20

m00 +m10
· ρ

2
1

ρ32
P2(cos s) +

m00m10m20(m00 −m10)

(m00 +m10)
2 ×

×ρ31
ρ42

P3(cos s) + . . .

]
,

Fρ = − (
μ1ρ

2
1 + μ2ρ

2
2

)
.

Используя интегралы (2.1.32), (2.1.3) понизим порядок системы

(2.1.34)–(2.1.36), (2.1.37) аналогично тому, как это было выполнено

в классической задаче с постоянными массами [118]. Возмущающая

функция F в силу выбранного промежуточного движения может

быть представлена в виде

F =
∑

Acos
sin (il1 + jg1 + kh1 + i′l2 + j′g2 + k′h2) ,

где коэффициенты A зависят только от L1, G1, H1, L2, G2, H2. Из

интеграла

H1 +H2 = c

следует, что элементы h1 и h2 входят в возмущающую функцию F

только в сочетании h1−h2. Так как за основную плоскость принята

неизменная плоскость Лапласа, то согласно (2.1.32)

h1 − h2 = 180◦.

Так что F не будет зависеть от h1 и h2. Далее обозначив

G1 = Γ1, G2 = Γ2, (2.1.38)

из интегралов (2.1.33) получим

H1 =
c

2
+

1

2c

(
Γ2
1 − Γ2

2

)
, H2 =

c

2
− 1

2c

(
Γ2
1 − Γ2

2

)
. (2.1.39)

Используя последние формулы исключим переменныеH1, H2, то-

гда F является функцией только переменных

L1, Γ1, l1, g1, L2, Γ2, l2, g2,
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а функция Fρ имеет вид

Fρ = Fρ (L1, L2, Γ1, Γ2, l1, l2) ,

и, следовательно, уравнения движения рассматриваемой задачи

имеют вид

L̇1 =
∂R∗

∂l1
, Γ̇1 =

∂R∗

∂g1
,

l̇1 = −∂R∗

∂L1
, ġ1 = −∂R∗

∂Γ1
,

L̇2 =
∂R∗

∂l2
, Γ̇2 =

∂R∗

∂g2
,

l̇2 = −∂R∗

∂L2
, ġ2 = −∂R∗

∂Γ2
,

(2.1.40)

где

R∗ =
1

ϕ2(t)

2∑
i=1

β4
i

μi L2
i

+
f

ϕ2(t)
F +

1

2
ϕ ϕ̈Fρ. (2.1.41)

Система канонических неавтономных дифференциальных урав-

нений (2.1.40)– (2.1.41) имеет четыре степени свободы и является

базовой для различных приложений. В частности, нами найдены ин-

тегрируемые случаи дифференциальных уравнений определяющие

вековые возмущения [74,75].

Дифференциальные уравнения для отыскания вековых возмуще-

ний. Обозначим вековую часть возмущающей функции через R̃∗,

тогда, за исключением резонансных значений L1 и L2, согласно ме-

тоду Гаусса вычисления вековых возмущений, имеем

R̃∗ =
1

(2π)2

2π∫
0

2π∫
0

R∗ dl1 dl2 = R̃. (2.1.42)

Из соотношений (2.1.34), (2.1.35), (2.1.37) и (2.1.42) следуют диф-

ференциальные уравнения, определяющие вековые возмущения в
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рассматриваемой задаче

L̇1 = 0, Ġ1 =
∂R̃

∂g1
, Ḣ1 =

∂R̃

∂h1
,

l̇1 = − ∂R̃

∂L1
, ġ1 = − ∂R̃

∂G1
, ḣ1 = − ∂R̃

∂H1
,

(2.1.43)

L̇2 = 0, Ġ2 =
∂R̃

∂g2
, Ḣ2 =

∂R̃

∂h2
,

l̇2 = − ∂R̃

∂L2
, ġ2 = − ∂R̃

∂G2
, ḣ2 = − ∂R̃

∂H2
.

Так как интегралы площадей (2.1.32)–(2.1.33) не зависят от l1 и

l2, то они сохраняют свою силу и для дифференциальных уравнений

(2.1.43). Поэтому, понижая порядок системы (2.1.43), путем исклю-

чения узла, получим неавтономные канонические уравнения с двумя

степенями свободы [75]

Γ̇1 =
∂R̃

∂g1
, ġ1 = − ∂R̃

∂Γ1
,

Γ̇2 =
∂R̃

∂g2
, ġ2 = − ∂R̃

∂Γ2
,

(2.1.44)

где уже учтены соотношения (2.1.38)–(2.1.39).

После того, как уравнения (2.1.44) будут проинтегрированы, из

(2.1.38) и (2.1.39) получим G1, G2, H1, H2. Затем, посредством квад-

ратур находим h1, h2 из уравнений

ḣ2 = − ∂R̃

∂H2
, h1 = h2 + 180◦,

где R̃ перед дифференцированием следует рассматривать как функ-

цию переменных G1, G2, H1, H2, g1, g2, h1, h2. Вековые значения

переменных l1 и l2 получим путем квадратур из уравнений (2.1.43).

В случае, когда движение трех тел происходит в одной плоскости,

дифференциальные уравнения вековых возмущений (2.1.43) опять

упрощаются. В этом случае G и H совпадают и можно положить

G1 = H1 = Π1.
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Существует только один интеграл площадей

Π1 +Π2 = c.

Отсюда следует, что R̃ зависит только от разности (g1− g2). Введем

две новые переменные

K∗ = Π1, k∗ = g1 − g2, (2.1.45)

следовательно

Π2 = c−K∗. (2.1.46)

Тогда при помощи (2.1.45), (2.1.46) можно представить R̃ как функ-

ции переменныхK∗, k∗ и получим канонические неавтономные диф-

ференциальные уравнения только с одной степенью свободы

K̇∗ =
∂R̃

∂k∗
, k̇∗ = − ∂R̃

∂K∗ . (2.1.47)

После того, как будут проинтегрированы уравнения (2.1.47) дол-

гота перигелия получается из уравнений

ġ1 = − ∂R̃

∂Π1
.

Отметим, что в случае

ϕ3ϕ̈ = const (2.1.48)

уравнения (2.1.34)–(2.1.35), (2.1.37) становятся автономными и до-

пускают интеграл

R∗ = R∗
0 = const. (2.1.49)

И соответственно в случае (2.1.48) для уравнений вековых возмуще-

ний имеем интеграл

R̃ = R̃0 = const. (2.1.50)

Таким образом, в случае (2.1.48), уравнения движения (2.1.47)

определяющие вековые возмущения в плоской задаче, благодаря на-

личию интеграла (2.1.50), сводится к квадратурам.
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2.2. Задача трех тел с изменяющимися в одинаковом

темпе массами в приближении Хилла

В аналогах канонических элементов Делоне (2.1.31) уравнения

движения задачи трех тел с изменяющимися в одинаковом темпе

массами

m0 =
m00

ϕ(t)
, m1 =

m10

ϕ(t)
, m2 =

m20

ϕ(t)
(2.2.1)

согласно п. 2.1. имеют вид

L̇1 =
∂R∗

∂l1
, Ġ1 =

∂R∗

∂g1
, Ḣ1 =

∂R∗

∂h1
,

l̇1 = −∂R∗

∂L1
, ġ1 = −∂R∗

∂G1
, ḣ1 = −∂R∗

∂H1
,

L̇2 =
∂R∗

∂l2
, Ġ2 =

∂R∗

∂g2
, Ḣ2 =

∂R∗

∂h2
,

l̇2 = −∂R∗

∂L2
, ġ2 = −∂R∗

∂G2
, ḣ2 = −∂R∗

∂H2
,

(2.2.2)

где

R∗ =
2∑

i=1

1

ϕ2(t)

(
1

2

β4
i

μiL2
i

)
+

f

ϕ2(t)
F +

1

2
ϕ ϕ̈Fρ, (2.2.3)

F =

[
m00m10m20

m00+m10

ρ21
ρ32
P2(cos s)+

m00m10m20(m00−m10)

(m00+m10)2
ρ31
ρ42
P3(cos s)+· · ·

]
,

(2.2.4)

F = −μ1ρ
2
1 − μ2ρ

2
2. (2.2.5)

Предельный вариант этой задачи, когда

r1 � r2 (2.2.6)

по аналогии с соответствующей стационарной задачей [119] будем

называть случаем Хилла (в отличии от второй промежуточной орби-

ты Хилла [111]). Учитывая, что ri = ϕ(t)ρi перепишем соотношение

(2.2.6) в виде

ρ1 � ρ2. (2.2.7)
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Если ограничимся первым слагаемым в формуле (2.2.4), с учетом

выражения (2.2.7), то получим приближенное выражение гамильто-

ниана (2.2.3) рассматриваемой задачи (2.2.2) в приближении Хилла

R∗ =
1

ϕ2(t)

(
1

2

2∑
i=1

β4
i

μiL2
i

)
+

f

ϕ2(t)
· m00m10m20

m00 +m10

ρ21
ρ32
P2(cos s) +

1

2
ϕ ϕ̈Fρ.

(2.2.8)

Исследуем вековые возмущения в задаче трех тел с массами изме-

няющимися в одинаковом темпе, в случае Хилла (2.2.6), описывае-

мые уравнениями (2.2.2), (2.2.8). Двукратное осреднение по угловым

переменным l1, l2, за исключением резонансных значений L1 и L2, в

формуле (2.2.8) дает

R̃∗ =
1

ϕ2(t)
F̃ +

1

2
ϕ ϕ̈ F̃ρ = R̃, (2.2.9)

где

F̃ =
f m00m10m20

m00 +m10

1

4π2

∫ 2π

0

∫ 2π

0

ρ21
ρ32
P2(cos s) dl1 dl2, (2.2.10)

F̃ρ =
1

4π2

∫ 2π

0

∫ 2π

0

Fρ dl1 dl2. (2.2.11)

В силу формул, определяющих промежуточные движения

(2.1.22), (2.1.23) из соотношений (2.2.10), (2.2.11) следует [81,119]

F̃ = f
m00m10m20

m00 +m10
· a21
8a32(1− e22)

3/2

{
3(1− e21)

[
1 + cos2 I

]
+

+ 15e21
[
cos2 ω1 + cos2 I · sin2 ω1

]− 6e21 − 4
}
,

(2.2.12)

F̃ρ = −μ1a
2
1

(
1 +

3

2
e21

)
− μ2a2

(
1 +

3

2
e22

)
, (2.2.13)

причем

a1 =
L2
1

β2
1

, e21 = 1− G2
1

L2
1

, ω1 = g1,

a2 =
L2
2

β2
2

, e22 = 1− G2
2

L2
2

, ω2 = g2,

(2.2.14)
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cos I = cos(i1 + i2). (2.2.15)

Уравнения определяющие вековые возмущения, в силу циклич-

ности переменной ω2 = g2, имеют вид

L̇1 = 0, Ġ1 =
∂R̃

∂g1
, Ḣ1 =

∂R̃

∂h1
,

l̇1 = − ∂R̃

∂L1
, ġ1 = − ∂R̃

∂G1
, ḣ1 = − ∂R̃

∂H1
.

(2.2.16)

L̇2 = 0, Ġ2 = 0, Ḣ2 =
∂R̃

∂h2
,

l̇2 = − ∂R̃

∂L2
, ġ2 = − ∂R̃

∂G2
, ḣ2 = − ∂R̃

∂H2
.

(2.2.17)

Понижая порядок уравнений (2.2.16)–(2.2.17) с использованием ин-

тегралов площадей (2.1.32)–(2.1.33), получим неавтономную кано-

ническую систему с одной степенью свободы

Γ̇1 =
∂R̃

∂g1
, ġ1 = − ∂R̃

∂Γ1
, (2.2.18)

где уже учтены соотношения

Γ1 = G1, Γ2 = G2, h1 + h2 = 180◦,

H1 =
c

2
+

1

2c

(
Γ2
1 − Γ2

2

)
, H2 =

c

2
− 1

2c

(
Γ2
1 − Γ2

2

)
,

(2.2.19)

cos I = cos(i1 + i2) =
c2 − Γ2

1 − Γ2
2

2Γ1 Γ2
. (2.2.20)

В уравнениях (2.2.18) явный вид гамильтониана следующий

R̃ =
f m00m10m20

ϕ2(t)(m00 +m10)
· a21L

3
2

8a32Γ
3
2

{
3
Γ2
1

L2
1

[
1 +

(c2 − Γ2
1 − Γ2

2)
2

4Γ2
1 Γ

2
2

]
+

+15

(
1−Γ2

1

L2
1

)[
cos2 g1+

(
c2 − Γ2

1 − Γ2
2

)2
4Γ2

1 Γ
2
2

sin2 g1

]
−6

(
1−Γ2

1

L2
1

)
− 4

}
−

− 1

2
ϕ ϕ̈

{
μ1a

2
1

[
1 +

3

2

(
1− Γ2

1

L2
1

)]
+ μ2a

2
2

[
1 +

3

2

(
1− Γ2

2

L2
2

)]}
,

(2.2.21)
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причем

c = const, Γ2 = const, L1 = const, L2 = const

являются параметрами.

Вводя новую независимую переменную

dτ =
dt

ϕ2(t)
, (2.2.22)

и обозначив следуя [119]

α =
c

L1
, β =

Γ2

L1
, (2.2.23)

перепишем систему (2.2.18), (2.2.21) в виде

dΓ1

dτ
=

∂R̃

∂g1
,

dg1
dτ

= − ∂R̃

∂Γ1
, (2.2.24)

где

R̃ = k(W +
5

2
) +

k1
2

(
k2e

2
1 + F̃ρ0

)
, (2.2.25)

F̃ρ0 = − β1a
2
1√

f(m00 +m10)
− β2a

2
2(2 + 3e22)

2
√

f(m00 +m10 +m20)
, (2.2.26)

k =
3f m00m10m20

8(m00 +m10)(1− e22)
3/2

· a
2
1

a32
, k2 = −3

2
· m00m10

m00 +m10
·a21, (2.2.27)

k1 = ϕ3 ϕ̈ =
1

ϕ

d2ϕ

dτ 2
− 2

ϕ2

(
dϕ

dτ

)2

, (2.2.28)

W = −2ε+
(α2 − β2 − ε)2

4β2
+ 5(1− ε) sin2 ω

[
(α2 − β2 − ε)2

4β2ε
− 1

]
,

(2.2.29)

причем в последнем соотношении приняты обозначения

ε =
Γ2
1

L2
1

= 1− e21, ω = g1. (2.2.30)

В переменных (2.2.30) система (2.2.24) имеет вид

dε

dτ
=

2
√
ε

L1

∂W̃

∂ω
,

dω

dτ
= −2

√
ε

L1

∂W̃

∂ε
, (2.2.31)
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где

W̃ = kW +
1

2
k1k2(1− ε) = kW ∗ +

1

2
k1k2. (2.2.32)

Учитывая последнее выражение, перепишем уравнения (2.2.31) сле-

дующим образом

dε

dτ
=

2
√
ε

L1

∂W ∗

∂ω
,

dω

dτ
= −2

√
ε

L1

∂W ∗

∂ε
, (2.2.33)

где

W ∗ = −2κε+
(α2 − β2 − ε)2

4β2
+ 5(1− ε) sin2 ω

[
(α2 − β2 − ε)2

4β2ε
− 1

]
.

(2.2.34)

Формула (2.2.34), в отличии от соответствующего стационарного

случая [119, 152], зависит, кроме безразмерных параметров α и β,

еще и от безразмерной величины

κ = 1 +
k2
4k

k1 (τ(t)) , (2.2.35)

учитывающий переменность масс тел (2.2.1).

Таким образом, в случае Хилла (2.2.6), рассматриваемая задача

сводится к неавтономной канонической системе дифференциальных

уравнений (2.2.33) только с одной степенью свободы.

Законы изменения масс Мещерского. В частности, когда

k1 = k10 = const (2.2.36)

система (2.2.33) становится автономной и сводится к квадратурам.

В этом случае в плоскости ε, ω фазовые кривые определяются ин-

тегралом

−2κ0ε+
(α2 − β2 − ε)2

4β2
+ 5(1− ε) sin2 ω×

×
[
(α2 − β2 − ε)2

4β2ε
− 1

]
= W ∗

0 = const,

(2.2.37)

где

κ0 = 1 +
k2
4k

k10 = const. (2.2.38)

83



Топология множества интегральных кривых в этой плоскости в

общем случае зависит от значении трех безразмерных параметров

α, β и κ0, определяемых формулами (2.2.23), (2.2.38).

Как и в соответствующей стационарной задаче [23], так и в нашем

случае естественные ограничения

−1 � cos I =
α2 − β2 − ε

2β
√
ε

� 1, 0 � ε � 1 (2.2.39)

выделяют множество Q допустимых значений параметров α, β:

Q =
{
(α, β) ∈ R2, ‖α− β‖ � 1, α � 0, β � 0

}
. (2.2.40)

Допустимые значения параметра κ0 определяются из соотноше-

ния (2.2.38), где значение k10 вытекает из законов изменения масс

тел (2.2.1), определяемых условием (2.2.36). Из формул (2.2.28),

(2.2.36) следуют законы изменения масс Мещерского.

Пусть k10 = 0, тогда получим первый закон Мещерского

ϕ = ϕ(t) =
At+B

At0 +B
, m1 =

m10

ϕ(t)
, m2 =

m20

ϕ(t)
, (2.2.41)

κ0 = 1. (2.2.42)

При k10 �= 0 из условии (2.2.36), в частности, следует второй закон

Мещерского

ϕ = ϕ(t) =

√
2Bt+ C√
2Bt0 + C

, m1 =
m10

ϕ(t)
, m2 =

m20

ϕ(t)
, (2.2.43)

k10 = − B2

(2Bt0 + C)2
= −

(
ṁi0

mi0

)2

= const < 0,

κ0 = 1 +

(
ṁi0

mi0

)2
a32(1− e22)

3/2

f m20
= const > 1.

(2.2.44)

В общем случае, когда k10 �= 0, из условии (2.2.36) получим объ-

единенный закон Мещерского

ϕ = ϕ(t) =

√
At2 + 2Bt+ C√
At20 + 2Bt0 + C

, m1 =
m10

ϕ(t)
, m2 =

m20

ϕ(t)
, (2.2.45)
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k10 = − Δ

(At20 + 2Bt0 + C)2
= const, Δ = B2 − AC �= 0,

κ0 = 1 +
Δ

(At20 + 2Bt0 + C)2
· a

3
2(1− e22)

3/2

f m20
= const.

(2.2.46)

В формулах (2.2.41), (2.2.43), (2.2.45), (2.2.46) A, B и C постоянные

величины, t0 – начальный момент времени.

Напишем уравнение (2.2.33) в случае (2.2.36) в развернутом виде

dε

dτ
=

10k
√
ε

L1
(1− ε) ·

[
(α2 − β2 − ε)2

4β2ε
− 1

]
sin 2ω,

dω

dτ
=

2k
√
ε

L1

{
2κ0 +

α2 − β2 − ε

2β2
+ 5 sin2 ω ·

[
(α2 − β2 − ε)2

4β2ε
−

−1 + (1− ε)
α2 − β2 − ε

2β2ε

(
1 +

α2 − β2 − ε

2ε

)]}
.

(2.2.47)

В общем случае, на фазовой плоскости ε, ω, имеем следующие

пять неподвижных точек

1. A :
{
ω = 0, ε = α2 + (4κ0 − 1)β2

}
, (2.2.48)

2. A′ :
{
ω =

π

2
, ε = εA′

}
, (2.2.49)

3. B :
{
ω =

π

2
, ε = εB

}
. (2.2.50)

В равновесных решениях (2.2.49)–(2.2.50) величины εA′ и εB опреде-

ляются как корни кубического уравнения

ε3 −
[(

3

2
− κ0

)
β2 + α2 +

5

8

]
ε2 +

5

8

(
α2 − β2

)2
= 0, (2.2.51)

где коэффициент в квадратной скобке перед ε2 предполагается по-
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ложительным.

4. E1 :
{
ω = ω1, ε = ε1 = (α + β)2

}
,

ω1 = arcsin

{
(α + β)2[(2κ0 − 1)β − α]

5α [1− (α− β)2]

}1/2

, α + β < 1.

(2.2.52)

5. E2 : {ω = ω2, ε = ε2 = εmax = 1} ,

ω2 = arcsin

{
2
[
α2 + (4κ0 − 1)β2 − 1

]
5 [4β2 − (α2 − β2 − 1)2]

}1/2

, α + β > 1.

(2.2.53)

Как следует из соотношений (2.2.37), (2.2.42), (2.2.48)–(2.2.52),

если массы тел изменяются со временем по первому закону Мещер-

ского (2.2.41), то качественная картина на фазовой плоскости ε, ω

формально-математически совпадает с соответствующей ситуацией

задачи с постоянными массами [119] и зависит только от двух па-

раметров α, β, хотя физическая картина в исходном пространстве

отличается.

В случаях, когда массы тел меняются со временем в одинако-

вом темпе по второму закону Мещерского (2.2.43) и по объединен-

ному закону Мещерского (2.2.45), интегральные кривые (2.2.37) су-

щественно зависят, кроме параметров α, β,и от параметра κ0, опре-

деляемого по формулам (2.2.44), (2.2.46).

Это обстоятельство порождает качественное отличие картины в

фазовой плоскости переменных ε, ω по сравнению с соответствую-

щей задачей с постоянными массами. В частности, координаты осо-

бых точек (2.2.48)–(2.2.50), (2.2.52), (2.2.53) существенно зависят от

трех параметров α, β, и κ0.

2.3. Задача трех тел с массами, изменяющимися

изотропно в различных темпах

Рассмотрим систему свободных трех тел T0, T1 и T2 взаимогра-
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витирующих по закону Ньютона, с переменными массами

m0 = m0(t), m1 = m1(t), m2 = m2(t) (2.3.1)

изменяющимися в различных темпах, т.е.

ṁi

mi
�= ṁj

mj
, i �= j (2.3.2)

в абсолютной декартовой прямоугольной системе координат. Тела

рассмотрим как материальные точки и предположим, что их массы

изменяются со временем изотропно. Тогда не возникают дополни-

тельные силы — реактивные силы, что имеет место, также, при ра-

венстве нулю относительных скоростей отделяющихся (присоединя-

ющихся) частиц. Уравнения движения в рассматриваемой системе

координат имеют вид

mi
�̈R ∗
i = grad �R ∗

i

U, i = 0, 1, 2, (2.3.3)

где

U = f

(
m0m1

R ∗
01

+
m0m2

R ∗
02

+
m1m2

R ∗
12

)
,

R ∗
ij =

√(
X ∗

j −X ∗
i

)2
+

(
Y ∗
j − Y ∗

i

)2
+

(
Z ∗
j − Z ∗

i

)2
,

�R ∗
i = �R ∗

i (X
∗
i , Y

∗
i , Z ∗

i ) – радиус-векторы тел, f – гравитационная по-

стоянная. Рассматриваемая система уравнений (2.3.3) при условии

(2.3.1)–(2.3.2) в отличии от других схем задачи трех тел с перемен-

ными массами не имеет ни одного известного интеграла.

Учитывая, что силовая функция зависит только от взаимных рас-

стояний тел, следуя работе [120], переходим к относительной системе

координат с началом в точке T0 с массой m0 = m0(t). Обозначим

�Ri = �Ri (Xi, Yi, Zi) = �R∗
i − �R∗

0, i = 1, 2. (2.3.4)

Уравнения относительного движения имеют классический вид

R̈i + f(m0 +mi)
�Ri

R3
i

= grad �Ri
Wi, i = 1, 2, (2.3.5)
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Wi = f
2∑

j=1

mj

(
1

Δij
− XiXj + YiYj + ZiZj

R3
j

)
,

Δij =
√
(Xj −Xi)

2 + (Yj − Yi)
2 + (Zj − Zi)

2 = R∗
ij,

Δi0 = Ri =
√

X2
i + Y 2

i + Z2
i .

Если мы знаем решения системы дифференциальных уравнений

(2.3.5), то �R∗
0 определяется квадратурой из уравнений приведенных

в работе [120]

�̈R ∗
0 = grad �R ∗

0

[
f

(
m1

R ∗
01

+
m2

R ∗
02

)]
.

После этого �R ∗
1 , �R

∗
1 легко определяются из соотношений (2.3.4). Од-

нако, в общем случае, при условии (2.3.2) не известен ни один инте-

грал уравнений (2.3.5).

Исходя из уравнений относительного движения (2.3.5) полу-

чим уравнения движения в координатах Якоби �r1(x1, y1, z1) и

�r2(x2, y2, z2). Очевидно

�R1 = �r1,

Из геометрии точечных масс [121] следует

�r2 = �R2 − ν1 �R1,

причем в рассматриваемом случае (2.3.2)

ν1 =
m1

m0 +m1
�= const. (2.3.6)

Таким образом, формулы преобразования от относительной системы

координат с началом в точке T0, к системе координат Якоби имеют

вид

�r1 = �R1, �r2 = �R2 − ν1 �R1. (2.3.7)

Эти формулы сохраняют свою силу, в частности, и для класси-

ческой задачи трех тел (точек) с постоянными массами, где они по-

лучены другим путем [122].
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Из соотношений (2.3.5) и (2.3.7) следуют [83,84]

μ1�̈r1 = grad �r1U,

μ2�̈r2 = grad �r2U − μ2

(
2ν̇1�̇r1 + ν̈1�r1

)
,

(2.3.8)

где

μ1 = m1
m0

m0 +m1
�= const, μ2 = m2

m0 +m1

m0 +m1 +m2
�= const (2.3.9)

приведенные массы,

U = f

(
m0m1

Δ01
+

m0m2

Δ02
+

m1m2

Δ12

)
, (2.3.10)

Δ2
01 = r21 = x21 + y21 + z21, r22 = x22 + y22 + z22, (2.3.11)

Δ2
02 = (x2 + ν1x1)

2 + (y2 + ν1y1)
2 + (z2 + ν1z1)

2,

Δ2
12 = (x2 − ν0x1)

2 + (y2 − ν0y1)
2 + (z2 − ν0z1)

2,
(2.3.12)

причем в рассматриваемом случае (2.3.2)

ν0 =
m0

m0 +m1
�= const. (2.3.13)

Теперь, исходя из уравнений движения в координатах Якоби

(2.3.8) можно вывести уравнения движения рассматриваемой задачи

(2.3.1)–(2.3.3) в барицентрической системе координат GδXδYδZδ. Из

геометрии точечных масс [121] следуют формулы преобразования

�rδ0 = − m1

m0 +m1
�r1 − m2

m0 +m1 +m2
�r2, (2.3.14)

�rδ1 =
m0

m0 +m1
�r1 − m2

m0 +m1 +m2
�r2, (2.3.15)

�rδ2 =
m0 +m1

m0 +m1 +m2
�r2. (2.3.16)

Из соотношений (2.3.14)–(2.3.16) вытекает

m0�rδ0 +m1�rδ1 +m2�rδ2 = 0, (2.3.17)
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что естественно для радиус-векторов тел в барицентрической систе-

ме координат. Из формул (2.3.14)–(2.3.15) получим обратное преоб-

разование

�r1 = �rδ1 − �rδ0. (2.3.18)

Из формулы (2.3.16) следует

�r2 =
m0 +m1 +m2

m0 +m1
�rδ2. (2.3.19)

Последнему выражению с учетом (2.3.17) придадим вид

�r2 = �rδ2 − m1

m0 +m1
�rδ1 − m0

m0 +m1
�rδ0. (2.3.20)

В частности, если предположить массы тел постоянными, то фор-

мулы (2.3.14)–(2.3.16), (2.3.18) и (2.3.20) совпадают с известными со-

отношениями классической задачи трех тел (точек) с постоянными

массами, полученными другим путем [122].

Соотношения (2.3.14)–(2.3.16) перепишем в следующем виде

m0�rδ0 = −μ1�r1 − ν0 · μ2�r2,

m1�rδ1 = μ1�r1 − ν1 · μ2�r2,

m2�rδ2 = μ2�r2.

(2.3.21)

Из формул (2.3.8) и (2.3.21) получим

d2

dt2
(m0�rδ0) = −grad �r1U−ν0 ·grad �r2U+

(
− �A1 − ν0 �A2 + ν0μ2

�B
)
+ �K0,

(2.3.22)

d2

dt2
(m1�rδ1) = grad �r1U − ν1 · grad �r2U +

(
�A1 − ν1 �A2 + ν1μ2

�B
)
+ �K1,

(2.3.23)

d2

dt2
(m2�rδ2) = grad �r2U +

(
�A2 − μ2

�B
)
, (2.3.24)

где

�A1 = 2μ̇1

(
�̇rδ1 − �̇rδ0

)
+ μ̈1 (�rδ1 − �rδ0) ,

�A2 = 2μ̇2
d

dt

(
μ2

m2
�rδ2

)
+ μ̈2

(
μ2

m2
�rδ2

)
,

(2.3.25)
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�B = 2ν̇1

(
�̇rδ1 − �̇rδ0

)
+ ν̈1 (�rδ1 − �rδ0) , (2.3.26)

�K0 = −2ν̇0
d

dt
(m2�rδ2)− ν̈0 (m2�rδ2) ,

�K1 = −2ν̇1
d

dt
(m2�rδ2)− ν̈1 (m2�rδ2) .

(2.3.27)

В уравнениях (2.3.22)–(2.3.24) с учетом

ν 0 + ν 1 = 1

убедимся, что сумма их правых частей равна нулю. Поэтому в ба-

рицентрической системе координат

d2

dt2
(m0�rδ0 +m1�rδ1 +m2�rδ2) = 0,

откуда, снова, учитывая свойства барицентрической системы коор-

динат, получим инварианты центра масс

d

dt
(m0�rδ0 +m1�rδ1 +m2�rδ2) = 0,

m0�rδ0 +m1�rδ1 +m2�rδ2 = 0.

(2.3.28)

Уравнениям движения (2.3.22)–(2.3.24) можно придать вид

d2

dt2
(m0�rδ0) = grad�rδ0U + �D0,

d2

dt2
(m1�rδ1) = grad�rδ1U + �D1,

d2

dt2
(m2�rδ2) = grad�rδ2U + �D2,

(2.3.29)

где

�D0 = − �A1 − ν0 �A2 + ν0μ2
�B + �K0,

�D1 = �A1 − ν1 �A2 + ν1μ2
�B + �K1,

�D2 = �A2 − μ2
�B,

(2.3.30)

а силовая функция U определяется соотношением (2.3.10).
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Уравнения движения задачи трех тел с массами, изменяющимися

изотропно в различных темпах, (2.3.29) в барицентрической системе

координат и инвариантные соотношения (2.3.28) в той же системе

координат могут быть эффективно использованы при изучении эво-

люции нестационарных тройных систем.

Канонические уравнения возмущенного движения в аналогах

элементов Якоби, Делоне и Пуанкаре. Уравнения в координатах

Якоби удобны для построения канонической теории возмущений для

рассматриваемой задачи. Перепишем уравнения (2.3.8) в виде

μ1�̈r1 = grad �r1

(
f
m1m0

r1

)
+ b1�r1 + grad �r1R1, (2.3.31)

μ2�̈r2 = grad �r2

(
f
m2(m1 +m0)

r2

)
+ b2�r2 + grad �r2R2, (2.3.32)

где

b1 = μ1
γ̈1
γ1
, γ1 =

m0(t0) +m1(t0)

m0(t) +m1(t)
, (2.3.33)

b2 = μ2
γ̈2
γ2
, γ2 =

m0(t0) +m1(t0) +m2(t0)

m0(t) +m1(t) +m2(t)
, (2.3.34)

R1 = −1

2
b1r

2
1 +W, R2 = −1

2
b2r

2
2 +W − V, (2.3.35)

W = f

(
m0m2

Δ02
+

m1m2

Δ12
− m2(m0 +m1)

r2

)
, (2.3.36)

V = μ2 [(2ν̇1ẋ1 + ν̈1x1) x2 + (2ν̇1ẏ1 + ν̈1y1) y2 + (2ν̇1ż1 + ν̈1z1) z2] .

(2.3.37)

Обозначим

K1 =
1

2
μ1

(
ẋ21 + ẏ21 + ż21

)
, K2 =

1

2
μ2

(
ẋ22 + ẏ22 + ż22

)
,

U1 = f
m1m0√

x21 + y21 + z21
+

1

2
b1

(
x21 + y21 + z21

)
+R1,

U2 = f
m2 (m0 +m1)√
x22 + y22 + z22

+
1

2
b2

(
x22 + y22 + z22

)
+R2,

(2.3.38)
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и переходим к новым переменным

x1 = γ1ρ1 cosϕ1 cos θ1, y1 = γ1ρ1 cosϕ1 sin θ1, z1 = γ1ρ1 sinϕ1,

x2 = γ2ρ2 cosϕ2 cos θ2, y2 = γ2ρ2 cosϕ2 sin θ2, z2 = γ2ρ2 sinϕ2.

(2.3.39)

Тогда уравнения движения в переменных

ρ1, Pρ1 =
∂K1

∂ρ̇1
= μ1γ

2
1 ρ̇1 + μ1γ1γ̇1ρ1,

ϕ1, Pϕ1
=

∂K1

∂ϕ̇1
= μ1γ

2
1ρ

2
1ϕ̇1, θ1, Pθ1 =

∂K1

∂θ̇1
= μ1γ

2
1ρ

2
1 cos

2 ϕ1θ̇1,

ρ2, Pρ2 =
∂K2

∂ρ̇2
= μ2γ

2
2 ρ̇2 + μ2γ2γ̇2ρ2,

ϕ2, Pϕ2
=

∂K2

∂ϕ̇2
= μ2γ

2
2ρ

2
2ϕ̇2, θ2, Pθ2 =

∂K2

∂θ̇2
= μ2γ

2
2ρ

2
2 cos

2 ϕ2θ̇2,

(2.3.40)

можно написать в следующей форме

ρ̇1 =
∂H1

∂Pρ1

, Ṗρ1 = −∂H1

∂ρ1
+

μ̇1

μ1
Pρ1,

ϕ̇1 =
∂H1

∂Pϕ1

, Ṗϕ1
= −∂H1

∂ϕ1
+

μ̇1

μ1
Pϕ1

,

θ̇1 =
∂H1

∂Pθ1

, Ṗθ1 = −∂H1

∂θ1
+

μ̇1

μ1
Pθ1,

ρ̇2 =
∂H2

∂Pρ2

, Ṗρ2 = −∂H2

∂ρ2
+

μ̇2

μ2
Pρ2,

ϕ̇2 =
∂H2

∂Pϕ2

, Ṗϕ2
= −∂H2

∂ϕ2
+

μ̇2

μ2
Pϕ2

,

θ̇2 =
∂H2

∂Pθ2

, Ṗθ2 = −∂H2

∂θ2
+

μ̇2

μ2
Pθ2.

(2.3.41)

Соответственно

H1 =
1

2μ1γ2
1

[
(Pρ1 − μ1γ1γ̇1ρ1)

2 +
P 2
ϕ1

ρ21
+

P 2
θ1

ρ21 cos
2 ϕ1

]
− U ∗

1 ,

U∗
1 = f

m1m0

γ1ρ1
+

1

2

(
b1γ

2
1 + μ1γ̇

2
1

)
ρ21 +R1,
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H2 =
1

2μ2γ2
2

[
(Pρ2 − μ2γ2γ̇2ρ2)

2 +
P 2
ϕ2

ρ22
+

P 2
θ2

ρ22 cos
2 ϕ2

]
− U ∗

2 ,

U∗
2 = f

m2 (m0 +m1)

γ2ρ2
+

1

2

(
b2γ

2
2 + μ2γ̇

2
2

)
ρ22 +R2.

Вводя новые импульсы

Pρ1 = ψ1P̃ρ1, Pϕ1
= ψ1P̃ϕ1

, Pθ1 = ψ1P̃θ1,

ψ1 =
μ1

μ10
=

μ1(t)

μ1(t0)
,

Pρ2 = ψ2P̃ρ2, Pϕ2
= ψ2P̃ϕ2

, Pθ2 = ψ2P̃θ2,

ψ2 =
μ2

μ20
=

μ2(t)

μ2(t0)
,

(2.3.42)

напишем уравнения движения в канонической форме

ρ̇1 =
∂H̃1

∂P̃ρ1

, ϕ̇1 =
∂H̃1

∂P̃ϕ1

θ̇1 =
∂H̃1

∂P̃θ1

,

˙̃
P ρ1 = −∂H̃1

∂ρ1
,

˙̃
Pϕ1

= −∂H̃1

∂ϕ1
,

˙̃
P θ1 = −∂H̃1

∂θ1
,

ρ̇2 =
∂H̃2

∂P̃ρ2

, ϕ̇2 =
∂H̃2

∂P̃ϕ2

θ̇2 =
∂H̃2

∂P̃θ2

,

˙̃
P ρ2 = −∂H̃2

∂ρ2
,

˙̃
Pϕ2

= −∂H̃2

∂ϕ2
,

˙̃
P θ2 = −∂H̃2

∂θ2
,

(2.3.43)

где

H̃1 = H̃10 + H̃11,

H̃2 = H̃20 + H̃21,
(2.3.44)

H̃10 =
ψ1

2μ1γ2
1

[(
P̃ρ1 −

μ1γ1γ̇1
ψ1

ρ1

)2

+
P̃ 2
ϕ1

ρ21
+

P̃ 2
θ1

ρ21 cos
2 ϕ1

]
−

−f
m1m0

ψ1γ1ρ1
− 1

2ψ1

(
b1γ

2
1 + μ1γ̇2

1

)
ρ21,

(2.3.45)
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H̃20 =
ψ2

2μ2γ2
2

[(
P̃ρ2 −

μ2γ2γ̇2
ψ2

ρ2

)2

+
P̃ 2
ϕ2

ρ22
+

P̃ 2
θ2

ρ22 cos
2 ϕ2

]
−

−f
m2(m0 +m1)

ψ2γ2ρ2
− 1

2ψ2

(
b2γ

2
2 + μ2γ̇2

2

)
ρ22,

H̃11 = − 1

ψ1
R1, H̃21 = − 1

ψ2
R2. (2.3.46)

При R1 = R2 = 0 уравнения (2.3.43)–(2.3.45) интегрируется ме-

тодом Гамильтона-Якоби [70], причем постоянные интегрирования

α11, α21, α31, β11, β21, β31,

α12, α22, α32, β12, β22, β32,

(2.3.47)

есть аналоги соответствующих элементов Якоби в классической за-

даче двух тел (точек) постоянной массы. Каждая система уравнений

(2.3.43)–(2.3.45) определяет апериодическое движение по квазикони-

ческому сечению

ρ1 =
p1

1 + e1 cos v1
, v1 = u1 − ω1, p1 = a1(1− e21),

ρ2 =
p2

1 + e2 cos v2
, v2 = u2 − ω2, p2 = a2(1− e22),

(2.3.48)

ρ̇1 =
1

μ10γ2
1(t)

· β1√
p1
e1 sin v1, u̇1 =

1

μ10γ2
1(t)

· β1
√
p1

ρ21
,

ρ̇2 =
1

μ20γ2
2(t)

· β2√
p2
e2 sin v2, u̇2 =

1

μ20γ2
2(t)

· β2
√
p2

ρ22
,

(2.3.49)

β2
1 = f · μ10m1(t0)m0(t0), μ10 = μ1(t0),

β2
2 = f · μ20m2(t0) [m0(t0) +m1(t0)] , μ20 = μ2(t0),

(2.3.50)

tg
v1
2

=

√
1 + e1√
1− e1

tg
E1

2
, e1 < 1,

tg
v2
2

=

√
1 + e2√
1− e2

tg
E2

2
, e2 < 1,
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E1 − e1 sinE1 = M1, E2 − e2 sinE2 = M2, (2.3.51)

M1 = n1 [φ1(t)− φ1(τ1)] , n1 =
β1

μ10a
3/2
1

,

M2 = n2 [φ2(t)− φ2(τ2)] , n2 =
β2

μ20a
3/2
2

,

(2.3.52)

где φ1(t), φ2(t) первообразные функции соответственно γ−2
1 (t) и

γ−2
2 (t),

a1, e1, ω1, Ω1, i1, φ1(τ1),

a2, e2, ω2, Ω2, i2, φ2(τ2)

(2.3.53)

элементы орбиты — аналоги соответствующих кеплеровских элемен-

тов, причем

−2α11 =
β2
1

μ10a1
, α21 = β1

√
p1, α31 = β1

√
p1 cos i1,

β11 = −φ1(τ1), β21 = ω1, β31 = Ω1,

−2α12 =
β2
2

μ20a2
, α22 = β2

√
p2, α32 = β2

√
p2 cos i2,

β12 = −φ2(τ2), β22 = ω2, β32 = Ω2.

(2.3.54)

Уравнения (2.3.43)–(2.3.46) в системе переменных (2.3.47) как урав-

нения возмущенного движения имеют вид

α̇k1 =
∂R̃1

∂βk1
, β̇k1 = − ∂R̃1

∂αk1
, k = 1, 2, 3,

α̇k2 =
∂R̃2

∂βk2
, β̇k2 = − ∂R̃2

∂αk2
, k = 1, 2, 3,

(2.3.55)

где

R̃1 =
1

ψ1
R1(t, αk1, βk1, αk2, βk2)

R̃2 =
1

ψ2
R2(t, αk1, βk1, αk2, βk2).

(2.3.56)
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Введем аналоги элементов Делоне

L1, G1, H1, l1, g1, h1,

L2, G2, H2, l2, g2, h2

(2.3.57)

посредством формул

−2α11 =
β4
1

μ10L2
1

, α21 = G1, α31 = H1,

β11 =
l1
n1

− φ1(t), β21 = g1, β31 = h1,

−2α12 =
β4
2

μ20L2
2

, α22 = G2, α32 = H2,

β12 =
l2
n2

− φ2(t), β22 = g2, β32 = h2.

(2.3.58)

Уравнения возмущенного движения в аналогах элементов Делоне

(2.3.57) имеют вид

L̇1 =
∂R∗

1

∂l1
, Ġ1 =

∂R∗
1

∂g1
, Ḣ1 =

∂R∗
1

∂h1
,

l̇1 = −∂R∗
1

∂L1
, ġ1 = −∂R∗

1

∂G1
, ḣ1 = −∂R∗

1

∂H1
,

L̇2 =
∂R∗

2

∂l2
, Ġ2 =

∂R∗
2

∂g2
, Ḣ2 =

∂R∗
2

∂h2
,

l̇2 = −∂R∗
2

∂L2
, ġ2 = −∂R∗

2

∂G2
, ḣ2 = −∂R∗

2

∂H2
,

(2.3.59)

где

R∗
1 =

1

γ2
1(t)

· β4
1

2μ10L2
1

+ R̃1, R∗
2 =

1

γ2
2(t)

· β4
2

2μ20L2
2

+ R̃2. (2.3.60)

Переход к аналогам первой системы элементов Пуанкаре осу-

ществляется формулами

Λ1 = L1, ρ11 = L1 −G1, ρ21 = G1 −H1,

λ1 = l1 + g1 + h1, ω11 = −g1 − h1, ω21 = −h1,
(2.3.61)
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Λ2 = L2, ρ12 = L2 −G2, ρ22 = G2 −H2,

λ2 = l2 + g2 + h2, ω12 = −g2 − h2, ω22 = −h2,

и соответствующие уравнения движения имеют вид

Λ̇1 =
∂R∗

1

∂λ1
, ρ̇11 =

∂R∗
1

∂ω11
, ρ̇21 =

∂R∗
1

∂ω21
,

λ̇1 = −∂R∗
1

∂Λ1
, ω̇11 = −∂R∗

1

∂ρ11
, ω̇21 = −∂R∗

1

∂ρ21
,

Λ̇2 =
∂R∗

2

∂λ2
, ρ̇12 =

∂R∗
2

∂ω12
, ρ̇22 =

∂R∗
2

∂ω22
,

λ̇2 = −∂R∗
2

∂Λ2
, ω̇12 = −∂R∗

2

∂ρ12
, ω̇22 = −∂R∗

2

∂ρ22
.

(2.3.62)

Аналоги второй системы элементов Пуанкаре определяются со-

отношениями

Λ1 = Λ1, ξ1 =
√
2ρ11 cosω11, p1 =

√
2ρ21 cosω21,

λ1 = λ1, η1 =
√
2ρ11 sinω11, q1 =

√
2ρ21 sinω21,

Λ2 = Λ2, ξ2 =
√
2ρ12 cosω12, p2 =

√
2ρ22 cosω22,

λ2 = λ2, η2 =
√
2ρ12 sinω12, q2 =

√
2ρ22 sinω22,

(2.3.63)

а уравнения возмущенного движения даются выражениями

Λ̇1 =
∂R∗

1

∂λ1
, ξ̇1 =

∂R∗
1

∂η1
, ṗ1 =

∂R∗
1

∂q1
,

λ̇1 = −∂R∗
1

∂Λ1
, η̇1 = −∂R∗

1

∂ξ1
, q̇1 = −∂R∗

1

∂p1
,

Λ̇2 =
∂R∗

2

∂λ2
, ξ̇2 =

∂R∗
2

∂η2
, ṗ2 =

∂R∗
2

∂q2
,

λ̇2 = −∂R∗
2

∂Λ2
, η̇2 = −∂R∗

2

∂ξ2
, q̇2 = −∂R∗

2

∂p2
.

(2.3.64)

В уравнениях возмущенного движения (2.3.55), (2.3.59), (2.3.62)

и (2.3.64) выражение возмущающей функции (2.3.56) через оску-

лирующие элементы удобно провести в зависимости от конкретной

физической постановки задачи [152–154].
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Далее рассмотрим один частный случай применения инвариан-

тов центра масс (2.3.28) для установления частных решений зада-

чи [88, 95]. В рассматриваемом частном случае потребуем выполне-

ния условий

m0�̇rδ0 +m1�̇rδ1 +m2�̇rδ2 = 0, (2.3.65)

т.е. скорость движения барицентра имеет классический вид, тогда

ṁ0�rδ0 + ṁ1�rδ1 + ṁ2�rδ2 = 0. (2.3.66)

Последнее выражение с учетом

m0�rδ0 +m1�rδ1 +m2�rδ2 = 0 (2.3.67)

дает возможность установления некоторых специфических частных

решений рассматриваемой задачи.

Используя последние соотношения можно искать частные реше-

ния задачи, приведя уравнения (2.3.29) к виду уравнений обобщен-

ной нестационарной задачи двух тел с переменными массами. Од-

нако при этом условия интегрируемости, налагаемые на нестацио-

нарные коэффициенты, получаются громоздкими и сложными, что

вызывает затруднения. Поэтому то же самое выполним в исходных

относительных координатах. Соотношения (2.3.28) в координатах

Якоби превращаются в тождества. Формулы (2.3.65) и (2.3.66), от-

дельно взятые, не являются тождествами в координатах Якоби, они

отличаются лишь знаком. Инвариант (2.3.66), с учетом преобразо-

вания (2.3.14)-(2.3.16), в координатах Якоби имеет вид

m0ṁ1 − ṁ0m1

m0 +m1
�r1 +

ṁ2(m0 +m1)−m2(ṁ0 + ṁ1)

m0 +m1 +m2
�r2 = 0. (2.3.68)

В исходных относительных координатах, преобразуя по формулам

(2.3.7), из (2.3.68) получим

�R2 = ϕ�R1, (2.3.69)

ϕ = ν1 − σ2
ṁ2σ1 −m2σ̇1

· ṁ1m0 −m1ṁ0

σ1
, (2.3.70)

где σ1 = m0 +m1, σ2 = m0 +m1 +m2.
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Из соотношения (2.3.5), (2.3.69), (2.3.70) следует

Ẍ1 = −fM1(t)
X1

R3
1

, (2.3.71)

Ẍ2 + 2
ϕ̇

ϕ
Ẋ2 +

ϕ̈

ϕ
X2 = −f M2(t)

X2

R3
2

, (2.3.72)

аналогично для аппликат и ординат, где

M1(t) = m0 +m1 −m2

[
1

(ϕ− 1)2
− 1

ϕ2

]
, (2.3.73)

M2(t) =
m0 +m2

ϕ3
−m1

[
1

ϕ(ϕ− 1)2
− 1

ϕ

]
(2.3.74)

Так как уравнения (2.3.71), (2.3.72) должны быть одинаковыми, по-

лучаем

ϕ̇ = 0, ϕ̈ = 0, (2.3.75)

M1(t) = γ(t), M2(t) = γ(t). (2.3.76)

Тогда из (2.3.71), (2.3.72) имеем задачу Гюльдена-Мещерского

Ẍ1 = −f γ(t)
X1

R3
1

(2.3.77)

(аналогично для ординат и аппликат), где γ(t) определяются усло-

вием интегрируемости. Из соотношений (2.3.75), (2.3.76) получим

ν1 − σ2
ṁ2σ1 −m2σ̇1

· ṁ1m0 −m1ṁ0

σ1
= α = const, (2.3.78)

m0 +m1 −m2

[
1

(α− 1)2
− 1

α2

]
= γ(t), (2.3.79)

m0 +m2 −m1

[
1

(α− 1)2
− 1

]
α2 = α3γ(t), (2.3.80)

примем α �= 0, α �= 1. Обозначим

N1 =
1

(α− 1)2
− 1

α2
, N2 =

α2

(α− 1)2
− α2. (2.3.81)
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Тогда из формул (2.3.79), (2.3.80) следует

m2 = C2m1 + E2γ, m0 = C0m1 + E0γ, (2.3.82)

C2 =
N2 + 1

N1 + 1
, E2 =

α3 − 1

N1 + 1
, C0 =

N2N1 − 1

N1 + 1
, E0 =

N1α
3 + 1

N1 + 1
.

(2.3.83)

Условие (2.3.78) перепишем в виде

ψ0ṁ0 + ψ1ṁ1 + ψ2ṁ2 = 0, (2.3.84)

где

ψ0 = σ2m1σ1 − (m1 − ασ1)m2, ψ1 = −σ2m0σ1 − (m1 − ασ1)m2,

ψ2 = σ2(m1 − ασ1). (2.3.85)

Подставляя величины (2.3.82) в уравнение (2.3.84), получим

(ψ0C0 + ψ1 + ψ2C2)ṁ1 + (ψ0E0 + ψ2E2)γ̇ = 0.

Откуда

dm1

d γ
= F (m1, γ) = − ψ0E0 + ψ2E2

ψ0C0 + ψ1 + ψ2C2
. (2.3.86)

Однако, в общем случае, установить решение в аналитическом ви-

де нелинейного дифференциального уравнения первого порядка

(2.3.86) не удается. Соотношения (2.3.82), (2.3.86) определяют за-

коны изменения масс в виде

mi = mi(γ(t)), i = 0, 1, 2,

где γ(t) определяется условием интегрируемости задачи Гюльдена-

Мещерского (2.3.77).

2.4. Задача трех тел с массами, изменяющимися

анизотропно в различных темпах

Рассмотрим систему свободных трех тел T0, T1 и T2, взаимогра-

витирующих по закону Ньютона, с переменными массами

m0 = m0(t), m1 = m1(t), m2 = m2(t), (2.4.1)
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изменяющимися в различных темпах

ṁi

mi
�= ṁj

mj
, i �= j, (2.4.2)

в абсолютной декартовой прямоугольной системе координат. Тела

рассмотрим как материальные точки и предположим, что абсолют-

ные скорости отделяющихся (присоединяющихся) частиц равны ну-

лю. В этом случае возникают дополнительные реактивные силы,

т.е. массы тел изменяются анизотропно. Уравнения движения в аб-

солютной системе координат имеют вид

mi
�̈R ∗
i = grad �R ∗

i

U − ṁi
�̇R ∗
i , i = 0, 1, 2, (2.4.3)

где

U = f

(
m0m1

R ∗
01

+
m0m2

R ∗
02

+
m1m2

R ∗
12

)
,

R ∗
ij =

√(
X ∗

j −X ∗
i

)2
+

(
Y ∗
j − Y ∗

i

)2
+

(
Z ∗
j − Z ∗

i

)2
,

�R ∗
i = �R ∗

i (X
∗
i , Y

∗
i , Z ∗

i ) – радиус-векторы тел, f – гравитационная

постоянная.

В абсолютной системе координат известны [120] следующие ин-

тегралы

2∑
i=0

(
mi

�̇R ∗
i

)
= �a∗,

2∑
i=0

(
�R ∗
i ×mi

�̇R ∗
i

)
= �c ∗. (2.4.4)

Переходим к относительной системе координат с началом в точке

P0 с массой m0 = m0(t). Обозначим

�Ri = �Ri (Xi, Yi, Zi) = �R ∗
i − �R ∗

0 , i = 1, 2.

Уравнения относительного движения имеют вид

�̈Ri + f(m0 +mi)
�Ri

R3
i

= grad �Ri
Wi + �Di, (2.4.5)

Wi = f

2∑
j=1

mj

(
1

Δij
− XiXj + YiYj + ZiZj

R3
j

)
, (2.4.6)
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Δij =
√

(Xj −Xi)
2 + (Yj − Yi)

2 + (Zj − Zi)
2,

Δi0 = Ri =
√
X2

i + Y 2
i + Z2

i .

�Di = −ṁi

mi

�̇Ri +

(
ṁ0

m0
− ṁi

mi

)
�̇R ∗
0 , (2.4.7)

�̇R ∗
0 =

�a∗

σ2
− m1

σ2
�̇R1 − m2

σ2
�̇R2, σ2 = m0 +m1 +m2. (2.4.8)

Переходя к координатам Якоби по формулам

�r1 = �R1, �r2 = �R2 − ν1�r1, ν1 =
m1

σ1
, σ1 = m0 +m1, (2.4.9)

получим

μ1�̈r1 = grad �r1U + μ1
�D1,

μ2�̈r2 = grad �r2U − μ2

(
2�ν1�̇r1 + ν̈1�r1

)
+ μ2

(
�D2 − ν1 �D1

)
,

(2.4.10)

и соответственно

μ1 =
m0m1

σ1
, μ2 =

m2σ1
σ2

, (2.4.11)

U = f

(
m0m1

Δ01
+

m0m2

Δ02
+

m1m2

Δ12

)
, (2.4.12)

Δ01 = r1 =
√
x21 + y21 + z21,

Δ02 =
√

(x2 + ν1x1)2 + (y2 + ν1y1)2 + (z2 + ν1z1)2,

Δ12 =
√

(x2 − ν0x1)2 + (y2 − ν0y1)2 + (z2 − ν0z1)2,

ν0 =
m0

σ1
, r2 =

√
x22 + y22 + z22.

Используя соотношения (2.4.7), (2.4.8), (2.4.9) перепишем уравнения

(2.4.10) в виде

μ1�̈r1 = grad �r1U + A1�̇r1 +B1�r1 + �F1,

μ2�̈r2 = grad �r2U + A2�̇r2 + �F2,

(2.4.13)
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где

A1 = −μ1
ṁ1

m1
− ν1σ2 c1, B1 = −m2ν̇1c1,

�F1 = −m2c1�̇r2 + c1�a
∗, c1 =

μ1

σ2

(
ṁ0

m0
− ṁ1

m1

)
,

(2.4.14)

A2 = −μ2
ṁ2

m2
−m2c1, �F2 = K2�̇r1 +N2�r1 + c2�a

∗,

K2 = μ2ν1

(
ṁ1

m1
− ṁ2

m2

)
− c2σ2ν1,

(2.4.15)

N2 = −ν̇1

(
μ2

ṁ2

m2
+m2c2

)
− μ2ν̈1,

c2 =
μ2

σ2

[(
ṁ0

m0
− ṁ2

m2

)
− ν1

(
ṁ0

m0
− ṁ1

m1

)]
.

Исходя из уравнений (2.4.13) нетрудно получить уравнения дви-

жения в барицентрической системе координат. Формулы преобразо-

вания, вытекающие из геометрии точечных масс, запишем в следу-

ющем виде

m0�rδ0 = −μ1�r1 − ν0μ2�r2,

m1�rδ1 = μ1�r1 − ν1μ2�r2,

m2�rδ2 = μ2�r2,

(2.4.16)

где �rδi – радиус-векторы тел в барицентрической системе координат.

Перепишем уравнения (2.4.13) следующим образом

d2

dt2
(μ1�r1) = grad �r1U + (A1 + 2μ̇1)�̇r1 + (B1 + μ̈1)�r1 + �F1,

d2

dt2
(μ2�r2) = grad �r2U + (A2 + 2μ̇2)�̇r2 + μ̈2�r2 + �F2.

(2.4.17)

Из соотношений (2.4.16), (2.4.17) следуют уравнения движения в
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барицентрической системе координат

d2

dt2
(μ0�rδ0) = grad �rδ0U + Aδ0�̇rδ0 +Bδ0�rδ0 + �Fδ0,

d2

dt2
(μ1�rδ1) = grad �rδ1U + Aδ1�̇rδ1 +Bδ1�rδ1 + �Fδ1,

d2

dt2
(μ2�rδ2) = grad �rδ2U + Aδ2�̇rδ2 +Bδ2�rδ2 + �Fδ2,

(2.4.18)

где

Aδ0 = A2 + 2μ̇1 + ν0K2, Bδ0 = B1 + 2μ̇1 + ν0N2,

�Fδ0 = −Aδ0�̇rδ1 −Bδ0�rδ1 −
[
ν0 (A2 + 2μ̇2)

m2

μ2
−m2c1

m2

μ2
+

+ 2ν̇0m2] �̇rδ2 −−
[
ν0 (A2 + 2μ̇2)

d

dt

(
m2

μ2

)
+ ν0μ̈2

(
m2

μ2

)
+

+ ν̈0m2 + 2ν̇0ṁ2 −m2c1
d

dt

(
m2

μ2

)]
�rδ2 − [c1 + ν0c2]�a

∗;

(2.4.19)

Aδ1 = A2 + 2μ̇1 − ν1K2, Bδ1 = B1 + 2μ̇1 − ν1N2,

�Fδ1 = −Aδ1�̇rδ0 −Bδ1�rδ0 −
[
ν1 (A2 + 2μ̇2)

m2

μ2
+m2c1

m2

μ2
+

+ 2ν̇1m2] �̇rδ2 −
[
ν1 (A2 + 2μ̇2)

d

dt

(
m2

μ2

)
+ ν1μ̈2

m2

μ2
+

+ ν̈1m2 + 2ν̇1m2m2c1
d

dt

(
m2

μ2

)]
�rδ2 + [c1 − ν1c2]�a

∗;

(2.4.20)

Aδ2 = (A2 + 2μ̇2)
m2

μ2
, Bδ2 = (A2 + 2μ̇2)

d

dt

(
m2

μ2

)
+ μ̈2

m2

μ2
,

�Fδ2 = −K2�̇rδ0 −N2�rδ0 −K2�̇rδ1 −N2�rδ1 + c2�a
∗;

(2.4.21)
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Естественно, для системы уравнений (2.4.18) в барицентрической

системе координат имеют место инварианты

m0�̇rδ0 +m1�̇rδ1 +m2�̇rδ2 + ṁ0�rδ0 + ṁ1�rδ1 + ṁ2�rδ2 = 0,

m0�rδ0 +m1�rδ1 +m2�rδ2 = 0.
(2.4.22)

Исходя из уравнений (2.4.13) также можно построить канониче-

скую теорию возмущений для рассматриваемой задачи. Перепишем

систему уравнений (2.4.13) в виде

μ1�̈r1 = −f
m1m0

r31
�r1 + A1�̇r1 + μ1

[
γ̈1
γ1

+ A1
γ̇1
γ1

]
�r1 + grad �r1R1,

μ2�̈r2 = −f
m2(m1 +m0)

r32
�r2 + A2�̇r2 + μ2

[
γ̈2
γ2

+ A2
γ̇1
γ1

]
�r2 + grad �r1R2,

(2.4.23)

где обозначены

R1 = V + V1 + V2,

V1 =
1

2

[
B1 − μ1

(
γ̈1
γ1

+ A1
γ̇1
γ1

)]
r21, V2 = �F1 · �r1,

(2.4.24)

γ1 = γ1(t) =
σ1(t0)

σ1(t)
· exp

[
2

∫ t

t0

A1

μ1
dt

]
, (2.4.25)

R2 = V +W1 +W2,

W1 =
1

2

[
−μ2

(
γ̈2
γ2

+ A2
γ̇2
γ2

)]
r2, W2 = �F2 · �r2,

(2.4.26)

γ2 = γ2(t) =
σ2(t0)

σ2(t)
· exp

⎡⎣2 t∫
t0

A2

μ2
dt

⎤⎦ , (2.4.27)

V = f

(
m0m2

Δ02
+

m1m2

Δ12
− m2(m0 +m1)

r2

)
. (2.4.28)
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Переходим к квазисферическим координатам ρi, ϕi, θi (i = 1, 2),

которые введем посредством формул

xi = γiρi cosϕi cos θi, yi = γiρi cosϕi sin θi, zi = γiρi sinϕi, (2.4.29)

где γi = γi(t) задано согласно формулам (2.4.25), (2.4.27). Кинети-

ческая энергия системы (2.4.23) с приведенными массами μi = μi(t)

определяется известным соотношением

K =
1

2

2∑
i=1

μi(ẋ
2
i + ẏ2i + ż2i ).

Далее, учитывая (2.4.29), вычислим соответствующие импульсы

по обычным правилам

Pρi = μiγ
2
i ρ̇i + μiγiγ̇iρi, Pϕi

= μiγ
2
i ρ

2
i ϕ̇i, Pθi = μiγ

2
i ρ

2
i cos

2 ϕiθ̇i.

(2.4.30)

Тогда уравнения движения 2.4.23) записываются в следующем

виде

ρ̇i =
∂Hi

∂Pρi

, Ṗρi = −∂Hi

∂ρi
+

(
Ai

μi
+

μ̇i

μi

)
Pρi,

ϕ̇i =
∂Hi

∂Pϕi

, Ṗϕi
= −∂Hi

∂ϕi
+

(
Ai

μi
+

μ̇i

μi

)
Pϕi

,

θ̇i =
∂Hi

∂Pθi

, Ṗθi = −∂Hi

∂θi
+

(
Ai

μi
+

μ̇i

μi

)
Pθi,

(2.4.31)

где

Hi =
1

2μiγi

[
(Pρi − μiγiγ̇iρi)

2 +
P 2
ϕi

ρ2i
+

P 2
θi

ρ2i cos
2 ϕi

]
− 1

2
μiγ̇

2
i ρ

2
i − Ui,

Ui = f
miσi−1

γiρi
+

1

2

(
μi
γ̈i
γi

+ Ai
γ̇i
γi

)
γ2
i ρ

2
i +Ri.

Затем, вводя новые импульсы

Pρi = ψiP̃ρi, Pϕi
= ψiP̃ϕi

, Pθi = ψiP̃θi, (2.4.32)

ψi =
μi(t)

μi(t0)
· exp

[∫ t

t0

Ai

μi
dt

]
, (2.4.33)
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придадим уравнениям (2.4.31) канонический вид

ρ̇i =
∂H̃i

∂P̃ρi

, ϕ̇i =
∂H̃i

∂P̃ϕi

θ̇i =
∂H̃i

∂P̃θi

,

˙̃
P ρi = −∂H̃i

∂ρi
,

˙̃
Pϕi

= −∂H̃i

∂ϕi
,

˙̃
P θi = −∂H̃i

∂θi
,

(2.4.34)

где функция Гамильтона определяется выражением

H̃i = Hi0 +Hi1, (2.4.35)

Hi0 =
ψi

2μiγ2
i

[(
P̃ρi −

μiγiγ̇i
ψi

ρi

)2

+
P̃ 2
ϕi

ρ2i
+

P̃ 2
θi

ρ2i cos
2 ϕi

]
−

− 1

2ψi

[
μiγ̇

2
i +

(
μi
γ̈i
γi

+ Ai
γ̇i
γi

)
γ2
i

]
ρ2i −

1

ψi

(
f
miσi−1

γiρi

)
,

(2.4.36)

Hi1 = − 1

ψi
Ri. (2.4.37)

При Hi1 = 0 (Ri = 0) получим уравнения невозмущенного апе-

риодического движения по квазиконическому сечению для каждой

точки с приведенной массой μi = μi(t), которые интегрируется ме-

тодом Гамильтона-Якоби. В результате решения даются соотноше-

ниями [70]

μi0

ρi∫
ρi1

dρi√
2αi1μi0 + 2

fm∗
i0

ρi
− α2

i2

ρ2i

= φi(t) + βi1, (2.4.38)

αi2

ϕi∫
0

dϕi√
α2
i2 −

α2
i3

cos2 ϕi

− αi2

ρi∫
ρi1

dρi

ρ2i

√
2αi1μi0 + 2

fm∗
i0

ρi
− α2

i2

ρ2i

= βi2,

θi − αi3

ϕi∫
0

dϕi

cos2 ϕi

√
α2
i2 −

α2
i3

cos2 ϕi

= βi3,
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√
2αi1μi0 + 2

fm∗
i0

ρi
− α2

i2

ρ2i
=

μiγ
2
i

ψi
ρ̇i,

√
α2
i2 −

α2
i3

cos2 ϕi
=

μiγ
2
i

ψi
ρ2i ϕ̇i, αi3 =

μiγ
2
i

ψi
ρ2i cos

2 ϕiθ̇i,

(2.4.39)

где

αi1, αi2, αi3, βi1, βi2, βi3, (2.4.40)

аналоги канонических элементов Якоби, причем φi(t) есть первооб-

разная функции

σ2
i (t0)

σ2
i (t)

· exp
(∫ t

t0

Ai

μi
dt

)
,

μi0 = μi(t0), m∗
i0 = mi(t0) · σi−1(t0), (2.4.41)

φi(τi) = −βi1. (2.4.42)

Из соотношений (2.4.38), (2.4.39), (2.4.29) можно получить выра-

жения координат и скорости промежуточного движения в прямо-

угольных системах координат Якоби

xi = γiρi (cosui cosΩi − sin ui sinΩi cos ii) ,

yi = γiρi (cosui sinΩi + sin ui cosΩi cos ii) ,

zi = γiρi (sin ui sin ii) , ri = γiρi,

(2.4.43)

ẋi =

(
γ̇i
γi

+
ρ̇i
ρi

)
xi + γiρiu̇i (− sin ui cosΩi − cosui sinΩi cos ii) ,

ẏi =

(
γ̇i
γi

+
ρ̇i
ρi

)
yi + γiρiu̇i (− sin ui sinΩi + cosui cosΩi cos ii) ,

żi =

(
γ̇i
γi

+
ρ̇i
ρi

)
zi + γiρiu̇i (cosui sin ii) , ui = vi + ωi,

(2.4.44)

ρi =
pi

1 + ei cos vi
, pi = ai(1− e2i ), (2.4.45)

ρ̇i =
ψi

μiγ2
i

· βi√
pi
ei sin vi, u̇i =

ψi

μiγ2
i

· βi
√
pi

ρ2i
, (2.4.46)
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βi =
√

f · mi(t0) · σi−1(t0)√
σi(t0)

, (2.4.47)

tg
vi
2
=

√
1 + ei√
1− ei

tg
Ei

2
, ei < 1, Ei − ei sinEi = Mi, (2.4.48)

Mi = ni [φi(t)− φi(τi)] , ni =
βi

μi0a
3/2
i

, (2.4.49)

где

ai, ei, ωi, Ωi, ii, φi(τi) (2.4.50)

элементы апериодического движения по квазиконическому сечению,

причем

−2αi1 =
β2
i

μi0ai
, αi2 = βi

√
ai(1− e2i ), αi3 = βi

√
ai(1− e2i ) cos ii,

βi1 = −φi(τi), βi2 = ωi, βi3 = Ωi. (2.4.51)

Теперь варьируя аналоги систем канонических элементов Якоби

(2.4.40) получим уравнения (2.4.34) в оскулирующих элементах

α̇i1 =
∂H̃i1

∂βi1
, α̇i2 =

∂H̃i1

∂βi2
, α̇i3 =

∂H̃i1

∂βi3
,

β̇i1 = −∂H̃i1

∂αi1
, β̇i2 = −∂H̃i1

∂αi2
, β̇i3 = −∂H̃i1

∂αi3
,

(2.4.52)

где Hi1 определяется согласно (2.4.37), (2.4.33), (2.4.24)–(2.4.28). Пе-

реходим к аналогам систем канонических элементов Делоне

Li, Gi, Hi, li, gi, hi (2.4.53)

по формулам

Li = βi
√
ai, Gi = βi

√
pi, Hi = βi

√
pi cos ii,

li = ni [φi(t)− φi(τi)] , gi = ωi, hi = Ωi.

(2.4.54)
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Уравнения возмущенного движения имеют вид

L̇i =
∂R∗

i

∂li
, Ġi =

∂R∗
i

∂gi
, Ḣi =

∂R∗
i

∂hi
,

l̇i = −∂R∗
i

∂Li
, ġi = −∂R∗

i

∂Gi
, ḣi = −∂R∗

i

∂Hi
,

(2.4.55)

где

R∗
i =

(
σi(t)

σi(t0)

)2

· exp
⎡⎣−2

t∫
t0

Ai

μi
dt

⎤⎦ β4
i

2μi0L2
i

+
Ri

ψi
. (2.4.56)

Уравнения возмущенного движения (2.4.55) являются основными

уравнениями для канонической теории возмущений в рассматривае-

мой задаче. Отсюда легко можно переходить к различным системам

канонических переменных, в частности, к аналогам канонических

элементов Пуанкаре.
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Глава 3

Ограниченная задача трех тел с

переменными массами

3.1. Осредненная ограниченная задача трех тел

с изменяющимися в одинаковом темпе массами

Сначала рассмотрим ограниченную задачу трех тел с изменяю-

щимися в одинаковом темпе массами, когда массы изменяются изо-

тропно, т.е. относительная скорость отделяющихся (присоединяю-

щихся) частиц равна нулю. Второй случай, когда массы тел изме-

няются в одинаковом темпе анизотропно, легко сводится к первому

случаю преобразованием независимой переменной, поэтому в мате-

матическом аспекте достаточно изучить первый случай.

Обозначим массы активно гравитирующих тел T0 и T1 соответ-

ственно

m0 = m0(t) = m00ν(t), m1 = m1(t) = m10ν(t), (3.1.1)

где ν = ν(t) достаточно произвольная функция времени t, причем

ν(t0) = 1, так чтоm00 = m0(t0),m10 = m1(t0), t0 – начальный момент

времени.

В прямоугольной декартовой абсолютной системе координат

OXY Z, начало которой совпадает с центром тела T0 с массой m0(t),

координаты тела T1 обозначим через x1, y1 z1. Пассивно гравитиру-

ющее тело T (с «нулевой» массой) с координатами x, y, z нахо-

дится в поле притяжения активно гравитирующих тел T0 и T1, но не

влияет на них. Не нарушая общности, можно считатьm0(t) � m1(t).
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Тогда уравнения относительного движения имеют известный вид

ẍ1 + f
m0 +m1

r31
x1 = 0, ÿ1 + f

m0 +m1

r31
y1 = 0,

z̈1 + f
m0 +m1

r31
z1 = 0,

(3.1.2)

ẍ+ f
m0

r3
x =

∂V

∂x
, ÿ + f

m0

r3
y =

∂V

∂y
, ÿ + f

m0

r3
z =

∂V

∂z
, (3.1.3)

где f – гравитационная постоянная,

V = fm1

(
1

Δ
− xx1 + yy1 + zz1

r31

)
, (3.1.4)

r1 =
√

x21 + y21 + z21, r =
√

x2 + y2 + z2,

Δ =
√
(x1 − x)2 + (y1 − y)2 + (z1 − z)2.

(3.1.5)

Формулы (3.1.1)-(3.1.2) описывают классическую задачу двух тел

с переменными массами — задачу Гюльдена–Мещерского. Если счи-

тать известными решения задачи Гюльдена–Мещерского как функ-

ции времени, то уравнения (3.1.3) представляют ограниченную зада-

чу трех тел с переменными массами в рассматриваемой постановке.

Решения задачи Гюльдена–Мещерского (3.1.2) известны в немногих

частных случаях закона изменения массы (3.1.1) [123,124].

Рассмотрим случай, когда массы активно гравитирующих тел

(3.1.1) изменяются со временем изотропно по объединенному закону

Мещерского

ν = ν(t) =

(
At20 + 2Bt0 + C

At2 + 2Bt+ C

)1/2

, (3.1.6)

где A, B, C – постоянные величины, относительное движение тел

T0 и T1 происходит по круговой спирали. Решения имеют простой

вид [125]

r1 =
a1
ν(t)

, r21θ̇1 =
√

f(m00 +m10) · a1. (3.1.7)
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Уравнения движения ограниченной задачи трех тел с перемен-

ными массами (3.1.3) в оскулирующих элементах апериодического

движения по квазиконическому сечению

a, e, i, Ω, ω, M

в форме уравнений Лагранжа имеют вид [66]

ȧ =
2

n a
· ∂W
∂M

,

ė =
1− e2

na2e
· ∂W
∂M

−
√
1− e2

na2e
· ∂W
∂ω

,

di

dt
=

ctgi

na2
√
1− e2

· ∂W
∂ω

− coseci

na2
√
1− e2

· ∂W
∂Ω

,

Ω̇ =
coseci

na2e2
· ∂W
∂i

,

ω̇ =

√
1− e2

n a2e
· ∂W
∂e

− ctgi

n a2
√
1− e2

· ∂W
∂i

,

Ṁ = n[ν(t)]2 − 2

na
· ∂W
∂a

− 1− e2

na2e
· ∂W
∂e

,

(3.1.8)

где

W = V + R̃1, (3.1.9)

R̃1 = −1

2
ν
d2

dt2

(
1

ν

)
r2. (3.1.10)

Возмущающие функции (3.1.4), (3.1.10) в случае e(t) < 1 предста-

вимы в виде

V = ν2(t)R, (3.1.11)

R = fm1(t0)
∞∑

k1=0

∞∑
k2=−∞

∞∑
k3=−∞

Ck1, k2, k3(a, e, i) cos(k1M + k2Ω̃ + k3ω),

(3.1.12)
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R̃1 = −1

ν

d2

dt2

(
1

ν

)
·R1,

R1 =
a2

2

[
1 +

3

2
e2 + (−2e+

e3

4
) cosM + · · ·

]
,

(3.1.13)

где Ω̃ = Ω − M1, M1 – аналог средней аномалии возмущающего

тела T1. Вводя новую независимую переменную

dτ = ν2(t)dt,
d

dτ
= (´) (3.1.14)

из уравнений (3.1.8) получим

á =
2

n a

(
∂R

∂M
+ k

∂R1

∂M

)
,

é =
1− e2

na2e

(
∂R

∂M
+ k

∂R1

∂M

)
−

√
1− e2

na2e

∂R

∂ω
,

di

dτ
=

ctgi

na2
√
1− e2

∂R

∂ω
− coseci

na2
√
1− e2

∂R

∂Ω
,

Ώ =
coseci

na2
√
1− e2

∂R

∂i
,

(3.1.15)

ώ =

√
1− e2

n a2e

(
∂R

∂M
+ k

∂R1

∂M

)
− ctgi

n a2
√
1− e2

∂R

∂i
,

Ḿ = n− 2

na

(
∂R

∂M
+ k

∂R1

∂M

)
− 1− e2

na2e

(
∂R

∂M
+ k

∂R1

∂M

)
,

где

k =
B2 − AC

(At20 + 2Bt0 + C)
2 = const.

Система уравнений (3.1.15) удобна для изучения движения ме-

тодами осреднения аналогично тому, как это выполнено в случае

постоянной массы [126]. Можно получить интегрируемые случаи

осредняя по схеме Гаусса в пространственной задаче и осредняя по

схемам Фату, Моисеева, Делоне–Хилла в плоской задаче.
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Например, рассмотрим схему Гаусса в пространственной задаче

при отсутствии резонанса

R̃ =
1

4π2

2π∫
0

2π∫
0

(R + kR1) dM dM1. (3.1.16)

Осредненная система уравнений

á = 0,

é = −
√
1− e2

na2e
· ∂R̃
∂ω

,

di

dτ
=

ctgi

na2
√
1− e2

∂R̃

∂ω
,

Ώ =
coseci

na2
√
1− e2

∂R̃

∂i
,

(3.1.17)

ώ =

√
1− e2

n a2e

∂R̃

∂e
− ctgi

n a2
√
1− e2

∂R̃

∂i
,

Ḿ = n− 2

na

∂R̃

∂a
− 1− e2

na2e

∂R̃

∂e
,

благодаря первым интегралам

a = ã0 = const (3.1.18)

(1− e2) cos2 i = c̃1 = const (3.1.19)

R̃(a, i, e, ω) = c̃2 = const (3.1.20)

сводится к квадратуре и, как в случае постоянных масс [127] может

быть качественно исследована.

В приближении Хилла, когда r � r1, принимая

V = f
m1(t)

r1

(
r

r1

)2

P2(cosS) (3.1.21)
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получим

R̃ = R∗ =
fm10a

2

8a31

[
6e2 − 1− 15e2 sin2 ω+

+ 3 cos2 i(5e2 sin2 ω + 1− e2)
]− k · a

2

2

(
1 +

3

2
e2

)
.

(3.1.22)

В рассматриваемом приближении (3.1.21) с учетом выражении

(3.1.22) система (3.1.17) имеет вид

á = 0,

é =
15f m10

8a31

√
1− e2

n
· e sin2 i sin 2ω,

di

dτ
= −15f m10

16a31

e2

n
√
1− e2

sin 2i sin 2ω,

ώ =
15f m10

4a31

1

n
√
1− e2

{
2

5
(1− e2) + sin2 ω

[
cos2 i− (1− e2)

]
+

+
2

5

(
− a31
fm10

)
k(1− e2)

}
,

(3.1.23)

Ώ = −3f m10

4a31

1

n
√
1− e2

cos i
(
5e2 sin2 ω + 1− e2

)
,

Ḿ = n− 2

n

{
fm10

4a31

[
6e2−1−15e2 sin2 ω + 3 cos2 i

(
5e2 sin2 ω+1−e2

)]−
−k(1+

3

2
e2)

}
−1−e2

n

{
f m10

4a31

[
6−15 sin2 ω+3 cos2 i

(
5 sin2 ω−1

)]−3

2
k

}
,

где n =
√
f m00/a

3/2. Соответственно

a = a0 = const, (1− e2) cos2 i = c1 = const, (3.1.24)

R∗(e, ω, i) = c̃∗2 = const. (3.1.25)
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Используя соотношения (3.1.24) интеграл (3.1.25) можно приве-

сти к виду

e2
(
2

5
N − sin2 ω sin2 i

)
= c2 = const, (3.1.26)

причем

N = 1− a31
fm00

· k. (3.1.27)

Интеграл (3.1.26) отличается от соответствующего выражения в

стационарном случае [127,128] наличием параметраN , определяемо-

го формулой (3.1.27), который учитывает закон изменения масс. В

частности, когда массы изменяются по первому закону Мещерского

N = 1 (k = 0). Поэтому качественная картина в фазовой плоскости

(e, ω) совпадает с соответствующей ситуацией стационарной задачи.

В общем случае, когда N �= 1 (k �= 0), выражение (3.1.27) вносит

изменения в качественную картину в фазовой плоскости (e, ω), хотя

решение и в этом случае сводится к эллиптическим квадратурам.

С учетом интегралов (3.1.24), (3.1.26) из второго уравнения си-

стемы (3.1.23), обозначив e2 = z, N1 = 5N/2, получим

dz

dτ
=

15fm10

4a31n

√
N1z−c2 ·

√
(N1−1)z2+(1−c1−c2−N1)z+c2.

(3.1.28)

После нахождения e2 = z = z(τ) остальные оскулирующие элемен-

ты находим из соотношений (3.1.24), (3.1.26) и (3.1.23).

Аналогично сводится к квадратурам, если массы активно грави-

тирующих тел изменяются изотропно по первому закону Мещерско-

го (соответственно – анизотропно по второму закону Мещерского)

ν̇ ∼ ν2 (ν̇ ∼ ν3 − анизотропно), (3.1.29)

внешний и внутренний варианты ограниченной квазиэллиптической

задачи трех тел с массами, изменяющимися одинаковом темпе, в

приближении Хилла.

В случае (3.1.29) также интегрируется внутренний вариант плос-

кой квазиэллиптической задачи трех тел с изменяющимися в оди-

наковом темпе массами в приближении Е.П. Аксенова [129].
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В остальных случаях осреднения в рассматриваемой ограничен-

ной задаче трех тел-точек изменяющимися в одинаковом темпе мас-

сами, в рассмотренных законах изменения масс, можно получить

некоторое количество интегралов, наличие которых недостаточно

для полного интегрирования. Однако, эти интегралы могут быть

полезными для качественного изучения и установления частных ре-

шений в исследуемых конкретных нестационарных тройных систе-

мах.

В резонансных случаях предварительно вводится аномалия Де-

лоне [27,28] затем осредняется. Современное состояние теории резо-

нансных гравитирующих систем приведены в сборнике работ [160].

Также представляет интерес изучение движения пробной частицы в

нецентральных нестационарных полях [143] методами осреднения.

3.2. Ограниченная задача трех тел с изотропно изменяющимися в раз-

личных темпах массами

Рассмотрим уравнения движения ограниченной задачи трех тел с

изотропно изменяющимися в различных темпах массами, исходя из

уравнения соответствующей неограниченной задачи (2.3.5). Полагая

в них m2 = 0, получим

�̈R1 + f (m0 +m1)
�R1

R3
1

= 0, (3.2.1)

�̈R2 + f m0

�R2

R3
1

= grad �R2

[
f m1

(
1

Δ21
− X1X2 + Y1Y2 + Z1Z2

R3
2

)]
.

(3.2.2)

Обозначив R1 = R, R2 = r уравнения (3.2.1), (3.2.2) перепишем

в виде

�̈R = −f
m0 +m1

R3
�R , (3.2.3)

�̈r + f m0
�r

r3
= grad �r W, (3.2.4)
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где

W = f m1

(
1

Δ
− xX + yY + zZ

R3

)
, R =

√
X2 + Y 2 + Z2,

r =
√

x2 + y2 + z2, Δ =
√

(X − x)2 + (Y − y)2 + (Z − z)2,

(3.2.5)

причем
ṁ0

m0
�= ṁ1

m1
. (3.2.6)

Пусть решение задачи Гюльдена–Мещерского (3.2.3), когда сум-

марная масса тел изменяется со временем по объединенному закону

Мещерского

m0 +m1 = (m00 +m10)

[
At20 + 2Bt0 + C

At2 + 2Bt+ C

]1/2
, (3.2.7)

определяется квазикруговым движением

R = a1/νc, R2θ̇ =
√

f (m00 +m10)a1, (3.2.8)

где обозначено

νc =
m0 +m1

m00 +m10
=

[
At20 + 2Bt0 + C

At2 + 2Bt+ C

]1/2
. (3.2.9)

Также обозначим

νц =
m0

m00
, νв =

m1

m10
. (3.2.10)

Ограничимся приближением Хилла

r � R, (3.2.11)

и рассмотрим уравнения движения в оскулирующих элементах апе-

риодического движения по квазиконическому сечению [91]. Прини-

маем

W = f
m1

R

( r

R

)2

P2(cosS)− m0

2

d2

dt2

(
1

m0

)
r2. (3.2.12)

121



Тогда дважды осредненная функция (3.2.12) по схеме Гаусса имеет

вид

W ∗ =
1

4π2

2π∫
0

2π∫
0

W dM1 dM = ν3c
νв

ν2
ц

(
W̃ − kW1

)
, (3.2.13)

где

k =

[
νц

νв · ν3c
· d2

dt2

(
1

νц

)]
= const, (3.2.14)

W̃ =
f m10a

2

8a21

[
6e2−1−15e2 sin2 ω+3 cos2 i

(
5e2 sin2 ω+1−e2

)]
,

(3.2.15)

W1 =
a2

2

(
1 +

3

2
e2

)
, (3.2.16)

причем νц определяется из уравнения

d2

dt2

(
1

νц

)
= k∗ ν3

c

(
σ
νc
νц

− 1

)
, (3.2.17)

где k∗ =
m00

m10
k, σ =

m00 +m10

m00
. После этого соответственно νв

определяется из соотношений (3.2.9)-(3.2.10).

В уравнениях Лагранжа, если введем новую независимую пере-

менную по формуле

dτ = ν3c
νв

ν2
ц

dt, (3.2.18)

то получим интегрируемую систему

á = 0,

é =
15f m10

8a31
·
√
1− e2

n
· e sin2 i sin 2ω,

di

dτ
= −15f m10

16a31
· e2

n
√
1− e2

sin 2i sin 2ω,

ώ =
15f m10

4a31

1

n
√
1− e2

{
2

5
(1− e2) +

+ sin2 ω
[
cos2 i− (1− e2)

]− k
2

5

(
a31

fm10

)
(1− e2)

}
,

(3.2.19)
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Ώ = −3f m10

4a31

1

n
√
1− e2

cos i
(
5e2 sin2 ω + 1− e2

)
,

Ḿ=n
ν4

ц

νв · ν3c
− 2

n

{
fm10

4a31

[
6e2−1−15e2 sin2 ω+3 cos2 i (5e2 sin2 ω+1−e2)]−

−k

(
1+

3

2
e2
)}

−1−e2

n

{
f m10

4a31

[
6−15 sin2 ω+3 cos2 i (5 sin2 ω−1

)]−3

2
k

}
.

Система уравнений (3.2.19) аналогична c формулами (3.1.23), по-

этому геометрические картины на фазовой плоскости (ω, e) тожде-

ственны.

Однако, из-за отличия формул (3.2.18) и (3.1.14)-(3.1.16) динами-

ческие картины в исходном пространстве–времени отличаются.

Таким образом, если массы изменяются согласно формулам

m0 = m00νц(t),

m1 = m10

[(
m00 +m10

m10

)(
At20 + 2Bt0 + C

At2 + 2Bt+ C

)1/2

− m00

m10
νц(t)

]
(3.2.20)

в различном темпе (3.2.6), где νц = νц(t) определяется из уравнения

(3.2.17), рассматриваемая задача интегрируема и решение сводится

к эллиптическим квадратурам (3.1.28). Можно ожидать, что при-

ближение Хилла (3.2.11), как исходное допущение, налагает опреде-

ленные ограничения на темп изменения массы (3.2.6).

Заметим, что уравнения (3.2.17) преобразованием

1

νц

= ϕ(t) · Y, dX =
dt

ϕ2(t)

сводятся к интегрируемому уравнению

d2Y

dX2
= −k̃ν3ϕ3, k̃ =

k∗

σ3
, ν = σνc,

где ϕ = ϕ(t) есть произвольное решение известного уравнения Ли-

увилля [130]

ϕ̈− k̃ ·
(
At20 + 2Bt0 + C

At2 + 2Bt+ C

)2

ϕ = 0.
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Аналогично могут быть рассмотрены и другие схемы осреднения

в указанных законах изменения массы.

3.3. Постановка ограниченной задачи трех тел с анизотропно

изменяющимися в различных темпах массами

Рассмотрим ограниченную задачу трех тел, когда массы активно

гравитирующих тел T0 и T1

m0 = m0(t), m1 = m1(t), (3.3.1)

изменяются анизотропно в различных темпах

ṁ0

m0
�= ṁ1

m1
, (3.3.2)

а m2 – масса пассивно гравитирующего тела, постоянна. Уравне-

ния движения рассматриваемой задачи получим исходя из соответ-

ствующих уравнений неограниченной задачи трех тел-точек с анизо-

тропно изменяющимися в различных темпах массами (2.4.5)-(2.4.8).

Полагая в них формально m2 = 0, ṁ2 = 0 получим

�̈R1 + f(m0 +m1)
�R1

R3
1

= �D1, (3.3.3)

�D1 = −ṁ1

m1

�̇R1 +

(
ṁ0

m0
− ṁ1

m1

)(
�a∗

m0 +m1
− m1

m0 +m1

�̇R

)
,

�̈R2 + fm0

�R2

R3
2

= grad �R2

[
fm1

(
1

Δ21
− X1X2 + Y1Y2 + Z1Z2

R3
1

)]
+ �D2,

(3.3.4)

�D2 =
ṁ0

m0

(
�a∗

m0 +m1
− m1

m0 +m1

�̇R1

)
,

причем

�a∗ = m0
�̇R∗
0 +m1

�̇R∗
1 =

−−−→
const, (3.3.5)

где �R∗
0, �R∗

1 – радиус-векторы тел T0 и T1 в абсолютной системе ко-

ординат. Обозначив �R1 = �R, �R2 = �r, перепишем уравнения (3.3.3)-
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(3.3.4) в виде

�̈R + f(m0 +m1)
�R

R3
= −

(
ṁ0

m0
m1 +m0

ṁ1

m1

) �̇R

m0 +m1
+

+

(
ṁ0

m0
− ṁ1

m1

)
�a∗

m0 +m1
,

(3.3.6)

�̈r + fm0
�r

r3
= grad �rW +

ṁ0

m0

(
�a∗

m0 +m1
− ṁ1

m0 +m1

�̇R

)
, (3.3.7)

где

W = fm1

(
1

Δ
− xX + yY + zZ

R3

)
, (3.3.8)

R =
√
X2 + Y 2 + Z2, r =

√
x2 + y2 + z2,

Δ =
√

(X − x)2 + (Y − y)2 + (Z − z)2.

(3.3.9)

Уравнение (3.3.7) описывает движение пассивно гравитирующей

точки в поле притяжения двух активно гравитирующих тел T0 и T1

в рассматриваемой постановке.

Относительное движение активно гравитирующих тел T0 и T1

описывается задачей Лапина двух тел (точек) с переменными мас-

сами (3.3.6). Не теряя общность можно предполагать, что в уравне-

ниях (3.3.6) направление оси OZ совпадает с направлением посто-

янного вектора �a∗ в интеграле (3.3.5). Тогда уравнение движения

(3.3.6) можно записать в виде

d

dt
(mẊ) =

∂U1

∂X
,

d

dt
(mẎ ) =

∂U1

∂Y
,

d

dt
(mŻ) =

∂

∂Z
(U1 + V1),

(3.3.10)

где

U1 = f
m0m1

R
, V1 = ϕ1(t)Z, (3.3.11)

ϕ1(t) =
m2

m2
0m

2
1

(ṁ0m1 −m0ṁ1), m =
m0m1

m0 +m1
. (3.3.12)
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Один известный интеграл площадей запишем в виде

m
(
Ẏ X − Y Ẋ

)
= c = const. (3.3.13)

В п. 1.6 были найдены строгие пространственные частные решения

задачи Лапина (3.3.10). Выберем простейшие из них. Пусть квази-

сферические координаты ρ1, δ1, λ1 определяются соотношениями

X = γ1ρ1 cos δ1 cosλ1, Y = γ1ρ1 cos δ1 sinλ1, Z = γ1ρ1 sin δ1.

(3.3.14)

Тогда простейшее частное решение имеет вид

ρ1 = ρ10 = const, δ1 = δ10 = const,

λ1 =
t∫

t0

n(t) dt+ λ10, λ10 = const,

(3.3.15)

n2(t) =
1

cos2 δ10

[
γ̈1
γ1

+
ṁ

m
· γ̇1
γ1

+ f
m0m1

mγ3
1ρ

3
10

−

−m(ṁ0m1 −m0ṁ1)

γ1m2
0m

2
1ρ0

a∗ sin δ10

]
,

(3.3.16)

где

γ3
1 =

c2

a∗ρ310
· sin δ10
cos4 δ10

· m2
0m

2
1

m3(ṁ0m1 −m0ṁ1)
. (3.3.17)

Формулы (3.3.7)-(3.3.9), (3.3.12)-(3.3.17) полностью определяют

ограниченную задачу трех тел с анизотропно изменяющимися в раз-

личных темпах массами в рассматриваемой постановке.

Особенности такой постановки ограниченной задачи трех тел (то-

чек) с переменными массами состоит в том, что здесь активно гра-

витирующие два тела (точки) с переменными массами совершают

пространственные движения.
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Глава 4

Задача многих гравитирующих тел с

массами, изменяющимися в различных

темпах

4.1. Постановка задачи и основные уравнения

движения

Рассмотрим систему свободных n+1 тел T0, T1, T2, . . . , Tn (n > 3)

взаимогравитирующих по закону Ньютона, с переменными массами

m0 = m0(t), m1 = m1(t), m2 = m2(t), . . . , mn = mn(t) (4.1.1)

изменяющимися в различных темпах

ṁi

mi
�= ṁj

mj
, i �= j (4.1.2)

в абсолютной прямоугольной системе координат. Тела рассмотрим

как материальные точки, тогда уравнения в рассматриваемой систе-

ме координат согласно [120] имеют вид

mi
�̈R∗
i = grad �R∗

i

U + ṁi�vi, i = 0, 1, . . . , n, (4.1.3)

где

�vi = �ui − �̇R∗
i (4.1.4)

— относительная скорость, �ui — абсолютная скорость отделяющих-

ся (присоединяющихся) частиц, �R∗
i = �R∗

i (X
∗
i , Y

∗
i , Z

∗
i ) — радиус-

векторы тел в абсолютной системе координат,

U = f

n∑
i=0

n∑
j=0

mimj

R∗
ij

, i �= j, (4.1.5)
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f – гравитационная постоянная. Рассмотрим случай, когда относи-

тельная скорость отделяющихся (присоединяющихся) частиц равна

нулю

�vi = �ui − �̇R∗
i = 0. (4.1.6)

В этом случае уравнения относительного движения в системе коор-

динат с началом в точке T0 с массой m0 = m0(t) имеют вид

�̈Ri + f(m0 +mi)
�Ri

R3
i

= grad �Ri
Wi, i = 1, 2, . . . , n, (4.1.7)

где

Wi = f
n∑

j=1

mj

(
1

Δij
− XiXj + YiYj + ZiZj

R3
j

)
, (4.1.8)

�Ri = �Ri(Xi, Yi, Zi) = �R∗
i − �R∗

0, (4.1.9)

Δij =
√

(Xj −Xi)2 + (Yj − Yi)2 + (Zj − Zi)2 = R∗
ij, (4.1.10)

Δi0 =
√

X2
i + Y 2

i + Z2
i = Ri. (4.1.11)

В системе неавтономных дифференциальных уравнений (4.1.7), в

отличии от других схем проблемы многих тел, в общем случае, неиз-

вестен ни один интеграл [120]. В связи с этим исследуем динамиче-

скую эволюцию рассматриваемой системы методами канонической

теории возмущений [7, 70]. Уравнения относительных движений в

виде (4.1.7) неудобны для исследований, так как каждое тело име-

ет свою силовую функцию (4.1.8), поэтому целесообразен переход

в систему координат Якоби. В классической проблеме многих тел

с постоянными массами этот переход осушествляется с использова-

нием интегралов центра масс [7]. В нашей задаче с переменными

массами (4.1.1), (4.1.2) интегралы центра масс неизвестны.

Однако, и в нашей задаче возможно перейти к координатам Яко-

би [82]. Обозначим

νj =
mj

σj
, σj = m0 +m1 +m2 + · · ·+mj. (4.1.12)
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Тогда, исходя из определения барицентра системы материальных

точек и его свойств [121], геометрическим путем получим формулы

перехода к координатам Якоби

�ri = �Ri −
i−1∑
j=0

νj�rj, i = 1, 2, . . . , n, (4.1.13)

где �ri = �ri(xi, yi, zi) – радиус-векторы тел в координатах Якоби,

причем �r0 = 0. Из соотношений (4.1.7), (4.1.13) получим

μi�̈ri = grad �riU − μi

i−1∑
j=0

(2ν̇j�̇rj + ν̈j�rj), i = 1, 2, . . . , n, (4.1.14)

где

μi = μi(t) = mi
σi−1

σi
= νiσi−1 (4.1.15)

приведенные массы, которые являются произвольными функциями

времени, силовая функция U задается формулой (4.1.5), в которой

взаимные расстояния тел (4.1.10)–(4.1.11) согласно (4.1.13) преобра-

зуются к виду

�ΔNk = �Rk − �RN = �rk − �rN +
k−1∑
j=N

νj�rj, k > N. (4.1.16)

Вводя в рассмотрение силовую функцию

Vi = μi

{
i−1∑
j=0

[(2ν̇jẋj + ν̈jxj)xi + (2ν̇j ẏi + ν̈jyj)yi + (2ν̇j żi + ν̈jzj)zi]

}
,

(4.1.17)

причем V0 = 0, так как x0 = y0 = z0 = 0, ẋ0 = ẏ0 = ż0 = 0,

перепишем уравнения (4.1.14) в виде

μi�̈ri = grad �riU − grad �riVi. (4.1.18)

Последние уравнения движения удобны для построении канониче-

ской теории возмущений в рассматриваемой проблеме.
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4.2. Уравнения движения задачи многих тел с изотропно

изменяющимися в различных темпах массами в бари–

центрической системе координат и инварианты центра масс

Исходя из уравнений движения в координатах Якоби (4.1.14),

(4.1.15) получим уравнения движения в барицентрической системе

координат. Через �rδi (i = 0, 1, 2, . . . , n) обозначим радиус-векторы

тел Ti в барицентрической системе координат. Тогда из геометрии

точечных масс [121] получим формулы преобразования

�rδ0 = −
n∑

i=1

mi

σi
�ri,

�rδ1 = −
n∑

i=2

mi

σi
�ri +

σ0
σ1
�r1,

�rδ2 = −
n∑

i=3

mi

σi
�ri +

σ1
σ2
�r2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

�rδn−1 = −
n∑

i=n

mi

σi
�ri +

σn−2

σn−1
�rn−1,

�rδn =
σn−1

σn
�rn ,

(4.2.1)

где �ri (i = 1, 2, . . . , n) радиус-векторы тел в системе координат Яко-

би. Из соотношений (4.2.1) следует

n∑
i=0

mi�rδi = 0, (4.2.2)

что естественно для радиус-векторов тел в барицентрической систе-

ме координат.

Формулы для обратных преобразований имеют вид

�rn =
σn
σn−1

�rδn,

�rn−1 =
σn−1

σn−2

[
�rδn−1 +

mn

σn
�rn

]
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(4.2.3)
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�r3 =
σ3
σ2

[
�rδ3 +

n∑
i=4

mi

σi
�ri

]
,

�r2 =
σ2
σ1

[
�rδ2 +

n∑
i=3

mi

σi
�ri

]
,

�r1 =
σ1
σ0

[
�rδ1 +

n∑
i=2

mi

σi
�ri

]
.

Из формул (4.2.3), учитывая (4.2.2), имеем

�rn =
1

σn−1

n−1∑
j=0

mj (�rδn − �rδj) (4.2.4)

Учитывая (4.1.12), (4.1.15) перепишем (4.2.1) в виде

m0�rδ0 = −
n∑

i=1

(
m0

σi−1

)
· (μi�ri),

mk�rδk = −
n∑

i=k+1

(
mk

σi−1

)
· (μi�ri) + μk�rk,

k = 1, 2, . . . , n− 1,

mn�rδn = μn�rn.

(4.2.5)

Откуда получим

d2

dt2
(m0�rδ0) = −

n∑
i=1

m0

σi−1
· d2

dt2
(μi�ri)−

n∑
i=1

[
2
d

dt
(μi�ri)

d

dt

(
m0

σi−1

)
+

+ (μi�ri)
d2

dt2

(
m0

σi−1

)]
,

d2

dt2
(mk�rδk) =

d2

dt2
(μk�rk)−

n∑
i=k+1

mk

σi−1
· d2

dt2
(μi�ri)−

−
n∑

i=k+1

[
2
d

dt
(μi�ri)

d

dt

(
mk

σi−1

)
+ (μi�ri)

d2

dt2

(
mk

σi−1

)]
,

d2

dt2
(mn�rδn) =

d2

dt2
(μn�rn) . (4.2.6)
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Уравнения (4.1.14) перепишем в виде

d2

dt2
(μi�ri) = grad �riU − μi

i−1∑
j=0

(
2ν̇j)�̇rj + ν̈j�rj

)
+ 2μ̇i�̇ri + μ̈i�ri,

i = 1, 2, . . . , n.

(4.2.7)

Из соотношений (4.2.6), (4.2.7) с учетом

m0 +m1 +m2 + · · ·+mj

σj
= 1 = const

получим

d2

dt2

(
n∑

i=0

mi�rδi

)
= 0. (4.2.8)

Следовательно, можно написать инварианты центра масс в барицен-

трической системе координат [92]

n∑
i=0

(
ṁi�rδi +mi�̇rδi

)
= 0, (4.2.9)

n∑
i=0

mi�rδi = 0. (4.2.10)

Уравнения движения в барицентрической системе координат так-

же следуют из соотношений (4.2.6), (4.2.7)

d2

dt2
(m0�rδ0) = grad �rδ0U + �Fδ0, (4.2.11)

�Fδ0 = m0

n∑
i=1

μi

σi−1

[
i−1∑
j=0

(
2ν̇j�̇rj + ν̈j�rj

)]
−

−
n∑

i=1

[
m0

σi−1

(
2μ̇i�̇ri + μ̈i�ri

)
+ 2

d

dt
(μi�ri)

d

dt

(
m0

σi−1

)
+(μi�ri)

d2

dt2

(
m0

σi−1

)]
,

d2

dt2
(mk�rδk) = grad �rδkU + 2μ̇k�̇rk + μ̈k�rk−

− μk

k−1∑
j=0

(
2ν̇j�̇rj + ν̈j�rj

)
+ �Fδk, k = 1, . . . , n− 1,

(4.2.12)
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�Fδk = mk

n∑
i=k+1

μi

σi−1

[
i−1∑
j=0

(
2ν̇j�̇rj + ν̈j�rj

)]
−

n∑
i=k+1

[
mk

σi−1

(
2μ̇i�̇ri + μ̈i�ri

)
+

+ 2
d

dt
(μi�ri)

d

dt

(
mk

σi−1

)
+ (μi�ri)

d2

dt2

(
mk

σi−1

)]
,

d2

dt2
(mn�rδn) = grad �rδnU + 2μ̇n�̇rn + μ̈n�rn − μn

n−1∑
j=0

(
2ν̇j�̇rj + ν̈j�rj

)
,

(4.2.13)

где правые части уравнений выражаются через барицентрические

координаты согласно выражению (4.2.4). Полученные уравнения

движения в барицентрической системе координат могут быть ис-

пользованы для установления гомографических решений («цен-

тральных конфигурации») в рассматриваемой задаче и ограничен-

ной задаче многих тел, аналогично тому, как это было выполнено в

соответствующих стационарных задачах [158].

В частности, если в барицентрической системе координат примем

классическое выражение

n∑
i=0

mi�̇rδi = 0, (4.2.14)

тогда инварианты центра масс (4.2.9) можно написать в виде

n∑
i=0

ṁi�rδi = 0. (4.2.15)

Полученные инвариантные соотношения (4.2.9), (4.2.10) и их част-

ные случаи (4.2.14), (4.2.15) могут быть эффективно использованы

в исследовании нестационарных гравитирующих систем [155,156].

В исследовании динамики многих гравитирующих тел-точек в ба-

рицентрической системе координат важное значение имеет уравне-

ние Лагранжа-Якоби [7], которое позволяет изучить проблему ка-

чественно [131]. В задаче многих гравитирующих тел с изотропно

изменяющимися в различных темпах массами в барицентрической
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системе координат также представляет интерес получение аналога

уравнения Лагранжа-Якоби.

Однако в этом случае, вывод аналога уравнения Лагранжа-Якоби

затруднителен из-за условий (4.1.2). В связи с этим здесь рассмот-

рим частный случай, когда

ṁi

mi
≈ ṁj

mj
≈ ṁ

m
, i �= j, (4.2.16)

и изучим эффекты потери масс системы. В этом случае аналог

уравнения Лагранжа-Якоби, а также уравнение, описывающее из-

менения полной механической энергии были получены Т.Б. Омаро-

вым [38]

m

2

d2

dt2

(
I

m

)
= 2T +W, (4.2.17)

dH

dt
=

1

m

dm

dt
(T + 2W ), (4.2.18)

где

I =
n∑

i=0

mi�r
2
δi (4.2.19)

барицентрический момент инерции, H = T +W – полная механиче-

ская энергия, T – кинетическая энергия, W = −U – потенциальная

энергия системы.

Из уравнений (4.2.17) и (4.2.18) можно получить [132]

1

2m3
· dm
d t

· d
2J

dt2
= − d

dt

(
H

m3

)
, (4.2.20)

где обозначено

J =
I

m
. (4.2.21)

Пусть массы тел изменяются со временем согласно закону

Эддингтона-Джинса

dm

d t
= αmk, (4.2.22)

где α, k – постоянные величины.
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На основе уравнения (4.2.20) можно получить аналитическую

оценку времени перехода системы n + 1 – тел убывающей массы

из начального состояния с отрицательной энергией

H0 = H(t0) < 0 (4.2.23)

в распадающееся состояние с положительной энергией

H = H(t) > 0 (4.2.24)

вследствие потери масс системы [89,96].

Величину J = J(t) в формуле (4.2.21) разложим в ряд Тейлора и

ограничимся квадратичным приближением

J(t) ≈ J(t0) + (t− t0)
dJ

dt

∣∣∣∣
t=t0

+
(t− t0)

2

2

d2J

dt2

∣∣∣∣
t=t0

. (4.2.25)

Соответственно уравнение (4.2.20) дает

H

m3
=

H0

m3
0

+
1

4

(
1

m2
− 1

m2
0

)
·
(
d2J

dt2

)
t=t0

. (4.2.26)

где m0 = m(t0). В этом случае из (4.2.17) следует

2(2T +W ) = m

(
d2J

dt2

)
t=t0

. (4.2.27)

Учитывая, что (
d2J

dt2

)
t=t0

=
2(2T0 +W0)

m0
,

где T0 = T (t0),W0 = W (t0), перепишем уравнение (4.2.26) в виде

H

m3
=

H0

m3
0

+

(
1

m2
− 1

m2
0

)
2T0 +W0

2m0
. (4.2.28)

На основе формулы (4.2.28) можно оценить время распада систе-

мы. Пусть t = t∗ время при котором система переходит в распа-

дающееся состояние за счет потери масс индивидуальных членов.

Тогда

H(t∗) = 0. (4.2.29)
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Из формул (4.2.28), (4.2.29) получим[
m(t0)

m(t∗)

]
= 1− 2H0

2T0 +W0
. (4.2.30)

Закон изменения масс (4.2.22) дает[
m(t0)

m(t∗)

]
= m2

0

[
α(1− k)Δt∗ +m1−k

0

]2/(k−1)
, k �= 1, (4.2.31)

где время распада системы обозначено как

Δt∗ = t∗ − t0.

Из формул (4.2.30), (4.2.31) следует

Δt∗ =
1

α(1− k)

{
1

m2
0

(
1− 2H0

2T0 +W0

)(k−1)/2

−m1−k
0

}
, k �= 1.

(4.2.32)

Аналогично в случае k = 1 получим

Δt∗ = − 1

2α
ln

(
1− 2H0

2T0 +W0

)
. (4.2.33)

Следует отметить, что формулы (4.2.32), (4.2.33) были получены

при выполнении условий (4.2.25).

4.3. Уравнения движения в канонических оскулирующих элементах

Уравнения движения (4.1.18), записанные в координатах Якоби,

перепишем в виде

μi�̈ri = grad �ri

(
f
mi σi−1

ri

)
+ bi�ri + grad �riBi, (4.3.1)

где

Bi = U − Vi − f
miσi−1

ri
− 1

2
bir

2
i . (4.3.2)

В уравнениях (4.3.1) переходим к квазисферическим координа-

там ρi, ϕi, θi (i = 1, 2, . . . , n)

xi = γiρi cosϕi cos θi, yi = γiρi cosϕi sin θi, zi = γiρi sinϕi,

(4.3.3)
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где

γi = γi(t) =
mi(t0)

mi(t)
· σi−1(t0)

σi−1(t)
· μi(t)

μi(t0)
=

σi(t0)

σi(t)
, (4.3.4)

причем согласно (4.1.12)

σi(t) = σi = m0 +m1 +m2 + . . .+mi.

Кинетическая энергия системы (4.3.1) c приведенными массами

μi = μi(t) определяется известным соотношением

K =
1

2

n∑
i=1

μi

(
ẋ2i + ẏ2i + ż2i

)
.

Далее, учитывая (4.3.3) вычислим соответствующие импульсы по

обычным правилам

Pρi =
∂K

∂ρ̇i
= μiγ

2
i ρ̇i + μiγiγ̇iρi, Pϕi

=
∂K

∂ϕ̇i
= μiγ

2
i ρ

2
i ϕ̇i,

Pθi =
∂K

∂θ̇i
= μiγ

2
i ρ

2
i cos

2 ϕiθ̇i.

(4.3.5)

Тогда уравнения движения в переменных

ρi, Pρi =
∂Ki

∂ρ̇i
= μiγ

2
i ρ̇i + μiγiγ̇iρi,

ϕi, Pϕi
=

∂Ki

∂ϕ̇i
= μiγ

2
i ρ

2
i ϕ̇i,

θi, Pθi =
∂Ki

∂θ̇i
= μiγ

2
i ρ

2
i cos

2 ϕiθ̇i,

(4.3.6)

можно написать в следующей форме

ρ̇i =
∂Hi

∂Pρi

, Ṗρi = −∂Hi

∂ρi
+

μ̇i

μi
Pρi,

ϕ̇i =
∂Hi

∂Pϕi

, Ṗϕi
= −∂Hi

∂ϕi
+

μ̇i

μi
Pϕi

,

θ̇i =
∂Hi

∂Pθi

, Ṗθi = −∂Hi

∂θi
+

μ̇i

μi
Pθi,

(4.3.7)
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соответственно

Hi =
1

2μiγ2
i

[
(Pρi − μiγiγ̇iρi)

2 +
P 2
ϕi

ρ2i
+

P 2
θi

ρ2i cos
2 ϕi

]
− U ∗

i ,

U ∗
i = f

miσi−1

γiρi
+

1

2

(
biγ

2
i + μiγ̇

2
i

)
ρ2i + Bi.

Вводя новые импульсы

Pρi = ψiP̃ρi, Pϕi
= ψiP̃ϕi

, Pθi = ψiP̃θi,

ψi =
μi

μi0
=

μi(t)

μi(t0)
,

(4.3.8)

напишем уравнения движения в канонической форме

ρ̇i =
∂H̃i

∂P̃ρi

, ϕ̇i =
∂H̃i

∂P̃ϕi

θ̇i =
∂H̃i

∂P̃θi

,

˙̃
P ρi = −∂H̃i

∂ρi
,

˙̃
P ϕi

= −∂H̃i

∂ϕi
,

˙̃
P θi = −∂H̃i

∂θi
,

(4.3.9)

где

H̃i = H̃i0 + H̃i1, (4.3.10)

H̃i0 =
ψi

2μiγ2
i

[(
P̃ρi −

μiγiγ̇i
ψi

ρi

)2

+
P̃ 2
ϕi

ρ2i
+

P̃ 2
θi

ρ2i cos
2 ϕi

]
−

−f
miσi−1

ψiγiρi
− 1

ψi

(
biγ

2
i + μiγ̇

2
i

)
ρ2i ,

(4.3.11)

Hi1 = − 1

ψi
Bi. (4.3.12)

При Bi = 0 уравнения (4.3.9)–(4.3.11) интегрируются методом

Гамильтона-Якоби [70], причем постоянные интегрирования

α1i, α2i, α3i, β1i, β2i, β3i, (4.3.13)

есть аналоги соответствующих элементов Якоби в классической за-

даче двух тел (точек) постоянной массы. Каждая система уравнений
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(4.3.9)–(4.3.11) определяет апериодическое движение по квазикони-

ческому сечению

ρi =
pi

1 + ei cos vi
, vi = ui − ωi, pi = ai(1− e2i ), (4.3.14)

ρ̇i =
1

μi0γ2
i (t)

· βi√
pi
ei sin vi, u̇i =

1

μi0γ2
i (t)

· βi
√
pi

ρ2i
, (4.3.15)

β2
i = f · μi(t0)mi(t0)σi−1(t0), (4.3.16)

tg
vi
2
=

√
1 + ei√
1− ei

tg
Ei

2
, ei < 1,

Ei − ei sinEi = Mi, (4.3.17)

Mi = ni [φi(t)− φi(τi)] , ni =
βi

μi0a
3/2
i

, (4.3.18)

где φi(t) первообразная функции γ−2
i (t). В прямоугольных системах

координат Якоби выражения координат и скорости промежуточных

движений даются формулами

xi = γiρi (cosui cosΩi − sin ui sinΩi cos ii) ,

yi = γiρi (cosui sinΩi + sin ui cosΩi cos ii) ,

zi = γiρi (sin ui sin ii) , ri = γiρi,

(4.3.19)

ẋi =

(
γ̇i
γi

+
ρ̇i
ρi

)
xi + γiρiu̇i (− sin ui cosΩi − cosui sinΩi cos ii) ,

ẏi =

(
γ̇i
γi

+
ρ̇i
ρi

)
yi + γiρiu̇i (− sin ui sinΩi + cosui cosΩi cos ii) ,

żi =

(
γ̇i
γi

+
ρ̇i
ρi

)
zi + γiρiu̇i (cosui sin ii) , ui = vi + ωi.

(4.3.20)

Величины

ai, ei, ωi, Ωi, ii, φi(τi) (4.3.21)
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элементы орбиты — аналоги соответствующих кеплеровских элемен-

тов, причем

−2α1i =
β2
i

μi0ai
, α2i = βi

√
pi, α3i = βi

√
pi cos ii,

β1i = −φi(τi), β2i = ωi, β3i = Ωi.

(4.3.22)

Уравнения (4.3.9)–(4.3.12) в системе переменных (4.3.13), как урав-

нения возмущенного движения имеют вид

α̇ki =
∂R̃i

∂βki
, β̇ki = − ∂R̃i

∂αki
, k = 1, 2, 3, (4.3.23)

где

R̃i =
1

ψi
Ri(t, αki, βki). (4.3.24)

Введем аналоги элементов Делоне

Li, Gi, Hi, li, gi, hi (4.3.25)

посредством формул

−2α1i =
β4
i

μi0L2
i

, α2i = Gi, α3i = Hi,

β1i =
li
ni

− φi(t), β2i = gi, β3i = hi.

(4.3.26)

Уравнения возмущенного движения в аналогах элементов Делоне

(4.3.25) имеют вид

L̇i =
∂R∗

i

∂li
, Ġi =

∂R∗
i

∂gi
, Ḣi =

∂R∗
i

∂hi
,

l̇i = −∂R∗
i

∂Li
, ġi = −∂R∗

i

∂Gi
, ḣi = −∂R∗

i

∂Hi
,

(4.3.27)

где

R∗
i =

1

γ2
i (t)

· β4
i

2μi0L2
i

+ R̃i. (4.3.28)

Переход к аналогам первой системы элементов Пуанкаре осу-

ществляется формулами

Λi = Li, ρ1i = Li −Gi, ρ2i = Gi −Hi,

λi = li + gi + hi, ω1i = −gi − hi, ω2i = −hi,
(4.3.29)
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и соответственно уравнения движения имеют вид

Λ̇i =
∂R∗

i

∂λi
, ρ̇1i =

∂R∗
i

∂ω1i
, ρ̇2i =

∂R∗
i

∂ω2i
,

λ̇i = −∂R∗
i

∂Λi
, ω̇1i = −∂R∗

i

∂ρ1i
, ω̇2i = −∂R∗

i

∂ρ2i
.

(4.3.30)

Аналоги второй системы элементов Пуанкаре определяются со-

отношениями

Λi = Λi, ξi =
√
2ρ1i cosω1i, pi =

√
2ρ2i cosω2i,

λi = λi, ηi =
√
2ρ1i sinω1i, qi =

√
2ρ2i sinω2i,

(4.3.31)

и соответственно уравнения возмущенного движения даются выра-

жениями

Λ̇i =
∂R∗

i

∂λi
, ξ̇i =

∂R∗
i

∂ηi
, ṗi =

∂R∗
i

∂qi
,

λ̇i = −∂R∗
i

∂Λi
, η̇i = −∂R∗

i

∂ξi
, q̇i = −∂R∗

i

∂pi
.

(4.3.32)

В уравнениях возмущенного движения (4.3.23), (4.3.27), (4.3.30) и

(4.3.32) выражение возмущающей функции (4.3.24) через оскулиру-

ющие элементы удобно ввести в зависимости от конкретной физи-

ческой постановки задачи.
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Глава 5

Задача о поступательно-вращательном

движении многих нестационарных тел

переменных размеров и массы

5.1. Постановка задачи и первые интегралы

Рассмотрим систему свободных небесных тел с переменными мас-

сами и размерами T0, T1, T2, ..., Tn, взаимно притягивающихся по

закону Ньютона. Обозначим через mi = mi(t0)νi − массу, li =

li(t0)χi −характерный линейный размер, а через Aik, Bik, Cik −
главные центральные моменты инерции k− го порядка тела Ti (i =

0, 1, 2, ..., n), где t0− начальный момент времени t, νi = νi(t), χi =

χi(t) − некоторые функции времени. Пусть выполняются условия

Aik = Aik(t) = νiχ
k
iAik(t0),

Bik = Bik(t) = νiχ
k
iBik(t0),

Cik = Cik(t) = νiχ
k
iCik(t0).

(5.1.1)

Они означают, что изменение каждого тела происходит гомоте-

тичным образом (форма остается постоянной), элементарный слой

меняет размеры и массу, оставаясь подобным исходному, причем

структура распределения массы по отношению к слою не меняет-

ся (лучистое расширение или сжатие). Известно, что подобно изме-

няемое тело по своим свойствам ближе всего стоит к твердому те-

лу [133,140,144]. Допустим, что отделяющиеся (присоединяющиеся)

частицы не создают дополнительный вращательный момент [68].
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Пусть Oξηζ − некоторая абсолютная (инерциальная) система ко-

ординат. Обозначим через ξiηiζi− абсолютные координаты центра

инерцииOi тела Ti и через ϕi, ψi, θi− обычные эйлеровы углы, опре-

деляющие ориентацию главных центральных осей инерции тела Ti

относительно системы Oξηζ.

Для каждого тела Ti введем собственную систему координат, свя-

занную с ним. Начало этой собственной системы поместим в точке

Oi, а оси ξ
′

iη
′

iζ
′

i направим по главным осям инерции тела Ti и это

положение остается неизменным.

ПустьAi2, Bi2, Ci2− главные центральные моменты инерции вто-

рого порядка тела Ti, pi, qi, ri− составляющие угловой скорости

вращения тела Ti в системе координат ξ
′

iη
′

iζ
′

i, определяемые кине-

матическими уравнения Эйлера [7, 134]

pi = ψ̇i sinϕi sin θi + θ̇icosϕi,

qi = ψ̇i cosϕi sin θi − θ̇i sinϕi,

ri = ψ̇ cos θi + ϕ̇i.

(5.1.2)

Пусть

Ki =
1

2
mi

(
ξ̇2i + η̇2i + ζ̇2i

)
+

1

2

(
Ai2p

2
i + Bi2q

2
i + Ci2r

2
i

)
(5.1.3)

кинетическая энергия тела Ti и K =
n∑

i=0

Ki− кинетическая энергия

системы. Силовую функцию системы запишем в виде

U =
n∑
i,j

Uij, i �= j (5.1.4)

Uij = f
∞∑
s=0

U
(s)
ij

R2s+1
ij

= f
mimj

Rij
+

+f mj
Ai2 + Bi2 + Ci2 − 3I

(i,j)
i

2R3
ij

+ fmi

Aj2 + Bj2 + Cj2 − 3I
(i,j)
j

2R3
ij

+ ...,
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I
(i,j)
i = Ai2α

2
ij +Bi2β

2
ij + Ci2γ

2
ij, I

(i,j)
j = Ai2α

2
ji +Bi2β

2
ji + Ci2γ

2
ji,

где I
(i,j)
i , I

(i,j)
j моменты инерции тел Ti и Tj относительно прямой,

проходящей через центры масс Oi, Oj этих тел, αij, βij, γij — коси-

нусы углов, образуемых прямой OiOj с центральными осями инер-

ции тела Ti. αji, βji, γji — косинусы аналогичных углов для тела Tj.

Тогда уравнения движения могут быть записаны в виде [68]

miξ̈i =
∂U

∂ξi
+ ṁi(uiξ − ξ̇i),

miη̈i =
∂U

∂ηi
+ ṁi(uiη − η̇i),

miζ̈i =
∂U

∂ζi
+ ṁi(uiζ − ζ̇i),

(5.1.5)

d

dt
(Aipi)− (Bi − Ci)qiri =

[∂U
∂ψi

− cos θi
∂U

∂ϕi

]sinϕi

sin θi
+ cosϕi

∂U

∂θi
,

d

dt
(Biqi)− (Ci − Ai)ripi =

[∂U
∂ψi

− cos θi
∂U

∂ϕi

]cosϕi

sin θi
− sinϕi

∂U

∂θi
,

d

dt
(Ciri)− (Ai − Bi)piqi =

∂U

∂ϕi
, (5.1.6)

где �ui (uiξ, uiη, uiζ)− абсолютная скорость отделяющихся (присоеди-

няющихся) частиц тела Ti, Ai = Ai2(t), Bi = Bi2(t), Ci = Ci2(t).

Уравнения (5.1.2), (5.1.5), (5.1.6) образуют систему совместных

уравнений 12 (n+ 1)− го порядка, полное интегрирование которой

определяет вращательное и поступательное движение каждого из

тел рассматриваемой системы.

Ввиду сложности исследуемой задачи займемся поисками при-

ближенных решений методами теории возмущений, а также строгих

частных решений. Но сначала установим некоторые первые интегра-

лы при достаточно общих предположениях в абсолютной системе

координат.
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Первые интегралы. Аналог интеграла энергии при достаточно

общих предположениях установить не удается. В некоторых слу-

чаях рассматриваемая задача допускает интегралы центра масс и

моментов. Пусть

uiξ − ξ̇i = 0, uiη − η̇i = 0 uiζ − ζ̇i = 0 (5.1.7)

νi = ν(t), i = 0, 1, 2, . . . , n. (5.1.8)

Тогда имеем шесть интегралов центра масс

n∑
i=0

miξ̇i = aξν,
n∑

i=0

miξi = (aξt+ bξ)ν,

n∑
i=0

miη̇i = aην,
n∑

i=0

miηi = (aηt+ bη)ν,

n∑
i=0

miζ̇i = aζν,
n∑

i=0

miζi = (aζt+ bζ)ν.

(5.1.9)

При условии

uiξ = 0, uiη = 0, uiζ = 0, (5.1.10)

получим три интеграла моментов

n∑
i=0

[
mi(ξiη̇i − ηiξ̇i) + Aipia

(i)
31 + Biqia

(i)
32 + Ciria

(i)
33

]
= c3,

n∑
i=0

[
mi(ζiξ̇i − ξiζ̇i) + Aipia

(i)
21 + Biqia

(i)
22 + Ciria

(i)
23

]
= c2,

n∑
i=0

[
mi(ηiζ̇i − ζiη̇i) + Aipia

(i)
11 + Biqia

(i)
12 + Ciria

(i)
13

]
= c1,

(5.1.11)

где направляющие косинусы a
(i)
ks связаны с эйлеровыми углами тела

Ti известными формулами

a
(i)
11 = cosψi cosϕi − sinψi sinϕi cos θi,

a
(i)
21 = sinψi cosϕi + cosψi sinϕi cos θi,

a
(i)
31 = sinϕi sin θi,

(5.1.12)
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a
(i)
12 = − cosψi sinϕi − sinψi cosϕi cos θi,

a
(i)
22 = − sinψi sinϕi + cosψi cosϕi cos θi,

a
(i)
32 = cosϕi sin θi,

a
(i)
13 = sinψi sin θi,

a
(i)
23 = − cosψi sin θi,

a
(i)
33 = cos θi,

а также три интеграла, определяющие скорость центра масс систе-

мы

n∑
i=0

miξ̇i = aξ,
n∑

i=0

miη̇i = aη,
n∑

i=0

miζ̇i = aζ . (5.1.13)

В этом случае, если вдобавок к условиям (5.1.10) положить

νi = ν(t), i = 0, 1, 2, . . . , n, (5.1.14)

имеем еще три интеграла, определяющие положение центра масс

1

ν

n∑
i=0

miξi = aξ

∫
dt

ν(t)
+ bξ,

1

ν

n∑
i=0

miηi = aη

∫
dt

ν(t)
+ bη,

1

ν

n∑
i=0

miζi = aζ

∫
dt

ν(t)
+ bζ .

(5.1.15)

Если предположим

νi = const, i = 0, 1, 2, . . . , n, (5.1.16)

тогда имеют место все девять интегралов центра масс и моментов.
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Исследование задачи о поступательно-вращательном движении

многих нестационарных тел с переменными массами и размерами

представляется перспективным наряду с соответствующей стацио-

нарной задачей [157].

5.2. Уравнения движения в относительной системе

координат. Оскулирующие элементы

Пусть тело T0− «центральное», и система координат такая, что

начало координат O0− в барицентре тела T0 и оси параллельны

абсолютным осям. Обозначим

xi = ξi − ξ0, yi = ηi − η0, zi = ζi − ζ0, i = 1, 2, . . . , n

и предположим

ṁi(uξi − ξ̇i) = 0, ṁi(uηi − η̇i) = 0, ṁi(uζi − ζ̇i) = 0, (5.2.1)

Тогда имеем

ẍi =
m0 +mi

m0mi

∂Ui0

∂xi
+

∂Ri

∂xi
,

ÿi =
m0 +mi

m0mi

∂Ui0

∂yi
+

∂Ri

∂yi
,

z̈i =
m0 +mi

m0mi

∂Ui0

∂zi
+

∂Ri

∂zi
, i = 1, 2, . . . , n,

(5.2.2)

где

Ri =
n∑

j=1

{
1

mi
Uij +

1

m0

[
xi
∂Uj0

∂xj
+ yi

∂Uj0

∂yj
+ zi

∂Uj0

∂zj

]}
, i �= j, (5.2.3)

а уравнения (5.1.6) остаются без изменения, но эйлеровы углы от-

носятся теперь к новой системе координат

d

dt
(Aipi)− (Bi − Ci)qiri =

[
∂U

∂ψi
− cos θi

∂U

∂ϕi

]
sinϕi

sin θi
+ cosϕi

∂U

∂θi
,

d

dt
(Biqi)− (Ci − Ai)ripi =

[
∂U

∂ψi
− cos θi

∂U

∂ϕi

]
cosϕi

sin θi
− sinϕi

∂U

∂θi
,
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d

dt
(Ciri)− (Ai − Bi)piqi =

∂U

∂ϕi
, i = 1, 2, . . . , n, (5.2.4)

d

dt
(A0p0)− (B0 − C0)q0r0 =

[
∂U

∂ψ0
− cos θ0

∂U

∂ϕ0

]
sinϕ0

sin θ0
+ cosϕ0

∂U

∂θ0
,

d

dt
(B0q0)− (C0 − A0)r0p0 =

[
∂U

∂ψ0
− cos θ0

∂U

∂ϕ0

]
cosϕ0

sin θ0
− sinϕ0

∂U

∂θ0
,

d

dt
(C0r0)− (A0 −B0)p0q0 =

∂U

∂ϕ0
.

(5.2.5)

Полученные уравнения относительного движения удобны для ис-

пользования методов теории возмущений.

Уравнения движения в оскулирующих элементах. Перепишем

уравнения (5.2.2) в виде

ẍi = −f
m0 +mi

r3i0
xi + bixi +

∂Vi

∂xi
,

ÿi = −f
m0 +mi

r3i0
yi + biyi +

∂Vi

∂yi
,

z̈i = −f
m0 +mi

r3i0
zi + bizi +

∂Vi

∂zi
,

(5.2.6)

где

ri0 =
√
x2i + y2i + z2i , bi = (m0 +mi)

d2

dt2

(
1

m0 +mi

)
,

Vi =
m0 +mi

m0mi
Ui0 +Ri − f

m0 +mi

ri0
− 1

2
bir

2
i .

(5.2.7)

В уравнениях (5.2.6) перейдем к новым переменным

xi = γiρi cos δi cosλi, yi = γiρi cos δi sinλi, zi = γiρi sin δi, (5.2.8)

γi =
m0(t0) +mi(t0)

m0(t) +mi(t)
. (5.2.9)
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Затем, принимая за обобщенные координаты и соответствующие им

импульсы, величины

ρi, δi, λi, Pρi =
∂K

∂ρ̇i
, Pδi =

∂K

∂δ̇i
, Pλi =

∂K

∂λ̇i

, (5.2.10)

ϕi, ψi, θi, Pϕi =
∂K

∂ϕ̇i
, Pψi =

∂K

∂ψ̇i

, Pθi =
∂K

∂θ̇i
, (5.2.11)

согласно общим правилам запишем уравнения поступательно-вра-

щательного движения в канонической форме (в формулах (5.2.10)

i = 1, 2, 3, . . . , n, а в выражениях (5.2.11) i = 0, 1, 2, . . . , n)

ρ̇i =
∂H

∂Pρi
, δ̇i =

∂H

∂Pδi
, λ̇i =

∂H

∂Pλi
,

Ṗρi = −∂H

∂ρi
, Ṗδi = −∂H

∂δi
, Ṗλi = −∂H

∂λi
,

(5.2.12)

ϕ̇i =
∂H

∂Pϕi
, θ̇i =

∂H

∂Pθi
, ψ̇i =

∂H

∂Pψi
,

Ṗϕi = −∂H

∂ϕi
, Ṗθi = −∂H

∂θi
, Ṗψi = −∂H

∂ψi
,

(5.2.13)

где гамильтониан системы представим в виде

H =
∑{

1

2γ2
i

[(
Pρi − γiγ̇iρi

)2

+
P 2
δi

ρ2i
+

P 2
λi

ρ2i cos
2 δi

]
−

−
[
f
m0 +mi

γiρi
+

1

2
γ̇2
i ρ

2
i +

1

2
γiγ̈iρ

2
i

]
+

+
1

2Ai

[ 1

sin2 θi

(
Pψi − Pϕi cos θi

)2

+ P 2
θi

]
+

P 2
ϕi

2Ci

}
+Hb,

(5.2.14)

−Hb =
∑{

1

2

( 1

Ai
− 1

Bi

) 1

sin2 θi
×

×
[
(Pψi − Pϕi cos θi) cosϕi − Pθi sinϕi sin θi

]2
+ Vi

}
.

(5.2.15)
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При Hb = 0 упрощенная система интегрируется методом

Гамильтона-Якоби (поскольку вращательное движение есть неста-

ционарный аналог задачи Эйлера о вращательном движении по

инерции [94], а поступательное движение – движение по квазикони-

ческому сечению [70], которые интегрируемы). Опуская выкладки,

приведем общий интеграл системы

ρi∫
ρ0i

dρi√
2α1i + 2f

M0i

ρ2i
− α2

2i

ρ2i

=

t∫
t0

dt

γ2
i

+ β1i,

α2i

δi∫
0

dδi√
α2
2i − α2

3i/ cos
2 δi

− α2i

ρi∫
ρ0i

dρi

ρ2i

√
2α1i + 2f

M0i

ρi
− α2

2i

ρ2i

= β2i,

λi − α3i

δi∫
0

dδi

cos2δi
√

α2
2i − α2

3i/ cos
2 δi

= β3i, (5.2.16)

Pρi = γiγ̇iρi +

√
2α1i + 2f

M0i

ρ2i
− α2

2i

ρ2i
, M0i = m00 +mi0,

Pδi =
√
α2
2i − α2

3i/ cos
2 δi, Pλi

= α3i,

A0i

θi∫
θi0

dθi√
Ωi(θi)

=

t∫
t0

dt

νiχ2
i

+ β
′

1i,

ψi −
θi∫

θi0

{
1√
Ωi(θi)

(α′

3i − α
′

2icosθi
sin2θi

)}
dθi = β

′

3i, (5.2.17)

ϕi +

θi∫
θ0i

{
1√
Ωi(θi)

[
− A0i

C0i
α

′

2i +
(α

′

3i − α
′

2icosθi)cosθi
sin2θi

]}
dθi = β

′

2i,

Pψi = α
′

3i, Pϕi = α
′

2i, Pθi =
√
Ωi(θi),
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Ωi(θi) = 2A0iα
′

1i +
A0i

C0i
α

′2
2i −

(α
′

3i − α
′

2icosθi)
2

sin2θi
,

где

αki, βki, k = 1, 2, 3; i = 1, 2, 3, . . . , n, (5.2.18)

α
′

ki, β
′

ki, k = 1, 2, 3; i = 0, 1, 2, 3, . . . , n, (5.2.19)

аналоги элементов Якоби.

Теперь принимая упрощенное движение за невозмущенное, мож-

но написать уравнения поступательно-вращательного движения

рассматриваемой задачи в оскулирующих элементах (5.2.18)-(5.2.19)

α̇ki =
∂(−Hb)

∂βki
, β̇ki = −∂(−Hb)

∂αki
,

α̇ ′

ki =
∂(−H ′

b)

∂β
′

ki

, β̇ ′

ki = −∂(−H ′
b)

∂α
′

ki

.

(5.2.20)

где

−Hb = Vi, −H ′
b =

∑{
1

2

( 1

Ai
− 1

Bi

) 1

sin2 θi
×

×
[
(Pψi − Pϕi cos θi) cosϕi − Pθi sinϕi sin θi

]2
+ Vi

}
.

Далее введем аналоги элементов Делоне-Андуайе

Li, Gi, Hi, li, gi, hi, i = 1, 2, . . . , n, (5.2.21)

L
′

i, G
′

i, H
′

i, l
′

i, g
′

i, h
′

i, i = 0, 1, 2, . . . , n (5.2.22)

посредством формул

−α1i = μ2
0i/2L

2
i , α2i = Gi, α3i = Hi,

β1i =
L3
i

μ2
0i

li − Fi(t), β2i = gi, β3i = hi,

G
′

i =
(
2α

′

1iAi0 +
Ci0 − Ai0

Ci0
α

′2
2i

)1/2

,

(5.2.23)
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H
′

i = α
′

3i, L
′

i = α
′

2i,

g
′

i =
1

Ai0

(
2α

′

1iAi0 +
Ci0 − Ai0

Ci0
α

′2
2i

)1/2[
Φi(t) + β

′

1i

]
,

h
′

i = β
′

3i, l
′

i =
Ai0 − Ci0

Ai0Ci0
α2i

[
Φi(t) + β

′

1i

]
+ β

′

2i,

(5.2.24)

где μ0i = fM0i, Fi(t) и Φi(t)− первообразные функции γ−2
i (t) и

ν−1
i (t)χ−2

i (t) соответственно.

Уравнения движения в оскулирующих элементах (5.2.21)-(5.2.22)

имеют вид

L̇i =
∂F

∂li
, Ġi =

∂F

∂gi
, Ḣi =

∂F

∂hi
,

l̇i = − ∂F

∂Li
, ġi = − ∂F

∂Gi
, ḣi = − ∂F

∂Hi
,

(5.2.25)

L̇
′

i =
∂F ′

∂l
′

i

, Ġ
′

i =
∂F ′

∂g
′

i

, Ḣ
′

i =
∂F ′

∂h
′

i

,

l̇
′

i = −∂F ′

∂L
′

i

, ġ
′

i = −∂F ′

∂G
′

i

, ḣ
′

i = −∂F ′

∂H
′

i

,

(5.2.26)

где

F =
1

2

∑{
μ2
0i

γ2
iL

2
i

− 1

νiχ2
i

[G′2
i

Ai0
+

Ai0 − Ci0

Ai0Ci0
L

′2
i

]}
−Hb,

F ′ =
1

2

∑{
μ2
0i

γ2
iL

′2
i

− 1

νiχ2
i

[G′2
i

Ai0
+

Ai0 − Ci0

Ai0Ci0
L

′2
i

]}
−H ′

b.

(5.2.27)

Отметим, что выражение возмущающей функции через оскулирую-

щие элементы формально-математически такое же как и в соответ-

ствующей стационарной задаче [19].

В случае, когда тела трехосные, в качестве невозмущенного вра-

щательного движения предпочтительно решение нестационарного
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аналога задачи Эйлера о вращательном движении по инерции с

трехосным эллипсоидом инерции.

Поступательное движение, так же как и прежде, будем характе-

ризовать аналогами переменных Делоне (5.2.21). Для описания вра-

щательного движения нестационарного трехосного тела вокруг соб-

ственного центра масс вместо аналогов элементов Андуайе (5.2.22)

введем аналоги элементов Пуассона (или как часто их называют

элементы «действия-угол» [19]). Рассмотрим уравнения (5.2.25)–

(5.2.26) записанные в переменных (5.2.21)–(5.2.22), и в отличии от

(5.2.27), представим характеристическую функцию F в следующем

виде

F = F0 + F1, (5.2.28)

где

F0 =
1

2

n∑
i=1

μ2
0i

γ2
iL

2
i

+
n∑

j=0

F0j (5.2.29)

— гамильтониан нового невозмущенного движения нестационарных

трехосных тел T0, T1, . . . , Tn, а

F0j = −
(
sin2 l′j
Aj

+
cos2 l′j
Bj

)
G′2

j − L′2
j

2
− L′2

j

2Cj
=

= − 1

νjχ2
j

[(
sin2 l′j
A0j

+
cos2 l′j
B0j

)
G′2

j − L′2
j

2
+

L′2
j

2C0j

] (5.2.30)

— гамильтониан задачи Эйлера о свободном вращательном движе-

нии трехосного нестационарного тела Tj вокруг собственного центра

масс, удовлетворяющий условию (5.2.1) и записанный в аналогах пе-

ременных Андуайе (5.2.22), F1 – возмущающая функция, определя-

емая формулой

F1 = −Vi. (5.2.31)

Уравнения невозмущенного вращательного движения с гамиль-

тонианом (5.2.30) при условии (5.2.1) легко интегрируются, соответ-
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ствующее уравнение Гамильтона–Якоби имеет вид

∂Sj

∂t
+

1

νjχ2
j

⎧⎨⎩1

2

(
sin2 l′j
A0j

+
cos2 l′j
B0j

)⎡⎣(
∂Sj

∂g′j

)2

−
(
∂Sj

∂l′j

)2
⎤⎦+

+
1

2C0j

(
∂Sj

∂l′j

)2}
= 0. (5.2.32)

Положим

Sj = −α1jΦj(t) + S1j

(
l′j, g

′
j

)
, (5.2.33)

где Φj(t), как уже было отмечено, является первообразной функции(
νjχ

2
j

)−1
. Из соотношений (5.2.32)–(5.2.33) следует

1

2

(
sin2 l′j
A0j

+
cos2 l′j
B0j

)⎡⎣(
∂S1j

∂g′j

)2

−
(
∂S1j

∂l′j

)2
⎤⎦+

+
1

2C0j

(
∂S1j

∂l′j

)2

= α1j.

(5.2.34)

Решение уравнений (5.2.34) хорошо известно [135]

S1j =

∫ √
N 2

j − εjα
2
2j cos 2l

′
j

1− εj cos 2l′j
dl′j + α2jg

′
j, (5.2.35)

где введены обозначения

N 2
j =

[
2α1j − 1

2

(
1

A0j
+

1

B0j

)
α2
2j

]
Dj, (5.2.36)

1

Dj
=

1

C0j
− 1

2

(
1

A0j
+

1

B0j

)
,

εj =
1

2

(
1

B0j
− 1

A0j

)
·Dj. (5.2.37)

На основе интегрируемой задачи с гамильтонианом (5.2.30) вводятся

аналоги элементов Пуассона

L′′
j , G′′

j , H ′′
j , l′′j , g′′j , h′′

j , (5.2.38)
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которыми описывается вращательное движение тела Tj вокруг соб-

ственного центра масс.

Формулы взаимосвязи систем оскулирующих элементов (5.2.38)

и (5.2.22) имеют вид [135]

L′
j = L′′

j +
∞∑

m=1
L
(m)
j cos 2ml′′j , G′

j = G′′
j , H ′

j = H ′′
j ,

l′j = l′′j +
∞∑

m=1
l
(m)
j sin 2ml′′j , g′j = g′′j +

∞∑
m=1

g
(m)
j sin 2ml′′j , h′

j = h′′
j ,

(5.2.39)

где коэффициенты L
(m)
j , l

(m)
j , g

(m)
j (m = 1, 2, . . . ,∞) в свою оче-

редь представляются некоторыми разложениями, представляющи-

ми явную зависимость от элементов L′′
j , G

′′
j и параметра εj, согласно

(5.2.37), характеризующего динамическое строение соответствующе-

го нестационарного тела Tj.

Уравнения вращательного движения в переменных (5.2.38) име-

ют вид

L̇′′
j =

∂F

∂l′′j
, Ġ′′

j =
∂F

∂g′′j
, Ḣ ′′

j =
∂F

∂h′′
j

,

l̇′′j = − ∂F

∂L′′
j

, ġ′′j = − ∂F

∂G′′
j

, ḣ′′
j = − ∂F

∂H ′′
j

.

(5.2.40)

Уравнения поступательного движения центра масс тел сохраня-

ют свой вид

L̇i =
∂F

∂li
, Ġi =

∂F

∂gi
, Ḣi =

∂F

∂hi
,

l̇i = − ∂F

∂Li
, ġi = − ∂F

∂Gi
, ḣi = − ∂F

∂Hi
.

(5.2.41)

В системе уравнений (5.2.40)-(5.2.41) характеристическая функция

F определяется согласно выражению (5.2.28).

В невозмущенном вращательном движении

L′′
j = L′′

0j, G′′
j = G′′

0j, H ′′
j = H ′′

0j,

l′′j = n
(1)
j Φj(t) + l′′0j, g′′j = n

(2)
j Φj(t) + g′′0j, h′′

j = h′′
0j.

(5.2.42)
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Выражения для величин n
(1)
j , n

(2)
j и коэффициентов L

(m)
j , l

(m)
j , g

(m)
j

такие же как и в соответствующей стационарной задаче и они при-

ведены в работе [135].

Отметим, что при Aj(t) = Bj(t) аналоги элементов Пуассона

(5.2.38) переходят в систему переменных (5.2.22), являющихся ана-

логами элементов Андуайе.

5.3. Уравнение возмущенного движения

в форме уравнений Лагранжа

Поступательное движение центра масс Oi тела Ti опишем в оску-

лирующих элементах апериодического движения по квазикониче-

скому сечению

ai, ei, ii, Ωi, ωi, Mi, (5.3.1)

где индекс i = 1, 2, . . . , n, как возмущенное движение в форме урав-

нений Лагранжа, согласно (1.4.1).

Выведем уравнения возмущенного вращательного движения в

оскулирующих элементах в форме уравнений Лагранжа.

Введем невращающуюся систему координат Oiξiηiζi с началом в

центре массOi тела Ti (орбитальная перигейная система координат).

Система вместе с телом Ti движется поступательно по орбите. Будем

считать, что ось Oiηi коллинеарна нормали �n к плоскости орбиты;

ось Oiζi коллинеарна направлению �rin радиус-вектора орбиты в ее

перигее (направления от которого считаются истинной аномалией

ϑi квазиэллиптической орбиты); ось Oiξi коллинеарна направлению

�Vn вектора скорости в перигее орбиты.

Вращательное движение каждого нестационарного тела Ti вокруг

собственного барицентра Oi охарактеризуем аналогами переменных

Белецкого–Черноусько [14]

L∗
i , ρ∗i , σ∗

i , θi, ϕi, ψi, (5.3.2)

где L∗
i = ‖�L∗

i‖ – модуль вектора кинетического момента �L∗
i тела

Ti относительно собственного центра масс Oi в системе координат
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Oiξiηiζi. За невозмущенное вращательное движение примем свобод-

ное вращательное движение тела Ti постоянной формы переменных

размеров и массы по инерции при условии (5.1.1) — аналога движе-

ния Эйлера-Пуансо твердого тела [68]. Покажем, что при этих допу-

щениях форма уравнений Белецкого–Черноусько сохраняется [94].

В невозмущенном вращательном движении каждого тела Ti век-

тор кинетического момента �L∗
i постоянен по величине и направле-

нию. Положение вектора �L∗
i в системе координатOiξiηiζi будем опре-

делять двумя углами ρ∗i и σ∗
i .

Построим еще одну систему координат OiL
∗
i1L

∗
i2L

∗
i , связанную с

вектором �L∗
i . Ось OiL

∗
i направим вдоль вектора �L∗

i . В плоскости

OiηiL
∗
i проведем осьOiL

∗
i1, перпендикулярную к вектору �L∗

i и состав-

ляющую тупой угол с осью Oiηi. Далее построим ось OiL
∗
i2, которая

дополняет оси OiL
∗
i1 и OiL

∗
i до правой системы координат.

Через Oiξ
′
iη

′
iζ

′
i обозначим барицентрическую систему координат,

оси которой направлены вдоль осей инерции тела и жестко связан-

ную с телом.

Взаимное положение систем координат Oiξ
′
iη

′
iζ

′
i (которая жест-

ко связана с телом и направлена вдоль осей инерции) и OiL
∗
i1L

∗
i2L

∗
i

определяем углами Эйлера θi, ϕi, ψi.В невозмущенном движении эти

углы, меняясь со временем, описывают аналог движения Эйлера–

Пуансо нестационарного тела Ti при условии (5.1.1). Дифференци-

альные уравнения для оскулирующих элементов (5.3.2) будут опи-

сывать возмущенное вращательное движение тела Ti.

Взаимное расположение трех введенных систем координат зада-

дим двумя матрицами направляющих косинусов

L∗
i1 L∗

i2 L∗
i ξ′i η′i ζ ′i

ξi

ηi

ζi

⎛⎜⎜⎝
l1i l2i l3i

n1i n2i n3i

k1i k2i k3i

⎞⎟⎟⎠
L∗
i1

L∗
i2

L∗
i

⎛⎜⎜⎝
α
(i)
11 α

(i)
12 α

(i)
13

α
(i)
21 α

(i)
22 α

(i)
23

α
(i)
31 α

(i)
32 α

(i)
33

⎞⎟⎟⎠ (5.3.3)
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Элементы первой матрицы (5.3.3) имеют вид

l1i = cos ρ∗i sin σ
∗
i , l2i = cos σ∗

i , l3i = sin ρ∗i sin σ
∗
i

n1i = − sin ρ∗i , n2i = 0, n3i = cos ρ∗i

k1i = cos ρ∗i cos σ
∗
i , k2i = − sin σ∗

i , k3i = sin ρ∗i cos σ
∗
i .

(5.3.4)

Выражения для элементов второй матрицы известные:

α
(i)
11 = cosψi cosϕi − sinψi sinϕi cos θi

α
(i)
12 = − cosψi sinϕi − sinψi cosϕi cos θi

α
(i)
13 = sin θi sinψi

α
(i)
21 = sinψi cosϕi + cosψi sinϕi cos θi

α
(i)
22 = − sinψi sinϕi + cosψi cosϕi cos θi

α
(i)
23 = − sin θi cosψi

α
(i)
31 = sin θi sinϕi

α
(i)
32 = sin θi cosϕi

α
(i)
33 = cos θi

(5.3.5)

Для вывода возмущенного вращательного движения в оскулиру-

ющих элементах (5.3.2) воспользуемся теоремой об изменении кине-

тического момента

d�L∗
i

dt
= �Mi, (5.3.6)

где �Mi – момент возмущающих сил. Проекции вектора �L∗
i на оси

ξiηiζi равны

L∗
iξi

= L∗
i sin ρ

∗
i sinσ

∗
i , L∗

iηi
= L∗

i cos ρ
∗
i , L∗

iζi
= L∗

i sin ρ
∗
i cos σ

∗
i ,

(5.3.7)

Уравнение (5.3.6) в проекциях на оси ξiηiζi имеет вид

dL∗
iξi

dt
= Miξi,

dL∗
iηi

dt
= Miηi,

dL∗
iζi

dt
= Miζi. (5.3.8)
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Подставляя выражения (5.3.7) в уравнения (5.3.8) получим

L̇∗
i sin ρ

∗
i sinσ

∗
i + L∗

i ρ̇
∗
i cos ρ

∗
i sin σ

∗
i + L∗

i σ̇
∗
i sin ρ

∗
i cos σ

∗
i = Miξi,

L̇∗
i cos ρ

∗
i − L∗

i ρ̇
∗
i sin ρ

∗
i = Miηi,

L̇∗
i sin ρ

∗
i cos σ

∗
i + L∗

i ρ̇
∗
i cos ρ

∗
i cos σ

∗
i − L∗

i σ̇
∗
i sin ρ

∗
i sin σ

∗
i = Miζi.

(5.3.9)

Отсюда находим

L̇∗
i = Miξi sin ρ

∗
i sin σ

∗
i +Miηi cos ρ

∗
i +Miζi sin ρ

∗
i cos σ

∗
i = Mi,

L∗
i ρ̇

∗
i = Miξi sin σ

∗
i cos ρ

∗
i −Miηi sin ρ

∗
i +Miζi cos σ

∗
i cos ρ

∗
i = Mi1

σ̇∗
iL

∗
i sin ρ

∗
i = Miξi cos σ

∗
i −Miζi sinσ

∗
i = Mi2,

(5.3.10)

где Mi, Mi1, Mi2 проекции момента Mi соответственно на оси

L∗
i , L

∗
i1, L

∗
i2 в системе координат OiL

∗
i1L

∗
i2L

∗
i .

Далее учитывая, что pi, qi, ri есть проекции абсолютной угловой

скорости тела Ti на главные центральные оси инерции в системе

координат Oiξ
′
iη

′
iζ

′
i, напишем

pi =
Aipi
Ai

=
L∗
iξ′

i

Ai
=

L∗
iα

(i)
31

Ai
, Ai = Ai(t),

qi =
Biqi
Bi

=
L∗
iη′

i

Bi
=

L∗
iα

(i)
32

Bi
, Bi = Bi(t),

ri =
Ciri
Ci

=
L∗
iζ ′

i

Ci
=

L∗
iα

(i)
33

Ci
, Ci = Ci(t),

(5.3.11)

где α
(i)
31 , α

(i)
32 , α

(i)
33 задаются согласно формулам (5.3.5).

С другой стороны, величины pi, qi, ri как проекции абсолют-

ной скорости на оси ξ′i, η′i, ζ ′i согласно введенных трех систем ко-

ординат, взаимное расположение которых определяется матрицами
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направляющих косинусов (5.3.3), запишем в виде

pi = θ̇i cosϕi + ψ̇iα
(i)
31 + ρ∗iα

(i)
21 + σ̇∗

i

[
α
(i)
11 (− sin ρ∗i ) + α

(i)
31 cos ρ

∗
i

]
,

qi= −θ̇i sinϕi+ψ̇iα
(i)
32+ρ∗iα

(i)
22+σ̇∗

i

[
α
(i)
12 (−sin ρ∗i )+α

(i)
32 cos ρ

∗
i

]
,

ri = ϕ̇i + ψiα
(i)
33 + ρ∗iα

(i)
23 + σ̇∗

i

[
α
(i)
13 (− sin ρ∗i ) + α

(i)
33 cos ρ

∗
i

]
.

(5.3.12)

Приравнивая правые части уравнений (5.3.11) и (5.3.12), разрешая

полученные соотношения относительно θ̇i, ψ̇i, ϕ̇i, упрощая и учи-

тывая уравнения (5.3.10), получим

θ̇i = L∗
i

(
1

Ai
− 1

Bi

)
sin θi sinϕi cosϕi +

1

L∗
i

(Mi2 cosψi −Mi1 sinψi) ,

ψ̇i =L∗
i

(
sin2 ϕi

Ai
+

cos2 ϕi

Bi

)
− Mi1

L∗
i

cosψi ctg θi−

− Mi2

L∗
i

(ctg ρi + sinψi ctg θi) ,

(5.3.13)

ϕ̇i = L∗
i

(
1

Ci
− sin2 ϕi

Ai
− cos2 ϕi

Bi

)
cos θi +

Mi1 cosψi +Mi2 sinψi

L∗
i sin θi

.

Системы уравнений (5.3.10) и (5.3.13) описывают возмущенное

движение относительно шести переменных (5.3.2). Они являются

аналогами уравнений Белецкого-Черноусько для рассматриваемой

нестационарной задачи при условии (5.1.1).

Невозмущенное вращательное движение — аналог уравнения

Уиттекера. Пусть в уравнениях (5.3.10), (5.3.13) возмущающий мо-

мент равен нулю. Тогда имеем

L∗
i = L∗

i0 = const, ρ∗i = ρ∗i0 = const, σ∗
i = σ∗

i0 = const, (5.3.14)
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θ̇i = L∗
i

(
1

Ai
− 1

Bi

)
sin θi sinϕi cosϕi,

ψ̇i = L∗
i

(
sin2 ϕi

Ai
+

cos2 ϕi

Bi

)
,

ϕ̇i = L∗
i

(
1

Ci
− sin2 ϕi

Ai
− cos2 ϕi

Bi

)
cos θi.

(5.3.15)

Система уравнений (5.3.15), которые являются аналогами урав-

нений Уиттекера [14, 137] в рассматриваемой задаче, при условии

(5.1.1), легко интегрируется и полученное решение описывает сво-

бодное движение нестационарного тела Ti по инерции.

Здесь отметим, что система уравнений (5.3.15) также инте-

грируется, кроме случая (5.1.1), при условии

Ai(t) = Bi(t) �= Ci(t). (5.3.16)

При условии (5.3.16) из (5.3.15) следует

θi = θi0 = const, (5.3.17)

ψ̇i = L∗
i0/Ai(t), (5.3.18)

ϕ̇i = L∗
i0 cos θi0

Ai(t)− Ci(t)

Ai(t) · Ci(t)
. (5.3.19)

где Ai(t) и Ci(t) предполагаются заданными известными функциями

времени.

Уравнения (5.3.10), (5.3.13) носят общий характер. В частном, но

важном случае, когда моменты действующих сил обладают силовой

функцией, эти уравнения могут быть преобразованы к более удоб-

ному виду.

Выразим компоненты Miξi, Miηi, Miζi вектора момента действу-

ющих сил через силовую функцию и её соответствующие производ-

ные. Введем матрицу направляющих косинусов
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ξ′i η′i ζ ′i

ξi

ηi

ζi

⎛⎜⎜⎝
α
(i)
1 α

(i)
2 α

(i)
3

β
(i)
1 β

(i)
2 β

(i)
3

γ
(i)
1 γ

(i)
2 γ

(i)
3

⎞⎟⎟⎠ (5.3.20)

Элементы матрицы (5.3.20) можно получить из соотношений

(5.3.3), (5.3.4) и (5.3.5). Например,

α
(i)
3 = l1iα

(i)
13 + l2iα

(i)
23 + l3iα

(i)
33 = sin θi sinψi cos ρ

∗
i sinσ

∗
i−

− sinθi cosψi cos σ
∗
i + cos θi sin ρ

∗
i sin σ

∗
i ,

β
(i)
3 = n1iα

(i)
13 + n2iα

(i)
23 + n3iα

(i)
33 = −sinθi sinψi sin ρ

∗
i + cos θi cos ρ

∗
i .

Момент внешних сил дается формулой

�M =
3∑

k=1

�ek × grad �ekU,

где �ek (k = 1, 2, 3) — единичные векторы по направлениям соответ-

ствующих осей ξ′iη
′
iz

′
i, U – силовая функция, или

Mξi =
3∑

k=1

[
β
(i)
k

∂U

∂γ
(i)
k

− γ
(i)
k

∂U

∂β
(i)
k

]
,

Mηi =
3∑

k=1

[
γ
(i)
k

∂U

∂α
(i)
k

− α
(i)
k

∂U

∂γ
(i)
k

]
,

Mζi =
3∑

k=1

[
α
(i)
k

∂U

∂β
(i)
k

− β
(i)
k

∂U

∂α
(i)
k

]
.

(5.3.21)

Используя соотношения (5.3.20), (5.3.21), преобразуя правые ча-

сти уравнений (5.3.10) и (5.3.13) аналогично тому, как это выполнено

в соответствующей стационарной задаче [14], получим

L̇∗
i =

∂U

∂ψi
, (5.3.22)
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L∗
i ρ̇

∗
i sin ρ

∗
i = − ∂U

∂σ∗
i

+ cos ρ∗i
∂U

∂ψi
,

L∗
i σ̇

∗ sin ρ∗i =
∂U

∂ρ∗i
,

L∗
i θ̇i sin θi = L∗

i
2

(
1

Ai
− 1

Bi

)
sin2 θi sinϕi cosϕi − ∂U

∂ϕi
+ cos θi

∂U

∂ψi
,

L∗
i ϕ̇i sin θi = L∗

i
2

(
1

Ci
− sin2 ϕi

Ai
− cos2 ϕi

Bi

)
sin θi cos θi +

∂U

∂θi
,

ψ̇i = L∗
i

(
sin2 ϕi

Ai
+

cos2 ϕi

Bi

)
− 1

L∗
i

(
∂U

∂ρ∗i
ctg ρ∗i +

∂U

∂θi
ctg θi

)
.

В случае осесимметричных тел в силу условий (5.3.16) система

уравнений (5.3.22) упростится и примет вид

L̇∗
i =

∂U

∂ψi
,

L∗
i ρ̇

∗
i sin ρ

∗
i = − ∂U

∂σ∗
i

+ cos ρ∗i
∂U

∂ψi
,

L∗
i σ̇

∗ sin ρ∗i =
∂U

∂ρ∗i
,

L∗
i θ̇i sin θi = − ∂U

∂ϕi
+ cos θi

∂U

∂ψi
,

L∗
i ϕ̇i sin θi = L∗

i
2

(
1

Ci
− 1

Ai

)
sin θi cos θi +

∂U

∂θi
,

ψ̇i =
L∗
i

Ai
− 1

L∗
i

(
∂U

∂ρ∗i
ctg ρ∗i +

∂U

∂θi
ctg θi

)
, i = 1, 2, . . . , n.

(5.3.23)
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Глава 6

Поступательно-вращательное движение

двух нестационарных тел переменных

размеров и массы

6.1. Строгие плоские частные решения в случае

нестационарных двух тел: шар - трехосное тело

Рассмотрим частный случай поступательно вращательного дви-

жения двух нестационарных тел T1 и T2.

Пусть тело T1 с массой m1 = m1(t) есть шар со сферическим

распределением с переменной плотностью со сферическим распре-

делением плотности, зависящей от времени, переменного радиуса

l1 = l1(t). Предположим, что тело T2 с массой m2 = m2(t) обладает

произвольным динамическим строением и формой с характерным

линейным размером l2 = l2(t). Соотношения (5.1.1) для тела T2 име-

ет вид

A2k(t)

A2k(t0)
=

B2k(t)

B2k(t0)
=

C2k(t)

C2k(t0)
= ν2χ

k
2, (6.1.1)

где

ν2 = ν2(t) =
m2(t)

m2(t0)
, χ2 = χ2(t) =

l2(t)

l2(t0)
. (6.1.2)

Допустим, что массы тел изменяются в одинаковом темпе

ṁ1(t)

m1(t)
=

ṁ2(t)

m2(t)
=

ν̇(t)

ν(t)
, (6.1.3)

абсолютная скорость отделяющейся (присоединяющейся) частиц

равна нулю и она не создает дополнительного вращательного мо-

мента [76].
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Тогда поступательно-вращательное движение тела T2 относи-

тельно T1, в соответствующим образом выбранной системе коорди-

нат, описывается следующими уравнениями

d

dt
(mẋ2) =

∂U

∂x2
,

d

dt
(mẏ2) =

∂U

∂y2
,

d

dt
(mż2) =

∂U

∂z2
(6.1.4)

d

dt
(Ap)− (B − C)qr =

sinϕ

sin θ

[
∂U

∂ψ
− cos θ

∂U

∂ϕ

]
+ cosϕ

∂U

∂θ
,

d

dt
(Bq)− (C − A)rp =

cosϕ

sin θ

[
∂U

∂ψ
− cos θ

∂U

∂ϕ

]
− sinϕ

∂U

∂θ
,

d

dt
(Cr)− (A− B)pq =

∂U

∂ϕ
.

(6.1.5)

p = ψ̇ sinϕ sin θ + θ̇ cosϕ,

q = ψ̇ cosϕ sin θ − θ̇ sinϕ,

r = ψ̇ cos θ + ϕ̇,

(6.1.6)

где

U = f m1

∞∑
n=0

Un

Rn+1
2

= f m1

[
m2

R2
+

U2

R3
2

+ . . .

]
, (6.1.7)

R2
2 = x22 + y22 + z22, m = m(t) =

m1(t0)m2(t0)

m1(t0) +m2(t0)
ν(t), (6.1.8)

A = A22(t), B = B22(t), C = C22(t). (6.1.9)

Интегралы площадей (5.1.11) в этом случае имеют вид

m(y2ż2 − z2ẏ2) + Apa11 + Bqa12 + Cra13 = c1,

m(z2ẋ2 − x2ż2) + Apa21 +Bqa22 + Cra23 = c2,

m(x2ẏ2 − y2ẋ2) + Apa31 +Bqa32 + Cra33 = c3.

(6.1.10)
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Канонические уравнения движения в квазицилиндрических ко-

ординатах. Частные решения. Поступательное движение центра

масс тела T2 будем описывать квазицилиндрическими координатами

ρ, υ, z, которые введем посредством формул

x2 = γρ cos υ, y2 = γρ sin υ, z2 = γz, (6.1.11)

где γ = γ(t) – достаточно произвольная, по меньшей мере два-

жды дифференцируемая, функция времени, конкретный вид кото-

рой определим далее. Вращательное движение тела T2, как и рань-

ше, будем характеризовать углами Эйлера.

Кинетическая энергия поступательно-вращательного движения

тела T2 имеет вид

K =
m

2

(
ẋ22 + ẏ22 + ż22

)
+

(
Ap2 +Bq2 + Cr2

)
. (6.1.12)

Примем квазицилиндрические координаты и эйлеровы углы за обоб-

щенные координаты и определим сопряженные с ними канонические

импульсы по общепринятым правилам

Pρ = mγ2ρ̇+mγγ̇ρ, Pz = mγ2ż +mγγ̇z, Pυ = mγ2ρ2υ̇, (6.1.13)

Pψ = Ap sin θ sinϕ+ Bq sin θ cosϕ+ Cr cos θ,

Pθ = Ap cosϕ−Bq sinϕ, Pϕ = Cr.

(6.1.14)

Тогда гамильтониан задачи запишется следующим образом

H =
1

2mγ2

[
(Pρ −mγγ̇ρ)2 + (Pz −mγγ̇z)2 +

P 2
υ

ρ2

]
+

+
1

2

(
Ap2 +Bq2 + Cr2

)− [
1

2
mγ̇2

(
ρ2 + z2

)
+ U

]
,

(6.1.15)
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где

p =
1

A sin θ
[(Pψ − Pϕ cos θ) sinϕ+ Pθ sin θ cosϕ] ,

q =
1

B sin θ
[(Pψ − Pϕ cos θ) cosϕ− Pθ sin θ sinϕ] ,

r =
1

C
Pϕ,

(6.1.16)

U = f m1

[
m2

γR
+

U2

γ3R3
+ . . .

]
, (6.1.17)

U2 =
1

2

[
(B + C − 2A)q21 + (C + A− 2B)q22 + (A+ B − 2C)q23

]
,

(6.1.18)

q1 =
ρ

R
[cosϕ cos(ψ − υ)− cos θ sinϕ sin(ψ − υ)] +

z

R
sin θ sinϕ,

q2 =
ρ

R
[− sinϕ cos(ψ − υ)− cos θ cosϕ sin(ψ − υ)] +

z

R
sin θ cosϕ,

q3 =
ρ

R
[sin θ sin(ψ − υ)] +

z

R
cos θ, R = (ρ2 + z2)1/2.

(6.1.19)

Уравнения движения имеют вид

q̇i =
∂H

∂pi
, ṗi = −∂H

∂qi
, (6.1.20)

где

qi = (ρ, υ, z, ψ, ϕ, θ), pi = (Pρ, Pυ, Pz, Pψ, Pϕ, Pθ).

Последний интеграл из формул (6.1.10) преобразуется к виду

Pυ + Pψ = c3. (6.1.21)

Это означает, что гамильтониан H зависит от переменных ψ и υ

только через их разность (ψ − υ). Опираясь на интеграл (6.1.21),

следуя работе [138], понижаем порядок уравнения (6.1.20) на две
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единицы. Выполнив каноническое преобразование

k = ψ − υ, Pk = Pψ,

u = υ, Pu = Pψ + Pυ,

(6.1.22)

получим следующие уравнения

˙̃qi =
∂H

∂p̃i
, ˙̃pi = −∂H

∂q̃i
, (6.1.23)

где

q̃i = (ρ, z, u, θ, ϕ, k), p̃i = (Pρ, Pz, Pu, Pθ, Pϕ, Pk),

H =
1

2mγ2

[
(Pρ −mγγ̇ρ)2 + (Pz −mγγ̇z)2 +

(Pu − Pk)
2

ρ2

]
+

+
1

2

(
Ap2 +Bq2 + Cr2

)− [
1

2
mγ̇2

(
ρ2 + z2

)
+ U

]
.

(6.1.24)

Направляющие косинусы вектора �R2 = γ �R, в соответствии с фор-

мулами (6.1.19), (6.1.22), определяются следующими выражениями

q1 =
ρ

R
[cosϕ cos k − cos θ sinϕ sin k] +

z

R
sin θ sinϕ,

q2 =
ρ

R
[− sinϕ cos k − cos θ cosϕ sin k] +

z

R
sin θ cosϕ,

q3 =
ρ

R
[sin θ sin k] +

z

R
cos θ.

(6.1.25)

Так как переменная u - циклическая, то Pu = c3, c3 = const, а сама

переменная находится после интегрирования первых десяти уравне-

ний системы (6.1.23) квадратурой

u =

t∫
t0

(
∂H

∂Pu

)
dt+ u0. (6.1.26)
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Ищем строгие частные решения первых десяти уравнений си-

стемы (6.1.23), ограничиваясь приближенным выражением силовой

функций (6.1.17)

U = f m1

[
m2

γR
+

U2

γ3R3

]
, (6.1.27)

где U2 определяется формулами (6.1.18), (6.1.25). Условия, опреде-

ляющие искомые частные решения, имеют вид

∂H

∂Pρ
=

∂H

∂Pz
=

∂H

∂Pθ
=

∂H

∂Pϕ
=

∂H

∂Pk
= 0, (6.1.28)

∂H

∂z
=

∂H

∂θ
=

∂H

∂ϕ
=

∂H

∂k
= 0, (6.1.29)

−∂H

∂ρ
=

d

dt
(mγγ̇ρ). (6.1.30)

Решения первых пяти уравнений (6.1.28) при постоянных ρ, r, θ, ϕ, k

легко находятся

ρ = ρ0 = const, Pρ −mγγ̇ρ = 0,

z = z0 = const, Pz −mγγ̇z = 0,

ϕ = ϕ0 = const, Pϕ = nC cos θ,

θ = θ0 = const, Pθ = n(A−B) sin θ sinϕ cosϕ,

k = k0 = const, k̇ = ψ̇ − υ̇ = 0,

(6.1.31)

Pk = n
[
(A sin2 ϕ+B cos2 ϕ) sin2 θ + C cos2 θ

]
,

где

n =
n0

ν · γ2
, n0 =

c3 − Pk

m0ρ20
, (6.1.32)

причем, n = u̇ = ψ̇ = υ̇ – угловая скорость орбитального движения

и из формулы (6.1.32) определяется постоянная площадей c3.
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Ограничимся рассмотрением таких решений уравнений (6.1.29),

(6.1.30), которым соответствуют движения центра масс тела T2 на

плоскости

z = z0 = 0. (6.1.33)

С учетом соотношения (6.1.33), (6.1.31) находим, что уравнения

(6.1.29) допускают шесть частных решений, в которых углы θ, ϕ k

принимают значения согласно следующей таблице 6.1.

Таблица 6.1 - Плоские, частные решения: шар – трехосное тело

I II III IV V VI

θ0 0 0 π/2 π/2 π/2 π/2

ϕ0 0 π/2 0 π/2 0 π/2

k0 0 0 0 0 π/2 π/2

Из того, что импульсы Pθ, Pϕ, Pk – постоянные величины следует

νγ2 = ν2χ
2
2 (6.1.34)

или, учитывая соотношения (6.1.2), (6.1.3) можно написать

γ = γ(t) = χ2(t) =
l2(t)

l2(t0)
. (6.1.35)

Из условий (6.1.30) следует орбитальная угловая скорость в общем

случае

n2 =
γ̈

γ
+

ν̇γ̇

νγ
+

ν

γ3

{
f (m10 +m20)

2m20ρ50

[
2m20ρ

2
0 + 3 ((B0 + C0−

−2A0)a
2
11 + (C0 + A0 − 2B0)a

2
12 + (A0 +B0 − 2C0)a

2
13

)]}
,

(6.1.36)

где

a11 = cosϕ0 cos k0 − cos θ0 sinϕ0 sin k0,

a12 = − sinϕ0 cos k0 − cos θ0 cosϕ0 sin k0,

a13 = sin θ0 sin k0,

(6.1.37)
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причем в соотношении (6.1.36) правая часть предполагается поло-

жительной.

Разберем пример такого решения в случае III, согласно таблице

6.1

z0 = 0, ρ = ρ0, θ0 = π/2, ϕ0 = 0, k0 = 0. (6.1.38)

Соответствующие канонические импульсы согласно (6.1.31)

Pz = 0, Pρ = mγγ̇ρ0, Pθ = 0, Pϕ = 0, Pk = n0B0. (6.1.39)

Из формул (6.1.36)–(6.1.38) следует выражение для орбитальной уг-

ловой скорости

n2 =
γ̈

γ
+

ν̇γ̇

νγ
+

ν

γ3

{
f (m10 +m20)

2m20ρ50

[
2m20ρ

2
0 + 3 (B0 + C0 − 2A0)

]}
,

(6.1.40)

которое в рассматриваемом случае совпадает с выражением для уг-

ловой скоростьи вращения тела T2.

Найденные решения обобщают регулярные движения типа «спи-

ца», «стрела», «поплавок», существующие в соответствующей ста-

ционарной задаче [138] на рассмотренный нестационарный случай и

превращаются в них, когда массы и размеры тел T1 и T2 становятся

постоянными.

6.2. Cтрогие пространственные частные решения в случае

нестационарных двух тел: шар – трехосное тело

Теперь рассмотрим задачу, изученную в п. 6.1. в случае, когда

массы тел изменяются в различных темпах [78]

ṁ1(t)

m1(t)
�= ṁ2(t)

m2(t)
. (6.2.1)

Тогда уравнения относительного движения в соответствующим

образом выбранной системе координат имеют вид

d

dt
(mẋ2) =

∂U

∂x2
,

d

dt
(mẏ2) =

∂U

∂y2
,

d

dt
(mż2) =

∂U

∂z2
+
∂R

∂z2
, (6.2.2)
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d

dt
(Ap)− (B − C)qr =

sinϕ

sin θ

[
∂U

∂ψ
− cos θ

∂U

∂ϕ

]
+ cosϕ

∂U

∂θ
,

d

dt
(Bq)− (C − A)rp =

cosϕ

sin θ

[
∂U

∂ψ
− cos θ

∂U

∂ϕ

]
− sinϕ

∂U

∂θ
,

d

dt
(Cr)− (A− B)pq =

∂U

∂ϕ
,

(6.2.3)

p = ψ̇ sinϕ sin θ + θ̇ cosϕ,

q = ψ̇ cosϕ sin θ − θ̇ sinϕ,

r = ψ̇ cos θ + ϕ̇,

(6.2.4)

где

U = f m1

[
m2

R2
+

U2

R3
2

+ · · ·
]
, (6.2.5)

R = a
m2

m2
1m

2
2

(ṁ2m1 −m2ṁ1)z2, (6.2.6)

a = |�a|, m1�̇ρ1 +m2�̇ρ2 = �a =
−−−→
const, (6.2.7)

m =
m1(t) ·m2(t)

m1(t) +m2(t)
= m(t),

m(t)

m(t0)
= ν = ν(t), (6.2.8)

причем �̇ρ1, �̇ρ2 – векторы скорости барицентров тел в абсолютной

системе координат, A = A22(t), B = B22(t), C = C22(t).

В общем случае рассматриваемая задача допускает один инте-

грал площадей

m(x2ẏ2 − y2ẋ2) + Apa31 +Bqa32 + Cra33 = c3. (6.2.9)

Канонические уравнения движения в квазисферических коорди-

натах. Вращательное движение тела T2 будем характеризовать уг-

лами Эйлера. Поступательное движение центра масс тела T2 будем
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описывать квазисферическими координатами ρ, λ, δ, которые вве-

дем формулами

x2 = γρ cos δ cosλ, y2 = γρ cos δ sinλ, z2 = γρ sin δ, (6.2.10)

где γ = γ(t) – достаточно произвольная функция времени, кон-

кретный вид которой определим позже. Кинетическая энергия

поступательно-вращательного движения тела P2 определяется вы-

ражением

K =
m

2
(ẋ22 + ẏ22 + ż22) +

1

2
(Ap2 + Bq2 + Cr2). (6.2.11)

Примем квазисферческие координаты и эйлеровы углы за обоб-

щенные координаты и определим сопряженные с ними канонические

импульсы по общепринятым правилам

Pρ = mγγ̇ρ+mγ2 · ρ̇, Pδ = mγ2ρ2 · δ̇, Pλ = mγ2ρ2 cos2 δ · λ̇
Pψ = Ap sin θ sinϕ+Bq sin θ cosϕ+ Cr cos θ,

Pθ = Ap cosϕ−Bq sinϕ, Pϕ = Cr. (6.2.12)

Тогда гамильтониан задачи запишется следующим образом

H =
1

2mγ2

[
(Pρ −mγγ̇ρ)2 +

P 2
δ

ρ2
+

P 2
λ

ρ2 cos2 δ

]
+

+
1

2

(
Ap2 + Bq2 + Cr2

)− [
1

2
mγ̇2ρ2 + U +R

]
,

(6.2.13)

где

p =
1

A sin θ
[(Pψ − Pϕ cos θ) sinϕ+ Pθ sin θ cosϕ] ,

q =
1

B sin θ
[(Pψ − Pϕ cos θ) cosϕ− Pθ sin θ sinϕ] ,

r = Pϕ/C,

(6.2.14)

U = f m1

[
m2

γρ
+

U2

γ3ρ3
+ · · ·

]
, (6.2.15)
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R = a
m2

m2
1m

2
2

(ṁ2m1 −m2ṁ1)γρ sin δ, (6.2.16)

U2 =
1

2

[
(B + C − 2A)q21 + (C + A− 2B)q22 + (A+ B − 2C)q23

]
,

(6.2.17)

q1 = cos δ [cosϕ cos(ψ − λ)− cos θ sinϕ sin(ψ − λ)] + sin δ sin θ sinϕ,

q2 = cos δ [− sinϕ cos(ψ− λ)− cos θ cosϕ sin(ψ− λ)] + sin δ sin θ cosϕ,

q3 = cos δ [sin θ sin(ψ − λ)] + sin δ cos θ.

(6.2.18)

Уравнения движения имеют вид

q̇i =
∂H

∂pi
, ṗi = −∂H

∂qi
, (6.2.19)

где

qi = (ρ, λ, δ, ψ, ϕ, θ), pi = (Pρ, Pλ, Pδ, Pψ, Pϕ, Pθ).

Интеграл (6.2.9) преобразуется к виду

Pλ + Pψ = c3, (6.2.20)

что означает зависимость гамильтониана H от переменных ψ и λ

только через их разность (ψ − λ). Опираясь на интеграл (6.2.20),

следуя работе [138], понизим порядок уравнения (6.2.19) на две еди-

ницы. Выполняя канонические преобразования

k = ψ − λ, Pk = Pψ,

u = λ, Pu = Pψ + Pλ,

(6.2.21)

получим следующие уравнения

˙̃qi =
∂H

∂p̃i
, ˙̃pi = −∂H

∂q̃i
, (6.2.22)

где

q̃i = (ρ, δ, u, θ, ϕ, k), p̃i = (Pρ, Pδ, Pu, Pϕ, Pk),
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H =
1

2mγ2

[
(Pρ −mγγ̇ρ)2 +

P 2
δ

ρ2
+

(Pu − Pk)
2

ρ2 cos2 δ

]
+

+
(
Ap2 +Bq2 + Cr2

)− [
1

2
mγ̇2ρ2 + U +R

]
.

(6.2.23)

В этих выражениях в соответствии с (6.2.18), (6.2.21) направляющие

косинусы вектора �R2 = γ�ρ определяются формулами

q1 = cos δ [cosϕ cos k − cos θ sinϕ sin k] + sin δ sin θ sinϕ,

q2 = cos δ [− sinϕ cos k − cos θ cosϕ sin k] + sin δ sin θ cosϕ,

q3 = cos δ [sin θ sin k] + sin δ cos θ.

(6.2.24)

Так как переменная u - циклическая, то Pu = c3, а сама переменная

находится после интегрирования первых десяти уравнений системы

(6.2.22) квадратурой

u =

t∫
t0

(
∂H

∂Pu

)
dt+ u0. (6.2.25)

Частные решения. Из первых десяти уравнений системы (6.2.22)

получим следующие уравнения определяющие пространственные

регулярные движения

∂H

∂Pρ
=

∂H

∂Pθ
=

∂H

∂Pϕ
=

∂H

∂Pk
= 0, (6.2.26)

∂H

∂θ
=

∂H

∂ϕ
=

∂H

∂k
= 0, (6.2.27)

∂H

∂ρ
=

d

dt
(mγγ̇ρ), (6.2.28)

δ̇ =
∂H

∂Pδ
, Ṗδ = −∂H

∂δ
. (6.2.29)
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Ограничимся следующим приближенным выражением силовой

функции (6.2.15)

U = f m1

[
m2

γρ
+

U2

γ3ρ3

]
, (6.2.30)

где U2 определяется формулой (6.2.17).

Решение первых четырех уравнений (6.2.26) при постоянных

ρ, z, θ1, ϕ1, k1, θ2, ϕ2, k2 легко находится

ρ = ρ0 = const, Pρ −mγγ̇ρ = 0,

ϕ = ϕ0 = const, Pϕ = nC cos θ,

θ = θ0 = const, Pθ = n(A−B) sin θ sinϕ cosϕ, (6.2.31)

k = k0 = const, Pk = n
[
(A sin2 ϕ+ B cos2 ϕ) sin2 ϕ+ C cos2 θ

]
,

где

n =
n0

ν · γ2
, n0 =

c3 − Pk

m0ρ20 cos
2 δ

, (6.2.32)

причем n = u̇ = ψ̇ = λ̇ – угловая скорость орбитального движе-

ния вокруг оси OZ2. Из формулы (6.2.32) определяется постоянная

площадей c3.

Ограничимся рассмотрением стационарных решений системы

уравнений (6.2.29)

δ = δ0 = const, Pδ = 0, (6.2.33)

и, соответственно, имеем условие

(
∂H

∂δ

)
0

= 0. (6.2.34)

С учетом соотношений (6.2.31), (6.2.33) находим, что уравнение

(6.2.27) допускает шесть частных решений, в которых углы θ, ϕ, k

принимают следующие постоянные значения согласно таблице 6.2.
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Таблица 6.2 – Пространственные, частные решения: шар – трехосное тело

I II III IV V VI

θ0 0 0 π/2 π/2 π/2 π/2

ϕ0 0 π/2 0 π/2 0 π/2

k0 0 0 0 0 π/2 π/2

Так как импульсы Pθ, Pϕ, Pk – постоянные величины,

ν2χ
2
2 = νγ2, (6.2.35)

откуда следует

χ2
2 =

ν

ν2
γ2. (6.2.36)

Из условий (6.2.28) следует выражение для орбитальной угловой

скорости вокруг оси OZ2 в общем случае

cos2 δ0 · n2 =
γ̈

γ
+

ν̇γ̇

νγ
+

fm1

mγ2

(
m2

γρ30
+

3U20

γ3ρ50

)
− D sin δ0

mγ2ρ0
, (6.2.37)

где

D = a
m2

m2
1m

2
2

(ṁ2m1 − ṁ1m2) · γ, (6.2.38)

причем в соотношении (6.2.37) правая часть предполагается поло-

жительной.

Из условии (6.2.34) получим соотношение, определяющее γ = γ(t)

в общем случае

n2
0

νγ2
· ρ20 cos δ0 sin δ0 +

f m1ν

2γρ30
Q sin δ0 cos δ0 −Dρ0 cos δ0 = 0, (6.2.39)

где Q = Qj0 определяется в соответствии с таблицой 6.2 следующи-

ми выражениями

QI = 3(C0 − A0), QII = 2C0 − A0 − B0,

QIII = 3(B0 − A0), QIV = 2A0 − B0 − C0,

QV = 3(B0 − C0), QV I = −2(C0 +B0 − 2A0).

(6.2.40)
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Теперь рассмотрим другой частный случай — шар – осесиммет-

ричное тело – при полном выражении силовой функции [68]. Пусть

центральное тело T1 есть шар однородный или обладающий сфери-

ческим распределением плотности, а T2 – осесимметричное тело и

относительная скорость отделяющихся частиц равна нулю. В этом

случае методом автономизации [130] можно найти строгие частные

решения типа «спица», «стрела» и «поплавок», согласно терминоло-

гии Г.Н. Дубошина [3]. При этом центр масс тела T2 движется вокруг

центра масс тела T1 в неизменной плоскости, полярные координаты

которого ρ2 и v2 даются следующими выражениями. Решение типа

«спица»

ρ2 = αγ, a = const,

v̇22 =
1

γ4

{
f M02

α3

∞∑
k=0

(k + 1)(±1)kAk

[
l2(t0)

α

]k
− C1

}
.

(6.2.41)

В решениях типа «стрела» и «поплавок» для тела T2 предпола-

гается симметрия относительно экватора

ρ2 = aγ, a = const,

v̇22 =
1

γ4

{
f M02

a3

∞∑
k=0

(2k + 1)A2kX2k(0)

[
l2(t0)

a

]k
− C1

}
.

(6.2.42)

Причем

γ =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
β + αt, C1 = 0,

√
β − αt, C1 = α2 > 0,√
1 + (β + αt)2, C1 = −α2,

m1 +m2 = M02/γ, M02 = m1(t0) +m2(t0),

l2 = l2(t0)γ, l1 = l1(t),

где α, β – постоянные величины. Остальные обозначения в формулах

(6.2.41), (6.2.42) общепринятые (см. напр. [7]).
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6.3. Строгие плоские частные решения в случае нестационарных

двух тел: трехосное тело – трехосное тело

Теперь рассмотрим поступательно-вращательное движение двух

нестационарных взаимогравитирующих трехосных тел произволь-

ного динамического строения, размеры и масса которых меняются

со временем, а форма остаются постоянной [77].

Массы тел изменяются в одинаковом темпе. Предположим, так-

же, что размеры тел изменяются в одинаковом темпе

ṁ1(t)

m1(t)
=

ṁ2(t)

m2(t)
=

ν̇(t)

ν(t)
,

l̇1(t)

l1(t)
=

l̇2(t)

l2(t)
=

χ̇(t)

χ(t)
,

или

m1(t)

m1(t0)
=

m2(t)

m2(t0)
= ν = ν(t), (6.3.1)

l1(t)

l1(t0)
=

l2(t)

l2(t0)
= χ = χ(t). (6.3.2)

Тогда условия (6.1.1) имеют вид

Ai(t)

Ai(t0)
=

Bi(t)

Bi(t0)
=

Ci(t)

Ci(t0)
= ν χ2, i = 1, 2, (6.3.3)

где t0 — начальный момент времени.

Допустим, что абсолютная скорость отделяющихся (присоединя-

ющихся) частиц равна нулю и они не создают дополнительный вра-

щательный момент.

Тогда поступательное движение центра масс тела T2 относитель-

но центра масс тела T1 и их вращательные движения вокруг соб-

ственных центров масс при соответствующим образом выбранных

системах координат описываются следующими уравнениями

d

dt
(mẋ2) =

∂U

∂x2
,

d

dt
(mẏ2) =

∂U

∂y2
,

d

dt
(mż2) =

∂U

∂z2
, (6.3.4)
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d

dt
(Aipi)− (Bi − Ci)qiri =

sinϕi

sin θi

[
∂U

∂ψi
− cos θi

∂U

∂ϕi

]
+ cosϕi

∂U

∂θi
,

d

dt
(Biqi)− (Ci − Ai)ripi =

cosϕi

sin θi

[
∂U

∂ψi
− cos θi

∂U

∂ϕi

]
− sinϕi

∂U

∂θi
,

d

dt
(Ciri)− (Ai − Bi)piqi =

∂U

∂ϕi
, i = 1, 2, (6.3.5)

pi = ψ̇i sinϕi sin θi + θ̇i cosϕi,

qi = ψ̇i cosϕi sin θi − θ̇i sinϕi,

ri = ψ̇i cos θi + ϕ̇i, i = 1, 2,

(6.3.6)

где

U = f
m1m2

R2
+ f m1

U22

R3
2

+ f m2
U12

R3
2

+ . . . , (6.3.7)

m = m(t) =
m1(t0)m2(t0)

m1(t0) +m2(t0)
ν(t). (6.3.8)

В общем случае рассматриваемая задача допускает три интегра-

ла площадей

m(y2ż2 − z2ẏ2) +
2∑

i=1

(
Aipia

(i)
11 + Biqia

(i)
12 + Ciria

(i)
13

)
= c1,

m(z2ẋ2 − x2ż2) +
2∑

i=1

(
Aipia

(i)
21 +Biqia

(i)
22 + Ciria

(i)
23

)
= c2,

m(x2ẏ2 − y2ẋ2) +
2∑

i=1

(
Aipia

(i)
31 +Biqia

(i)
32 + Ciria

(i)
33

)
= c3.

(6.3.9)

Канонические уравнения движения в квазицилиндрических

координатах. Частные решения. Вращательное движение тела T1

и T2, также, как и прежде, будем характеризовать углами Эйле-

ра. Поступательное движение центра масс тела T2 относительно T1
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будем описывать квазицилиндрическими координатами ρ, v, z, ко-

торые введем посредством формул

x2 = γρ cos v, y2 = γρ sin v, z2 = γz, (6.3.10)

где γ = γ(t) – достаточно произвольная функция времени, конкрет-

ный вид которой определим позже.

Кинетическая энергия поступательно-вращательного движения

тела T2 определяется выражением

K =
m

2
(ẋ22 + ẏ22 + ż22) +

1

2

2∑
i=1

(Aip
2
i + Biq

2
i + Cir

2
i ). (6.3.11)

Примем квазицилиндрические координаты и эйлеровы углы за

обобщенные координаты и определим сопряженные с ними канони-

ческие импульсы по общепринятым правилам

Pρ = mγγ̇ρ+mγ2 · ρ̇, Pz = mγγ̇z +mγ2ż,

Pv = mγ2ρ2v̇,
(6.3.12)

Pψi
= Aipi sin θi sinϕi + Biqi sin θi cosϕi + Ciri cos θi,

Pθi = Aipi cosϕi −Biqi sinϕi,

Pϕi
= Ciri, i = 1, 2.

(6.3.13)

Тогда гамильтониан задачи имеет вид

H =
1

2mγ2

[
(Pρ −mγγ̇ρ)2 + (Pz −mγγ̇z)2 +

Pv

ρ2

]
+

+
1

2

2∑
i=1

(
Aip

2
i +Biq

2
i + Cir

2
i

)− [
1

2
mγ̇2(ρ2 + z2) + U

]
,

(6.3.14)

где

pi =
1

Ai sin θi
[(Pψi

− Pϕi
cosϕi) sinϕi + Pθi sin θi cosϕi] ,
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qi =
1

Bi sin θi
[(Pψi

− Pϕi
cosϕi) cosϕi + Pθi sin θi sinϕi] ,

ri =
Pϕi

Ci
, i = 1, 2,

(6.3.15)

U = f
m1m2

γR
+ f m1

U22

γ3R3
+ f m2

U12

γ3R3
+ · · · , (6.3.16)

Ui2 =
1

2

[
(Bi + Ci − 2Ai)q

2
i1 + (Ci + Ai − 2Bi)q

2
i2+

+ (Ai +Bi − 2Ci)q
2
i3

]
, i = 1, 2,

(6.3.17)

qi1 =
ρ

R
[cosϕi cos(ψi − v)− cos θi sinϕi sin(ψi − v)] +

z

R
sin θi sinϕi,

qi2 =
ρ

R
[− sinϕi cos(ψi − v)− cos θi cosϕi sin(ψi − v)] +

z

R
sin θi cosϕi,

qi3 =
ρ

R
[sin θi sin(ψi − v)] +

z

R
cos θi, R = (ρ2 + z2)1/2.

(6.3.18)

Уравнения движения имеют вид

q̇i =
∂H

∂pi
, ṗi = −∂H

∂qi
, (6.3.19)

где

qi = (ρ, v, z, ψ1, ϕ1, θ1, ψ2, ϕ2, θ2),

pi = (Pρ, Pv, Pz, Pψ1
, Pϕ1

, Pθ1, Pψ2
, Pϕ2

, Pθ2).

Последний интеграл из формулы (6.3.9) преобразуется к виду

Pv + Pψ1
+ Pψ2

= c3, (6.3.20)

что означает зависимость гамильтониана H от переменных ψ1, ψ2, v

только через их разность (ψ1 − v), (ψ2 − v). Опираясь на интеграл

(6.3.20), следуя работе [139], понизим порядок уравнений (6.3.19) на

две единицы. Выполняя канонические преобразования

k1 = ψ1 − v, k2 = ψ2 − v, u = v,

Pk1 = Pψ1
, Pk2 = Pψ2

, Pu = Pψ1
+ Pψ2

+ Pv,

(6.3.21)
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получим следующие уравнения

˙̃qi =
∂H

∂p̃i
, ˙̃pi = −∂H

∂q̃i
, (6.3.22)

H =
1

2mγ2

[
(Pρ −mγγ̇ρ)2 + (Pz −mγγ̇z)2 +

(Pu − Pψ1
− Pψ2

)2

ρ2

]
+

+
1

2

2∑
i=1

(
Aip

2
i +Biq

2
i + Cir

2
i

)− [
1

2
mγ̇2(ρ2 + z2) + U

]
, (6.3.23)

где

q̃i = (ρ, z, u, θ1, ϕ1, k1, θ2, ϕ2, k2),

p̃i = (Pρ, Pz, Pu, Pθ1, Pϕ1
, Pk1, Pθ2, Pϕ2

, Pk2).

В этих выражениях в соответствии с (6.3.18), (6.3.21) направля-

ющие косинусы вектора �R2 = γ �R определяются формулами

qi1 =
ρ

R
[cosϕi cos ki − cos θi sinϕi sin ki] +

z

R
sin θi sinϕi,

qi2 =
ρ

R
[− sinϕi cos ki − cos θi cosϕi sin ki] +

z

R
sin θi cosϕi,

qi3 =
ρ

R
[sin θi sin ki] +

z

R
cos θi, i = 1, 2.

(6.3.24)

Так как переменная u – циклическая, то Pu = c3, а сама переменная

находится после интегрирования первых шестнадцати уравнений си-

стемы (6.3.22) квадратурой

u =

∫
∂H

∂Pu
dt+ const. (6.3.25)

Ищем строгие частные решения системы дифференциальных

уравнений (6.3.22) аналогично тому, как это было выполнено в со-

ответствующей стационарной задаче [139]. Ограничимся следующим

приближенным выражением силовой функции

U = f
m1m2

γR
+ f m1

U22

γ3R3
+ f m2

U12

γ3R3
, (6.3.26)
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где U22, U12 определяются согласно (6.3.17), (6.3.24). Условия,

определяющие искомые частные решения, имеют вид

∂H

∂Pρ
=

∂H

∂Pz
=

∂H

∂Pθi

=
∂H

∂Pϕi

=
∂H

∂Pki

= 0, i = 1, 2, (6.3.27)

∂H

∂z
=

∂H

∂θi
=

∂H

∂Pϕi

=
∂H

∂k0
= 0, i = 1, 2, (6.3.28)

−∂H

∂ρ
=

d

dt
(mγγ̇ρ). (6.3.29)

Решения первых восьми уравнений (6.3.27) при постоянных

ρ, z, θ1, ϕ1, k1, θ2, ϕ2, k2 легко находятся

ρ = ρ0 = const, Pρ −mγγ̇ρ = 0,

z = z0 = const, Pz −mγγ̇z = 0,

ϕi = ϕi0 = const, Pϕi
= nCi cos θi,

θi = θi0 = const, Pθi = n(Ai − Bi) sin θi sinϕi cosϕi,

ki = ki0 = const, k̇i0 = ψ̇i − v̇ = 0,

(6.3.30)

Pki = n
[
(Ai sin

2 ϕi +Bi cos
2 ϕi) sin

2 θi + Ci cos
2 θi

]
, i = 1, 2.

где

n =
n0

ν · γ2
, n0 =

c3 − Pk1 − Pk2

m0ρ20
, (6.3.31)

причем n = u̇ = v̇ – угловая скорость орбитального движения, и

из формулы (6.3.31) определяется постоянная площадей c3. Огра-

ничимся рассмотрением таких решений уравнений (6.3.28), (6.3.29),

которым соответствуют движения центра масс тела T2 на плоскости

z = z0 = const = 0, (6.3.32)

и, соответственно, имеем Pz = 0.
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С учетом соотношений (6.3.32), (6.3.30) из условий (6.3.28),

(6.3.29) следуют восемь уравнений. Два уравнения содержат все пе-

ременные, три уравнения — только переменные θ1, ϕ1, k1, а осталь-

ные три уравнения только переменные θ2, ϕ2, k2.

Каждая группа уравнений угловых переменных тела Ti допус-

кает шесть частных решений типа «стрела», «спица» и «поплавок»

независимо от решений других групп согласно следующей таблице

6.3.

Таблица 6.3 - Плоские, частные решения: трехосное тело – трехосное тело

I II III IV V VI

θi0 0 0 π/2 π/2 π/2 π/2

ϕi0 0 π/2 0 π/2 0 π/2

ki0 0 0 0 0 π/2 π/2

i = 1, 2.

Итак, в совокупности будем иметь тридцать шесть частных ре-

шений.

Так как импульсы Pθi, Pϕi
, Pki – постоянные величины,

γ2 = χ2. (6.3.33)

Следовательно,

γ = γ(t) = χ(t), (6.3.34)

где χ(t) определяется согласно (6.3.2).

Из условий (6.3.29) определяется орбитальная угловая скорость

в общем случае

n2 =
γ̈

γ
+

ν̇γ̇

νγ
+

ν

γ3

{
fm10m20

m0ρ30
+

3fm10

2m0ρ50
N2 +

3fm20

2m0ρ50
N1

}
, (6.3.35)

где

Ni = (Bi0 + Ci0 − 2Ai0)
(
a
(i)
11

)2

+

+ (Ci0 + Ai0 − 2Bi0)
(
a
(i)
12

)2

+ (Ai0 + Bi0 − 2Ci0)
(
a
(i)
13

)2

,

(6.3.36)
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a
(i)
11 = cosϕi0 cos ki0 − cos θi0 sinϕi0 sin ki0,

a
(i)
12 = − sinϕi0 cos ki0 − cos θi0 cosϕi0 sin ki0,

a
(i)
13 = sin θi0 sin ki0, i = 1, 2.

(6.3.37)

В соотношении (6.3.35) правая часть предполагается положитель-

ной.

Существует тридцать шесть различных значений n согласно

(6.3.35), которые зависят от особенностей вращательных движений

тел T1 и T2.

Разберем пример такого решения в случае I для тела T1, и в слу-

чае II для тела T2, согласно таблице 6.3

z0 = 0, ρ = ρ0,

θ10 = 0, ϕ10 = 0, k10 = 0,

θ20 = 0, ϕ20 = π/2, k20 = 0.

(6.3.38)

Соответствующие канонические импульсы согласно (6.3.30) име-

ют вид

Pz = 0, Pρ = mγγ̇ρ0,

Pθ1 = 0, Pϕ1
= n0C10, Pk1 = n0C10,

Pθ2 = 0, Pϕ2
= n0C20, Pk2 = n0C20.

(6.3.39)

Из (6.3.35)–(6.3.37) следует выражения для орбитальной угловой

скорости

n2
I,II =

γ̈

γ
+

ν̇γ̇

νγ
+

ν

γ3

{
f m10m20

m0ρ30
+

3f m10

2m0ρ50
×

× (C20 + A20 − 2B20) +
3f m20

2m0ρ50
(B10 + C10 − 2A10)

}
.

(6.3.40)
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6.4. Уравнения движения задачи о поступательно-вращательном

движении двух нестационарных тел — шар

и тело — в оскулирующих элементах

Пусть тело T1 – «центральное» с массой m1 = m1(t) есть шар

со сферическим распределением плотности, зависящей от времени,

переменным радиусом l1 = l1(t). Предположим, что тело T2 – «спут-

ник», с массой m2 = m2(t) обладает произвольным динамическим

строением и формой с характерным линейным размером l2 = l2(t).

Пусть имеет место соотношение (6.1.1), которое перепишем в виде

A(t)

A(t0)
=

B(t)

B(t0)
=

C(t)

C(t0)
= ν2χ

2
2, (6.4.1)

где

ν2 = ν2(t) =
m2(t)

m2(t0)
, χ2 = χ2(t) =

l2(t)

l2(t0)
. (6.4.2)

Допустим, что массы тел изменяются изотропно в различных тем-

пах
ṁ1

m1
�= ṁ2

m2
. (6.4.3)

Тогда относительное движение центра масс «спутника» вокруг

центра шара – «центрального» тела описывается уравнениями

(5.2.2), которые запишем в виде

mẍ2 =
∂U

∂x2
, mÿ2 =

∂U

∂y2
, mz̈2 =

∂U

∂z2
, (6.4.4)

где x2, y2, z2 – координаты центра масс тела T2 в системе коор-

динат O1x1y1z1 с началом O1 в центре шара и осями, параллель-

ными осям абсолютной системы координат, и приведенная масса

m = m1m2/(m1 +m2).

Вращательное движение тела T2 вокруг собственного центра масс

в поле притяжения «центрального» тела T1 – нестационарного шара

опишем аналогами переменных Белецкого-Черноусько (5.3.2)

L∗, ρ∗, σ∗, θ, ϕ, ψ. (6.4.5)
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Введем невращающуюся систему координат O2ξηζ с началом в

центре масс O2 тела T2, с осями, параллельными осям системы

O1x1y1z1, – «перигейную» орбитальную систему координат [14].

Вращающуюся систему координат, оси которой направлены

вдоль осей инерции тела T2 и жестко связанную с ним, обозначим

O2ξ
′η′ζ ′.

Рассмотрим еще одну систему координат O2L
∗
1L

∗
2L

∗, которая свя-

зана с вектором кинетического момента �L∗ вращательного движения

тела T2 вокруг собственного центра масс. Так же как и в п.5.3 ось

O2L
∗ направим вдоль вектора �L∗. В плоскости O2ηL

∗ проведем ось

O2L
∗
1, перпендикулярную вектору �L∗ и составляющую тупой угол с

осью O2η. Далее, построим ось O2L
∗
2, которая дополнит оси O2L

∗
1 и

O2L
∗ до правой системы координат.

Положение вектора кинетического момента �L∗ вращательного

движения тела T2 (который в невозмущенном движении постоянен

по величине и по направлению) в системе координат O2ξηζ опреде-

ляется двумя углами ρ∗ и σ∗.

Взаимное расположение систем координат O2ξ
′η′ζ ′ и O2L

∗
1L

∗
2L

∗

определяется углами Эйлера θ, ϕ, ψ. В невозмущенном движении

эти углы описывают аналог движения Эйлера–Пуансо нестационар-

ного тела T2 при условии (6.4.1).

Взаимное расположение трех введенных систем координат опре-

деляется двумя матрицами направляющих косинусов

L∗
1 L∗

2 L∗ ξ′ η′ ζ ′

ξ

η

ζ

⎛⎜⎜⎝
l1 l2 l3

n1 n2 n3

k1 k2 k3

⎞⎟⎟⎠
L∗
1

L∗
2

L∗

⎛⎜⎜⎝
α11 α12 α13

α21 α22 α23

α31 α32 α33

⎞⎟⎟⎠ , (6.4.6)

элементы которых задаются выражениями аналогичными форму-

лам (5.3.4), (5.3.5).

Взаимное расположение систем координат O2ξηζ и O2ξ
′η′ζ ′ обо-

значим следующей матрицей направляющих косинусов
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ξ′ η′ ζ ′

ξ

η

ζ

⎛⎜⎜⎝
α1 α2 α3

β1 β2 β3

γ1 γ2 γ3

⎞⎟⎟⎠ (6.4.7)

В формуле силовой функции U ограничимся следующим выра-

жением

U = f
m1m2

r2
+ f m1

A+B + C − 3I
(1,2)
2

2r32
=

= f
m1m2

r2
+

f m1

2r32
(B + C − 2A) +

+
3f m1

2r32

[
(A− B)γ2

2 + (A− C)γ2
3

]
,

(6.4.8)

где r2 = (x22 + y22 + z22)
1/2,

γ2 = sin ρ∗ sin θ cosϕ cosS +
1

2
sinϕ(1− cos ρ∗) cos(ψ + S)−

− 1

2
sinϕ(1 + cos ρ∗) cos(ψ − S) +

1

2
cosϕ cos θ(1− cos ρ∗)×

× sin(ψ + S)− 1

2
cosϕ cos θ(1 + cos ρ∗) sin(ψ − S),

γ3 = sin ρ∗ cos θ cosS − 1

2
sin θ(1− cos ρ∗) cos(ψ + S)+

+
1

2
sin θ(1 + cos ρ∗) sin(ψ − S), S = v − σ∗,

С учетом выражения (6.4.8) уравнения поступательного движе-

ния центра масс тела T2 (6.4.4) перепишем в виде

ẍ2 = −f (m1 +m2)
x2
r32

+ (m1 +m2)
d2

dt2

(
1

m1 +m2

)
x2 +

∂R

∂x2
,

ÿ2 = −f (m1 +m2)
y2
r32

+ (m1 +m2)
d2

dt2

(
1

m1 +m2

)
y2 +

∂R

∂y2
,

z̈2 = −f (m1 +m2)
z2
r32

+ (m1 +m2)
d2

dt2

(
1

m1 +m2

)
z2 +

∂R

∂z2
,

(6.4.9)
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где введены обозначения

R = −1

2
(m1 +m2)

d2

dt2

(
1

m1 +m2

)
r22 +

U2

m
, (6.4.10)

U2 =
f m1

2r32
(B+C− 2A)+

3f m1

2r32

[
(A− B)γ2

2 + (A− C)γ2
3

]
. (6.4.11)

При R = 0 система уравнений (6.4.9) определяет невозмущен-

ное апериодическое движение по квазиконическому сечению, кото-

рое характеризуется системой элементов (глава 1, п.2)

a, e, ω, Ω, i, M. (6.4.12)

Рассматриваемую задачу опишем в системах переменных (6.4.5)

и (6.4.12) используя уравнения возмущенного движения (5.3.22) и

(1.4.1), которые перепишем в виде

ȧ =
2

na
· ∂R
∂M

,

ė =
1− e2

na2e
· ∂R
∂M

−
√
1− e2

na2e
· ∂R
∂ω

,

di

dt
=

ctg i

na2
√
1− e2

· ∂R
∂ω

− cosec i

na2
√
1− e2

· ∂R
∂Ω

,

Ω̇ =
cosec i

na2
√
1− e2

· ∂R
∂i

,

ω̇ =

√
1− e2

na2e
· ∂R
∂e

− ctg i

na2
√
1− e2

· ∂R
∂i

,

Ṁ =

(
m1 +m2

(m10 +m20)γ3

)1/2

· n− 2

na
· ∂R
∂a

− 1− e2

na2e
· ∂R
∂e

,

(6.4.13)

где m10 = m1(t0), m20 = m2(t0), t0 – начальный момент времени,

γ = γ(t) =
m1(t0) +m2(t0)

m1(t) +m2(t)
, (6.4.14)
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возмущающая функция определяемая соотношением (6.4.10). Урав-

нения возмущенного вращательного движения напишем следующим

образом

L̇∗ =
∂W

∂ψ
, (6.4.15)

ρ̇∗ =
1

L∗ sin ρ∗

(
−∂W

∂σ∗ + cos ρ∗
∂W

∂ψ

)
,

σ̇∗ =
1

L∗ sin ρ∗

(
∂W

∂ρ∗

)
,

θ̇ =
1

L∗ sin θ

[
−∂W

∂ϕ
+ cos θ

∂W

∂ψ

]
+

(
1

A
− 1

B

)
L∗ sin θ sinϕ cosϕ,

ϕ̇ =
1

L∗ sin θ

(
∂W

∂θ

)
+

(
1

C
− sin2 ϕ

A
− cos2 ϕ

B

)
L∗ cos θ,

ψ̇ = L∗
(
sin2 ϕ

A
+

cos2 ϕ

B

)
− 1

L∗

(
∂W

∂ρ∗
ctg ρ∗ +

∂W

∂θ
ctg θ

)
,

где

W =
3f m1

2r32

[
(A− B)γ2

2 + (A− C)γ2
3

]
. (6.4.16)

Выражение возмущающей функции через оскулирующие элемен-

ты. Используя формулы невозмущенного апериодического движе-

ния по квазиконическому сечению возмущающую функцию (6.4.10)

напишем в виде

R = R1 + (R2 +W )
1

m
, (6.4.17)

R1 = −1

2
(m1 +m2)

d2

dt2

(
1

m1 +m2

)
· a2γ2

(ρ
a

)2

, (6.4.18)

R2 =
f m1

2γ3a3
(B + C − 2A)

(
a

ρ

)3

, (6.4.19)

W =
3f m1

2γ3a3

(
a

ρ

)3 [
(A− B)γ2

2 + (A− C)γ2
3

]
, (6.4.20)
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где

ρ =
a(1− e2)

1 + e cos v
, e < 1. (6.4.21)

Текущий радиус-вектор квазиэллиптической орбиты

�r2 = γ�ρ = γ
a(1− e2)

1 + e cos v
�er (6.4.22)

на орбитальной плоскости образует угол v (истинная аномалия) с

осьюO2η невращающейся «перигейной» системы координат. Так что

компоненты единичного вектора �er по осям ξηζ даются следующим

образом:

ξ η ζ

�er sin v 0 cos v.
(6.4.23)

Выражения величин (ρ/a)2, (a/ρ)3, γ2
2 и γ2

3 через элемен-

ты (6.4.12) и (6.4.5) в силу выбранных промежуточных движений

формально-математически такие же как и в соответствующих ста-

ционарных задачах (см. напр. [7] и [14]), где они хорошо изучены.

Поэтому, используя известные формулы соответствующих стаци-

онарных задач можем написать выражения возмущающей функции

(6.4.17) через элементы (6.4.12) и (6.4.5). Напишем следующие из-

вестные соотношения

(ρ
a

)2

= 1 +
3

2
e2 + (−2e+

e3

4
) cosM − e2

2
cos 2M−

− e3

4
cos 3M + · · · ,

(6.4.24)

(
a

ρ

)3

= 1 +
3

2
e2 +

15

8
e4 + · · ·+

+

(
3e+

27

8
e3 +

141

32
e5 + · · ·

)
cosM+

+

(
9

2
e2 +

7

2
e4 +

141

32
e6 + · · ·

)
cos 2M+

+

(
53

8
e3 +

393

128
e5 + · · ·

)
cos 3M + · · · ,

(6.4.25)
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γ2 = sin ρ∗ sin θ cosϕ cosS +
1

2
sinϕ(1− cos ρ∗) cos(ψ + S)−

− 1

2
sinϕ(1 + cos ρ∗) cos(ψ − S) +

1

2
cosϕ cos θ(1− cos ρ∗) sin(ψ + S)−

− 1

2
cosϕ cos θ(1 + cos ρ∗) sin(ψ − S), (6.4.26)

γ3 = sin ρ∗ cos θ cosS − 1

2
sin θ(1− cos ρ∗) cos(ψ + S)+

+
1

2
sin θ(1 + cos ρ∗) sin(ψ − S),

(6.4.27)

где

S = v − σ∗. (6.4.28)

При вычислении вековых возмущений полезно учесть соотношения

dv

(1 + e cos v)2
=

dM

(1− e2)3/2
. (6.4.29)

Взаимосвязь между величинами v (истинная аномалия) и M (сред-

няя аномалия) можно учесть по разному в зависимости от конкрет-

ных вычислений возмущений.

6.5. Вековые возмущения в задаче

о поступательно-вращательном движении двух

нестационарных тел: шар — осесимметричное тело

Пусть в задаче, рассматриваемой в предыдущем пункте,

A(t) = B(t) �= C(t), (6.5.1)

т.е. тело T2 – осесимметричное. Тогда уравнения движения в оскули-

рующих элементах (6.4.13), (6.4.10) и (6.4.15), (6.4.16) существенно

упрощаются, поэтому вековые возмущения легко вычисляются.
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Предположим, что между поступательным и вращательным дви-

жениями отсутствует резонанс. Тогда полная вековая часть возму-

щающей функции (6.4.17) по методу Гаусса определяется формулой

≈
R=

1

4π2

2π∫
0

2π∫
0

Rdψ dM =
1

2π

2π∫
0

R̃ dM, (6.5.2)

где обозначено

R̃ =
1

2π

2π∫
0

Rdψ. (6.5.3)

В случае (6.5.1) возмущающую функцию (6.4.17) запишем в виде

R = R1 + (R2 +W )
1

m
, (6.5.4)

R1 = −a2γ2

2
(m1 +m2)

d2

dt2

(
1

m1 +m2

)
·
{(ρ

a

)2
}
, (6.5.5)

R2 =
f m1

2γ3a3
(C − A) ·

{(
a

ρ

)3
}
, (6.5.6)

W =
3f m1

2γ3a3
(A− C) ·

{(
a

ρ

)3

γ2
3

}
. (6.5.7)

Выпишем выражение γ2
3 согласно (6.4.27)

γ2
3 =

1

2
sin2 θ +

1

4
sin2 ρ∗(3 cos2 θ − 1)+

+
1

4
sin2 ρ∗(3 cos2 θ − 1) cos 2(v − σ∗)+

+ sin ρ∗ cos ρ∗ sin θ cos θ sinψ +
1

4
sin2 θ sin2 ρ∗ cos 2ψ+

+
1

2
sin θ cos θ sin ρ∗(1 + cos ρ∗) sin[ψ − 2(v − σ∗)]−

− 1

2
sin θ cos θ sin ρ∗(1− cos ρ∗) sin[ψ + 2(v − σ∗)]−

− 1

8
sin2 θ(1 + cos ρ∗)2 cos[2(ψ − v + σ∗)]−

− 1

8
sin2 θ(1− cos ρ∗)2 cos[2(ψ + v − σ∗)].

(6.5.8)
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Отсюда сразу видно, что в случае (6.5.1) возмущающая функция

не зависит от угла ϕ.

Поэтому первое и четвертое уравнения системы (6.4.15) имеют

вид

L̇∗ =
∂W

∂ψ
,

θ̇ =
1

L∗ sin θ

[
cos θ

∂W

∂ψ

]
.

(6.5.9)

Откуда следует интеграл

L∗ cos θ = L∗
0 cos θ0 = const. (6.5.10)

Вычисления вековой части возмущающей функции сводится к

вычислению соответствующих интегралов от величин, заключенных

в фигурные скобки в формулах (6.5.5) – (6.5.7). С учетом известного

соотношения (6.4.29) они легко вычисляются.

Соответственно получим

R̃ = R̃1 +
(
R̃2 + W̃

) 1

m
, (6.5.11)

R̃1 = R1, R̃2 = R2, (6.5.12)

W̃ =
m1(t)[A− C]

[m1(t0) +m2(t0)] · γ3
· 3n2

8(1− e2)3
(1 + e cos v)3

{
2 sin2 θ+

+ (3 cos2 θ − 1) sin2 ρ∗ [1 + 2 cos 2(v − σ∗)]
}
,

(6.5.13)

где обозначено

n2 = f
m1(t0) +m2(t0)

a3
. (6.5.14)

Из формулы (6.5.13) и из первого уравнения системы (6.4.15) следу-

ет

L∗ = L∗
0 = const. (6.5.15)

С учетом последнего уравнения из интеграла (6.5.10) получим

θ = θ0 = const, (6.5.16)
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что также следует из четвертого уравнения системы (6.4.15) и из

формулы (6.5.13).

Таким образом, систему (6.4.15) можно написать в виде [97]

L̇∗ = 0,

ρ̇∗ = − 1

L∗ sin ρ∗
∂W̃

∂σ∗ ,

σ̇∗ =
1

L∗ sin ρ∗
∂W̃

∂ρ∗
,

θ̇ = 0,

ϕ̇ =
1

L∗ sin θ
∂W̃

∂θ
+

(
1

C
− 1

A

)
L∗ cos θ,

ψ̇ =
L∗

A
− 1

L∗

(
∂W̃

∂ρ∗
ctg ρ∗ +

∂W̃

∂θ
ctg θ

)
,

(6.5.17)

решение которой сведется к решению системы из двух уравнений

ρ̇∗ = − 1

L∗ sin ρ∗
∂W̃

∂σ∗ ,

σ̇∗ =
1

L∗ sin ρ∗
∂W̃

∂ρ∗
,

(6.5.18)

где

W̃ =
m1(t)(A− C)

[m1(t0) +m2(t0)] · γ3

3n2

8(1− e2)3
(1 + e cos v)3

{
2 sin2 θ0 +

+ (3 cos2 θ0 − 1) sin2 ρ∗ [1 + 2 cos 2(v − σ∗)]
}
. (6.5.19)

Далее из формул (6.5.2) и (6.5.11) получим

≈
R=

≈
R1 +

( ≈
R2 +

≈
W

)
1

m
, (6.5.20)

≈
R1= −1

2
(m1 +m2)

d2

dt2

(
1

m1 +m2

)
a2γ2

(
1 +

3

2
e2

)
, (6.5.21)

≈
R2=

f m1

2γ3a3
(C − A)

(1− e2)3/2
, (6.5.22)
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≈
W=

3f m1(A− C)

8γ3a3(1− e2)3/2
[
2 sin2 θ0 + (3 cos2 θ0 − 1) sin2 ρ∗

]
. (6.5.23)

Подставляя выражение (6.5.20) в систему уравнений (6.4.13) имеем

ȧ = 0,

ė = 0,

d i

dt
= 0,

Ω̇ = 0,

ω̇ =

√
1− e2

n a2e
· ∂

≈
R

∂e
,

Ṁ =

(
m1 +m2

(m10 +m20)γ3

)1/2

· n− 2

n a

∂
≈
R

∂a
− 1− e2

n a2e
· ∂

≈
R

∂e
.

(6.5.24)

Соответственно формулы (6.5.20) и (6.4.15) дают

L̇∗ = 0,

ρ̇∗ = 0,

σ̇∗ =
1

L∗ sin ρ∗
∂

≈
W

∂ρ∗
,

θ̇ = 0,

ϕ̇ =
1

L∗ sin θ0

∂
≈
W

∂θ0
+

(
1

C
− 1

A

)
L∗ cos θ0,

ψ̇ =
L∗

A
− 1

L∗

(
∂

≈
W

∂ρ∗
ctg ρ∗ +

∂
≈
W

∂θ0
ctg θ0

)
.

(6.5.25)

Системы уравнений (6.5.24) и (6.5.25) полностью определяют веко-

вые возмущения в рассматриваемой задаче. Таким образом, имеем

aвек = a0 = const, eвек = e0 = const.

iвек = i0 = const, Ωвек = Ω0 = const,

(6.5.26)

198



L∗
век

= L∗
0 = const, ρ∗

век
= ρ∗0 = const, θвек = θ0 = const,

(6.5.27)

≈
Rвек=

≈
Rвек (t, a0, e0, θ0, ρ

∗
0) =

≈
R (t), (6.5.28)

≈
W век=

≈
W век (t, a0, e0, θ0, ρ

∗
0) =

≈
W (t). (6.5.29)

Из системы уравнений (6.5.24) и (6.5.25) с учетом соотношений

(6.5.26)-(6.5.29) также следуют

ω̇век = −3
√

1− e20
2n0

γγ̈ +
3f

8n0(1− e20)a
5
0

×

× {
4 + 3

[
2 sin2 θ0 + (3 cos2 θ0 − 1) sin2 ρ∗0

]} (C − A)m1

γ3m
,

(6.5.30)

Ṁвек =
n0

γ2
+

7− 3e20
2n0

γγ̈ +
f

2n0a50(1− e20)
3/2

× (6.5.31)

×
{
1− 11

4

[
2 sin2 θ0 + (3 cos2 θ0 − 1) sin2 ρ∗0

]} (C − A)m1

γ3m
,

σ̇∗
век

=
3f(3 cos2 θ0 − 1) cos ρ∗0

4a30(1− e20)
3/2L∗

0

· (C − A)m1

γ3
, (6.5.32)

ϕ̇век =

[
3f(2− 3 sin2 ρ∗0) cos θ0

4a30(1− e20)
3/2L∗

0

· m1

γ3
+

L∗
0 cos θ0
C · A

]
(A− C) , (6.5.33)

ψ̇век =
L∗
0

A
+

3f

4a30(1− e20)
3/2L∗

0

×

× [
cos2 θ0 + cos2 ρ∗0 − 6 cos2 θ0 cos

2 ρ∗0
] (A− C)m1

γ3
,

(6.5.34)

где
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n0 =

√
f [m1(t0) +m2(t0)]

a
3/2
0

. (6.5.35)

Полученные решения (6.5.26)-(6.5.27), (6.5.30)-(6.5.34) уравнений

вековых возмущений показывают, что поступательное движение

центра масс осесимметричного тела (6.5.30)-(6.5.31) и его враща-

тельное движение вокруг центра масс (6.5.33)-(6.5.34) взаимосвяза-

ны.

Формула (6.5.30) показывает, что в рассматриваемой задаче, в

общем случае

ω̇век �= 0. (6.5.36)

Поэтому в этом случае (6.5.36) нужно использовать уравнения

возмущенного вращательного движения относительно эволюцио-

нирующей орбиты. Они выводятся так же как и в соответствующей

стационарной задаче [14]. Пусть орбита эволюционирует так, что

i = i0 = const, (6.5.37)

Ω̇ �= 0, ω̇ �= 0. (6.5.38)

Обозначим

k
Ω
= Ω̇ = Ω̇(t), (6.5.39)

kω = ω̇ = ω̇(t), (6.5.40)

Σ = σ∗ + ω, (6.5.41)

где (6.5.41) есть угол между направлением узлов и проекцией век-

тора кинетического момента �L на плоскости орбиты.

Тогда

S = θ − σ∗ = θ + ω − Σ,

∂W

∂σ∗ =
∂W

∂Σ
,

dσ∗

dt
=

dΣ

dt
− kω.

(6.5.42)
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Далее рассуждая аналогично тому как это было выполнено в соот-

ветствующей стационарной задаче [14], получим

L̇∗ =
∂W

∂ψ
, (6.5.43)

ρ̇∗ = − 1

L∗ sin ρ∗
∂W

∂Σ
+

ctg ρ∗

L∗
∂W

∂ψ
− k

Ω
sin i cosΣ, (6.5.44)

Σ̇ =
1

L∗ sin ρ∗
∂W

∂ρ∗
+ kΩ(sin i ctg ρ

∗ sinΣ− cos i), (6.5.45)

θ̇ = L∗ sin θ sinϕ cosϕ

(
1

A
− 1

B

)
+

1

L∗ sin θ

(
cos θ

∂W

∂ψ
− ∂W

∂ϕ

)
,

(6.5.46)

ϕ̇ = L∗ cos θ
(
1

C
− sin2 ϕ

A
− cos2 ϕ

B

)
+

1

L∗ sin θ
∂W

∂θ
, (6.5.47)

ψ̇=L∗
(
sin2 ϕ

A
+

cos2 ϕ

B

)
− 1

L∗

(
∂W

∂ρ∗
ctg ρ∗+

∂W

∂θ
ctg θ

)
−k

Ω

sin i

sin ρ∗
sinΣ.

(6.5.48)

В случае эволюционирующей орбиты согласно (6.5.37), (6.5.38)

полученные уравнения (6.5.43)-(6.5.48) носят общий характер. В рас-

сматриваемой задаче согласно (6.5.26) и (6.5.30)

k
Ω
= Ω̇ = 0, kω = ω̇ �= 0. (6.5.49)

При этом система уравнений (6.5.43)-(6.5.48) упрощается

L̇∗ =
∂W

∂ψ
, (6.5.50)

ρ̇∗ = − 1

L∗ sin ρ∗
∂W

∂Σ
+

ctg ρ∗

L∗
∂W

∂ψ
, (6.5.51)

Σ̇ =
1

L∗ sin ρ∗
∂W

∂ρ∗
, (6.5.52)
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θ̇ = L∗ sin θ sinϕ cosϕ

(
1

A
− 1

B

)
+

1

L∗ sin θ

(
cos θ

∂W

∂ψ
− ∂W

∂ϕ

)
,

(6.5.53)

ϕ̇ = L∗ cos θ
(
1

C
− sin2 ϕ

A
− cos2 ϕ

B

)
+

1

L∗ sin θ
∂W

∂θ
, (6.5.54)

ψ̇ = L∗
(
sin2 ϕ

A
+

cos2 ϕ

B

)
− 1

L∗

(
∂W

∂ρ∗
ctg ρ∗ +

∂W

∂θ
ctg θ

)
. (6.5.55)

Сравнивая последние уравнения (6.5.50)-(6.5.55) с системой (6.4.15),

учитывая (6.5.42) находим, что правая часть у них одинаковая, толь-

ко введена новая переменная Σ. Соответственно в конечном итоге,

учитывая осесимметричность тела, вместо формулы (6.5.32) имеем

Σ̇век =
3f(3 cos2 θ0 − 1) cos ρ∗0

4a30(1− e20)
3/2L∗

0

· (C − A)m1

γ3
. (6.5.56)

Из выражения (6.5.41) следует

σ̇∗
век

= Σ̇век − ω̇век. (6.5.57)

Следовательно окончательно получим

σ̇∗
век

=
3
√

1− e20
2n0

γγ̈ − 3f

4a30

{
(3 cos2 θ0 − 1) cos ρ∗0

(1− e20)
3/2L∗

0

−

− 4 + 3[2 sin2 θ0 + (3 cos2 θ0 − 1) sin2 ρ∗0]
2n0a20(1− e20)m

}
(C − A)m1

γ3
.

(6.5.58)

Таким образом в рассматриваемой задаче вековые возмущения

определяются формулами (6.5.26)-(6.5.27), (6.5.30)-(6.5.31), (6.5.33)-

(6.5.34) и (6.5.58).

Этот случай интересен тем, что можно рассмотреть два ти-

па нестационарности осесимметричного тела. В первом случае

изменение размера, осесимметричного тела переменной массы и по-

стоянной формы, гомотетичное

A(t)

A(t0)
=

C(t)

C(t0)
=

m2(t)

m2(t0)
·
[
l2(t)

l2(t0)

]2
. (6.5.59)
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Во втором случае нестационарность осесимметричного тела ха-

рактеризуется переменностью размера, переменностью масс и пере-

менностью сжатия. Причем, в этом случае, вообще говоря,

A(t) �= C(t), (6.5.60)

где A(t) и C(t) – произвольные функции времени. Во втором слу-

чае, когда эллипсоид инерции переходит через сферу, в частности,

как видно из формулы (6.5.33), угловая скорость собственного вра-

щения ϕ̇век равна нулю и в последующий момент меняет знак. При

этом нестационарное осесимметричное тело начинает вращаться в

обратную сторону.
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Заключение

Стремительное развитие космической техники и наблюдатель-

ной астрономии открывают новые горизонты в немолодой науке – в

небесной механике. В связи с этим, как отмечает известный фран-

цузский математик и механик Кристиан Маршал [159], в настоящее

время « . . .Небесная Механика обрела вторую молодость . . . ». Пе-

ред ним ставятся сложные, захватывающие проблемы.

Проблема поступательно-вращательного движения нестационар-

ных гравитирующих систем – одна из них. В монографии аналитиче-

ски исследован ряд задач проблемы поступательно-вращательного

движения свободных небесных тел с переменной массой, формой и

размерами. Сформулирована постановка новых нестационарных за-

дач небесной механики, предложены методы их исследования, най-

дены их строгие частные аналитические решения и общие прибли-

женные аналитические решения.

Полученные результаты создают основу для дальнейшего разви-

тия теории поступательно-вращательное движение свободных гра-

витирующих тел с переменными массами, формой и размерами при

достаточно общих предположениях о законах изменения масс, фор-

мы и размеров небесных тел.

Результаты настоящей монографии ставят актуальные перспек-

тивные задачи исследования в проблеме небесной механики свобод-

ных гравитирующих тел с переменной массой, формой и размерами.

Приведем некоторые из них:

• исследование устойчивости найденных частных решений;

• исследование условий существования новых частных решений,

в том числе резонансных частных решений;

• исследование поступательно-вращательного движения трех

тел с переменными массами, размерами и формой;
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• исследование поступательно-вращательного движения искус-

ственного небесного тела с переменной геометрией масс и с пе-

ременным составом в нестационарном поле сил естественных

небесных тел.
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