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Аннотация: Представлен анализ теории мелкомасштабной 

локально изотропной турбулентности А.Н. Колмогорова и выявлены 
перспективы ее дальнейшего развития применительно к 
турбулентным течениям с неоднородной мелкомасштабной 
структурой. Показано, что неоднородность такой структуры 
обусловлена эффектами внутренней перемежаемости диссипативных 
полей, и что масштаб частичного усреднения диссипации энергии 
мелкомасштабных флуктуаций играет ключевую роль в 
конструктивном определении турбулентной и диссипативной 
жидкости турбулентного течения. 
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1. Введение  
Теория мелкомасштабной турбулентности Колмогорова К41 

[1] вместе с ее уточненной версией К62 [2] представляет собой одну 
из самых глубоких и востребованных теорий в статистической 
гидродинамике турбулентных течений. Ее фундаментальный характер 
и практическая значимость находят свое приложение в самых 
разнообразных областях науки и техники. Особенно ярко это 
проявляется в моделировании атмосферной турбулентности [3] и 
турбулентного горения [4, 5]. В то же время исследования 
мелкомасштабной структуры развитых турбулентных течений, 
выполненные за последние десятилетия, показали, что такая структура 
не является однородной, и что теория Колмогорова содержит 
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определенные «неувязки» с экспериментальными данными. В 
частности было установлено, что использованная в теории К62 модель 
локально изотропной турбулентности, т.е. однородной, изотропной и 
статистически стационарной во всем инерционном интервале 
волновых чисел спектра турбулентности, не вполне соответствует 
опытным данным [6]; что гипотеза замыкания теории в виде 
логнормального закона распределения вероятностей диссипации 
турбулентной энергии (точнее – скорости диссипации) не нашла 
своего убедительного подтверждения [3, 4, 7]; и что коэффициенты 
Колмогорова в выражениях безусловных структурных функций не 
являются универсальными постоянными [4, 8].  

Анализ основных положений теории мелкомасштабной 
турбулентности, выполненный с привлечением прямого численного 
моделирования DNS, также убедительно указывает на имеющиеся в 
теории К62 проблемы, [9]). Из вышесказанного следует, что 
необходимость в дальнейшем развитии теории Колмогорова назрела 
уже давно и связана с экспериментально установленным фактом, – 
мелкомасштабная структура турбулентной жидкости турбулентного 
течения не является однородной, обусловлена внутренней 
перемежаемостью и, следовательно, имеет двойственную 
гидродинамическую структуру.  

Цель данной статьи, – обосновать перспективы дальнейшего 
развития теории Колмогорова в свете учета эффектов 
гидродинамической перемежаемости.  

2. Перспективы дальнейшего развития теории 
Колмогорова  

Появление новых теоретических и экспериментальных 
данных, связанных с исследованиями эффектов перемежаемости, 
позволяет пересмотреть физическую основу теории Колмогорова в 
плане ее дальнейшего уточнения. Так в работах [4] учитывалось 
влияние внешней перемежаемости гидродинамических полей 
турбулентной жидкости на статистические характеристики 
мелкомасштабной структуры турбулентных течений. При этом в 
качестве физической основы использовалась модель с «двойной» 
структурой турбулентного течения (ввиду перемежаемости 
пространственно-временных областей с турбулентной и 
нетурбулентной жидкостью), тогда как в пространственно-временной 
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области турбулентной жидкости мелкомасштабная структура 
считалась локально изотропной. Такой подход, однако, не решает 
вопроса о статистическом моделировании неоднородной 
мелкомасштабной турбулентности.  

2.1. К теории автономного статистического моделирования  
Для построения теории автономного (т.е. независимого) 

статистического моделирования мелкомасштабной структуры 
развитых турбулентных течений [8] (для краткости изложения – 
ASMTurbS), отличительной особенностью которой является учет 
эффектов перемежаемости диссипативной жидкости, прежде всего 
требуется дать физическое обоснование пространственно-временной 
области с локально однородной структурой, представить 
конструктивное определение турбулентной и диссипативной 
жидкости развитого турбулентного течения, и построить 
математический аппарат статистики перемежающихся полей 
диссипации.  

Идентификация турбулентной жидкости. Как известно [4], 
развитое турбулентное течение содержит в себе перемежающиеся 
пространственно-временные области с турбулентной 𝐺௧ = 𝐷௧ × [0, 𝜏௧  ] 
и нетурбулентной 𝐺௡ = 𝐷௡ × [0, 𝜏௡ ] жидкостью; при этом обобщенная 
область течения 𝐺 = 𝐺௧ + 𝐺௡ + 𝐺௦; здесь 𝐺௦ – область тонкого 
«суперслоя» между турбулентной и нетурбулентной жидкостью, в 
которой под воздействием сильного сдвига зарождается процесс 
превращения нетурбулентной жидкости в турбулентную, [10, 11]. 
Возникающие в этом процессе турбулентные движения 
(мелкомасштабные вихри) с размером порядка самых крупных вихрей 
из инерционного интервала захватываются турбулентной жидкостью 
(увеличивая ее объем) и, далее, дробятся до самого малого 
диссипативного масштаба (в данном статистическом моделировании 
область 𝐺௦ не учитывается). При этом идентификация турбулентной 
жидкости в каждой фиксированной точке 𝒙 = 𝒙଴ турбулентного 
течения осуществляется посредством функции перемежаемости поля 
диссипации [4, 8], а именно:  

𝐼(𝒙, 𝑡) = ൜
1,  𝜀௟ > 𝜀଴;   (𝒙, 𝑡) ∈ 𝐺௧     

0,  𝜀௟ ≤ 𝜀଴;   (𝒙, 𝑡) ∈ 𝐺௡   
  

 
(1) 
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где  𝜀௟ – частично усредненное значение диссипации с 
характерным размером 𝑙 из инерционного интервала 𝜂 ≪ 𝑙 ≪ 𝐿; 𝜀଴ – 
пороговое значение диссипации 𝜀௟ на условной границе раздела между 
турбулентной и нетурбулентной жидкостью. (Единый метод 
экспериментального определения величины 𝜀଴ в настоящее время не 
выработан; подробный анализ этого вопроса представлен в [4].)  

Статистическое усреднение функции 0 как функции скачков 
дает коэффициент внешней перемежаемости 𝛾(𝒙) = 〈𝐼(𝒙, 𝑡)〉; в 
вероятностном пространстве величина 𝛾(𝒙) = 𝑙𝑖𝑚ோ௘→ஶ 𝑝𝑟𝑜𝑏( 𝜀௟ > 𝜀଴) 
и представляет собой вероятность наблюдения турбулентной 
жидкости в фиксированной точке 𝒙, т.е. вероятность события {𝐼 =
1; (𝒙, 𝑡) ∈ 𝐺௧}. При этом в турбулентной жидкости (т.е. когда (𝒙, 𝑡) ∈
𝐺௧) содержатся мелкомасштабные движения (вихри) всех размеров 𝑟, 
принадлежащих инерционному интервалу 𝑟௠௜௡ ≤ 𝑟 ≤ 𝑟௠௔௫. 

Идентификация диссипативной жидкости. Известно, что 
внутри турбулентной жидкости развитого турбулентного течения 
существуют пространственно-временные области с сильной 
«активной» диссипацией турбулентной энергии; эти области 
чередуются с областями, где диссипация не так значительна. Впервые 
это явление было обнаружено Бэтчелором и Таунсендом [12] и теперь 
его принято называть «внутренней» перемежаемостью.  

Для учета эффектов внутренней перемежаемости было введено 
понятие «диссипативной» жидкости [8], которая находится внутри 
турбулентной жидкости и характеризуется сильной диссипацией 
(𝜀௧ௗ ≫ 〈𝜀〉௧), т.е. самыми сильными градиентами пульсационных 
скоростей. Считается при этом, что пространственно-временная 
область турбулентной жидкости 𝐺௧ содержит в себе две подобласти с 
диссипативной   𝐺௧ௗ = 𝐷௧ௗ × [0, 𝜏௧ௗ ] и недиссипативной 𝐺௧௡ௗ =
𝐷௧௡ௗ × [0, 𝜏௧௡ௗ  ] жидкостью, т.е. 𝐺௧ = 𝐺௧ௗ + 𝐺௧௡ௗ, 𝜏௧ = 𝜏௧ௗ + 𝜏௧௡ௗ, где 
𝜏௧ௗ и 𝜏௧௡ௗ – суммарные интервалы времени наблюдения 
диссипативной и недиссипативной жидкостей, которые находятся 
внутри турбулентной жидкости. Идентификация диссипативной 
жидкости, которая находится внутри турбулентной среды, т.е. когда 
(𝒙, 𝑡) ∈ 𝐺௧ௗ, осуществляется посредством функции внутренней 
перемежаемости поля диссипации  

𝐼௧ௗ(𝒙, 𝑡) = ൜
1,  𝜀௟ > 𝜀଴௧;   (𝒙, 𝑡) ∈ 𝐺௧ௗ  

0,  𝜀௟ ≤ 𝜀଴௧;   (𝒙, 𝑡) ∈ 𝐺௧௡ௗ

  
 

(2) 
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Здесь 𝜀଴௧ – пороговая величина диссипации, определяющая 
условную границу раздела между диссипативной и недиссипативной 
жидкостью; в силу 〈 𝜀௟〉௧ௗ ≫ 〈 𝜀௟〉௧௡ௗ величина 𝜀଴௧ ≫ 𝜀଴ и, 
следовательно, величина 𝜀଴௧ может быть определена по аналогии с 
определением величины 𝜀଴, например 𝜀଴௧ = 〈𝜀〉௧ 𝑅𝑒⁄ .  

Условное статистическое усреднение функции скачков 0 дает 
коэффициент внутренней перемежаемости 𝛾௧ௗ(𝒙) = 〈𝐼௧ௗ(𝒙, 𝑡)〉௧ௗ; в 
вероятностном пространстве величина 𝛾௧ௗ(𝒙) = 𝑙𝑖𝑚ோ௘→ஶ 𝑝𝑟𝑜𝑏( 𝜀௟ >
𝜀଴௧) и представляет собой вероятность наблюдения диссипативной 
жидкости в заданной точке 𝒙, находящейся в определенные 
промежутки времени внутри турбулентной среды турбулентного 
течения; величина размера частичного усреднения 𝑙 выбирается из 
инерционного интервала. Произведение функций внешней 0 и 
внутренней 0 перемежаемости дает функцию перемежаемости 
диссипативной жидкости 𝐺௧ во всей обобщенной области течения 𝐺, 
т.е. 𝐼ௗ(𝒙, 𝑡) = 𝐼(𝒙, 𝑡)𝐼௧ௗ(𝒙, 𝑡). Статистическое усреднение этой 
функции дает коэффициент перемежаемости 𝛾ௗ(𝒙) = 〈𝐼ௗ(𝒙, 𝑡)〉, 
который представляет собой вероятность наблюдения диссипативной 
жидкости в заданной точке 𝒙, т.е. вероятность события {𝐼ௗ =
1; (𝒙, 𝑡) ∈ 𝐺ௗ}. Отсюда следует, что величина 𝛾ௗ = 𝛾𝛾௧ௗ. Надо 
заметить, что в диссипативной жидкости (𝒙, 𝑡) ∈ 𝐺௧ௗ 
мелкомасштабная структура турбулентных течений считается 
локально изотропной во всем спектре мелкомасштабных флуктуаций, 
включая самые мелкие с размером 𝑟 < 𝑟௠௜௡ (согласно опытным 
данным наименьший размер флуктуаций из инерционного интервала 
𝑟௠௜௡ ≅ 60𝜂). В то же время область 𝐺௧௡ௗ содержит только самые 
крупные мелкомасштабные флуктуации и не является локально 
изотропной. В недиссипативной жидкости 𝐺௡ௗ, которая в этой же 
точке 𝒙 наблюдается с вероятностью 𝛾௡ௗ = 𝛾 − 𝛾ௗ, процесс 
каскадного дробления вихрей еще не завершился, самые мелкие 
возмущения еще не появились, а структура мелкомасштабной 
турбулентности в инерционном интервале спектра турбулентности все 
еще остается неоднородной и статистически нестационарной. Как 
следствие, теория К62 в этой области непригодна.  
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2.2. Влияние размера частичного усреднения диссипации  
О выборе величины 𝑙 в качестве размера частичного 

усреднения диссипации надо сказать особо. Выясняется, что в случае 
𝑙 = 𝑟௠௔௫, где 𝑟௠௔௫ – наибольший масштаб турбулентных флуктуаций 
(в данном случае мелкомасштабных) из инерционного интервала 
𝜂 ≪ 𝑟 ≪ 𝐿, гидродинамические неоднородности в объёмах 𝑟௠௔௫

ଷ  
«сглаживаются» и, таким образом, в заданной точке пространства 
(𝒙, 𝑡) ∈ 𝐺௧ с течением времени t реализуется  турбулентная жидкость с 
локально однородной мелкомасштабной структурой на всех 
масштабах 𝑟 ≤ 𝑟௠௔௫.  

В случае 𝑙 = 𝑟௠௜௡, где 𝑟௠௜௡ – наименьший масштаб 
турбулентных флуктуаций из инерционного интервала, локально 
однородная структура реализуется на масштабах 𝑟 < 𝑟௠௜௡. В то же 
время на масштабах 𝑟 ≥ 𝑟௠௜௡ имеет место внутренняя 
перемежаемость диссипативной жидкости, т.е. в заданной точке 
пространства (𝒙, 𝑡) ∈ 𝐺௧ с течением времени t поочередно реализуется 
режим локально однородной диссипативной и локально неоднородной 
недиссипативной мелкомасштабной турбулентности. Считается при 
этом, что для 𝑙 ≤ 𝑟௠௜௡ величина 〈𝜀௟〉ௗ ≅ 〈𝜀〉ௗ.  

3. Заключение  
В результате проведенного анализа выясняется, что для 

дальнейшего развития теории статистического моделирования 
мелкомасштабной турбулентности и, в частности, развития теории 
К62, прежде всего надо учесть эффекты внутренней перемежаемости 
случайных полей диссипации энергии. При этом для идентификации 
турбулентной жидкости достаточно использовать размер частичного 
усреднения 𝑙 = 𝑟௠௔௫, тогда как для идентификации диссипативной 
жидкости 𝑙 = 𝑟௠௜௡.  

Следует также заметить, что в математическом плане учет 
эффектов внутренней перемежаемости представляет собой 
распространение метода «автономного статистического 
моделирования энергосодержащей структуры турбулентных течений» 
ASMTurb [13, 14, 15] на статистическое моделирование их 
мелкомасштабной структуры. Именно в этой связи теория 
статистического моделирования мелкомасштабной структуры 
развитых турбулентных течений была названа теорией ASMTurbS.  
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Таким образом, перспективы построения теории неоднородной 
мелкомасштабной турбулентности развитых турбулентных течений 
связаны с использованием теории локально изотропной 
турбулентности Колмогорова с последующим учетом эффектов 
внутренней перемежаемости Бэтчелора и Таунсенда.  
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