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Geometric theory and congruence model

Zhanar ADIL

Institute of Mathematics and Mathematical Modeling MES RK, Almaty, Kazakhstan
Al-Farabi Kazakh National University, Almaty, Kazakhstan

E-mail: zhanar_adil@mail.ru

We say that a theory T is geometric if for any model M |= T exchange property holds
for the algebraic closure and T eliminates the quantifier ∃∞. A congruence relation is an
equivalence relation on an algebraic structure that is compatible with the structure in the
sense that algebraic operations done with equivalent elements will yield equivalent elements.

Let M = 〈M,=,Σ〉 be a structure in a complete theory T . This structure is expanded in a
theory T+ as following: M+ = 〈M ×N,=,Σ ∪ {E2}〉, where E2 is an equvalence relation.

M |= P (a1, · · · , an);
M+ |= P ((a1, k1), · · · , (an, kn)).
The elements in the theory T+ are pairs (ai, ki), where ai ∈ M and ki ∈ N. All predicates

are true in equivalence classes. There is no algebraic closure in T+ because infinite number
of elements satisfies P (x, a). Since any statement is deduced from a false statement, exchange
property holds in this theory. The theory T+ eliminates the quantifier ∃∞ because we can build
as many automorphisms between any finite tuplesas we want, since it is possible to transfer
classes into each other. Therefore, this theory is geometric.

Theorem 1. For every model of a complete theory T there exists a geometric theory T+,
congruence model of which is a model of the given theory.
Funding: The authors were supported by the grant AP05134992 of SC of the MES of RK.
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Subshift with holes

Nazipa AITU1,a,
1 Suleyman Demirel University, Kaskelen, Kazakhstan

E-mail: anazipa.aitu@sdu.edu.kz,

Given a 2x2 transition matrix A, Let
∑

A be the infinite binary words consisting digits 0,1
subject to the transition matrix A. We define shift map σ :

∑
A −→

∑
A via σ(a1, a2, .....) =

a2a3...... Let π be a map from
∑

A to [0, 1) such that π(a1, a2, ......) =
∑∞

n=1
an
2n
. Given an

interval (hole) H ⊆ [0, 1) we define W (H) = {x ∈ [0, 1)|{2n · x} /∈ H, ∀n = 0, 1, 2, ....}. In this
talk we consider various holes and try to classify situations when W(H) uncountable. This is a
joint work with S.Kadyrov that generalizes some of the results from [1], [2].
Keywords: Subshift, Cardinality of a set, Dinamical systems.
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Some generalization of notion of algebraic independence

Bektur BAIZHANOV1,a, Sayan BAIZHANOV2,b Daurenbek ORYNBASAROV3,c

1,2,3Institute of Mathematics and Mathematical Modeling MES RK, Almaty, Kazakhstan,
2Al-Farabi Kazakh National University, Almaty, Kazakhstan,

3 Suleyman Demirel University, Kaskelen, Kazakhstan
E-mail: a baizhanov@hotmail.com, bsayan-5225@mail.ru, cdaurenbekaga@gmail.com

Let T be a complete theory T , A be a set of some |A|+-saturated model M and p be a
non-algebraic one-type over A. Let α ∈ p(M), i.e. α lies in the set of all realizations of p in
M . An 2-A-formula φ(x, y) is called to be p-preserving, if φ(M,α) ⊂ p(M). We call algebraic
closure of α in p the set algp(α) := {β ∈ p(M)|β ∈ alg(Aα)}. We call quasi-neighborhood of α
in p the set

QVp(α) := {β|there is p-preserving 2-A-formula φ(x, y), such that β ∈ φ(M,α)}.

It follows from definition and properties of algebraic closure algp(α) ⊆ QVp(α) and algp(α) =
alg(Aα) ∩ p(M).

We say, that p-preserving 2−A-formula φ(x, y) is called to be V −p-preserving ((p ⇐⇒ p)-
preserving), if ψ(x, y) := φ(y, x) is p-preserving too. For example, x = y is V − p-preserving for
any non-algebraic one-type. Define algebraic neighborhood of α in p as the next set algV,p(α) :=
{β ∈ algp(α)|α ∈ algp(β)}.

We define neighborhood of α in p as the set Vp(α) :=
{β|there exists V-p-preserving 2-A-formula φ(x, y), such that β ∈ φ(M,α)}.

Notice that algV,p(α) ⊆ algp(α), algV,p(α) ⊆ Vp(α) ⊆ QVp(α).
There are complete theories distinguished these notions. For strongly minimal theories these

four notions are coincided. For complete theories admitting exchange principle for algebraic
closure in any one-type the notions algebraic closure in type and algebraic neighborhood in type
are coincided, for example for ω-stable theories of finite rank of Morley, geometrical theories.

We say that 2−A-formula φ(x, y) is (p→ q)-preserving, if φ(M,α) ⊂ q(M), and is (p ⇐⇒
q)-preserving, if φ(M,α) ⊂ q(M) and φ(β,M) ⊂ p(M), for some (equivalently, any) α ∈
p(M,β ∈ q(M)).

Let α ∈ p(M), p ∈ S1(A). Then define quasi-neighborhood of α in q and quasi-neighborhood
of α over the set A as two next sets: QVq(α) := {β|there is (p→ q)− preserving 2-A-formula
φ(x, y), β ∈ φ(M,α)}, QV (α) := ∪q∈S1(A)QVq(α).

Notice that we can define algebraic neighborhood of α over the set A as the set

alg(Aα) \ alg(A) = ∪q∈S1(A)algq(A) =: alg(Aα|A).

Define neighborhood of α in q and neighborhood of α over the set A as the sets Vq(α) :=
{β|there is (p ⇐⇒ q)− preserving 2-A-formula φ(x, y), β ∈ φ(M,α)}, V (α) := ∪q∈S1(A)Vq(α).

Notice that for every complete theory for every set A for every two one-types p, q over A,
for any α ∈ p(M), algq(α) = algV,q(α) iff T satisfies exchange principle for algebraic closure.

Definition of V -independent tuple. For sequence < α1, α2, ..., αn >, for 1 ≤ k < j ≤ n
denote by pk,j := tp(αj|Aα,..., αk).

We say that sequence of different elements < α1, α2, ..., αn > of model M is V -independent,
if for every 1 ≤ i < n, for every i < j ≤ n the following holds:

(i) αj 6∈ Vpi−1,j
(αi); (ii) αi 6∈ Vpi−1,i

(αj).
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Notice that the condition (i) is equivalent to condition (ii) for small theories having the
property: RK-relation (Rudin-Keisler) on the set of types is relation of equivalence, and in
this situation we have the partition of M \ alg(A) by relation of equivalence (in general, non-
definable) x ∈ V (y), here V (y) over set A.

In our report we define (V, n)-gon and present the theorem that for arbitrary complete
theory the existence of (V, 3)-gon implies for any n(3 < n < ω) the existence of (V, n)-gon.

— >>> —

On simultaneous omitting and realizing countable families of
non-principal types

Bektur BAIZHANOV1,a, Olzhas UMBETBAYEV2,b, Tatyana ZAMBARNAYA3,c

1,2,3 Institute of Mathematics and Mathematical Modeling MES RK, Almaty, Kazakhstan
2 Kazakh British Technical University, Almaty, Kazakhstan

3 Al-Farabi Kazakh National University, Almaty, Kazakhstan
E-mail: abaizhanov@math.kz, bumbetbayev@math.kz, czambarnaya@math.kz

Let {pn(x̄n)|n ∈ ω} and {qn(ȳ)|n ∈ ω} be two families of complete non-isolated types over
an empty set in a small theory T , such that for every natural number n ∈ ω there is a model
Mn |= T which realizes pi and omits qi for each i ≤ n.

Question. Is there a countable model of the theory T which realizes every pi and at the
same time omits every qi?

We give a criteria for existence of such a countable model, but this is not a complete answer
to the question.

A complete countable theory T is said to be small if |
⋃
n<ω

Sn(T )| = ω, where Sn(T ) is the

set of all n-types over ∅. Notice that for every countable model M = 〈M,Σ〉 of a small theory
T , for every finite A ⊂M the set of all 1-types over A is at most countable (|S1(A)| ≤ ω), and
there is a countable saturated model N = 〈N,Σ〉, such that M is an elementary substructure
of N. Each type qi(ȳi) can be represented as a set of formulas {Hi,m|m ∈ ω} such that T `
∀yi(Hi,m+1(ȳi)→ Hi,m(ȳi)) (a strictly decreasing family).

Let pn(x̄n) be a non-principal type over a finite subset A of some model of T . Denote by T0

the logical closure of T ∪
⋃
n∈ω

pn(c̄n) in the signature Σ(C) := Σ ∪ {cn|n ∈ ω}. Denote by T0,n

the logical closure of T0 ∪
⋃
j≤n

pj(c̄j) in the signature Σ(Cn) := Σ ∪ {cj|j ≤ n}.

Theorem 1. If for some i, n,m ∈ ω we have T0 ` ∀ȳi(φ(ȳi, c1, c2, ..., cn) → Hi,m(ȳi)), then
T0,n ` ∀ȳi(φ(ȳi, c1, c2, ..., cn)→ Hi,m(ȳi)).

Let φ(ȳi, c1, c2, ..., cn) (φ(ȳi, c̄n)) be a formula such for every Hi,m(ȳi) ∈ qi(ȳi) the following
holds: T0 ` ∀ȳi(φ(ȳi, c̄n) → Hi,m(ȳi)). Then by Theorem 1 we have that T0,n ` ∀ȳi(φ(ȳi, c̄n) →
Hi,m(ȳi)). Since T0,n has infinitely many models of T omitting qi(ȳi), T0,n ∪ {¬∃ȳiφ(ȳi, c̄n)} has
to be consistent and consequently, T0 ∪ {¬∃ȳiφ(ȳi, c̄n)} has to be consistent. Moreover, for any
k ∈ ω such that i ≤ n+ k, we have Mn+k |= ¬∃ȳiφ(ȳi, c̄n).

Let us extend the theory T0. Take T1 to be a logical closure of the set T0 ∪ {¬∃ȳiφ(ȳi, c̄n)
formula of Σ(Cn)|∃i ∈ ω,∀m ∈ ω, T0 ` φ(ȳi, c̄n) → Hi,m(ȳi)}. Notice that T1 is consistent,
because any finite subset of T1 has infinite number of models of Σ(Cn) for appropriate n ∈ ω.
Suppose T1 is not complete. For every n, i ∈ ω we consider the following set of one-Σ(Cn)-
formulas

Γn,i := {φ(ȳi, c̄n)|∃ȳi(φ(ȳi, c̄n)) ∈ T1,n, ∀m ∈ ω, T1 ∪ {∀ȳi(φ(ȳi, c̄n)→ Hi,m(ȳi))} is consistent}.

For each n, i, l,m ∈ ω and for l-th formula φl ∈ Γn,i denote the next Σ(Cn)-sentence:
Sn,i,l,m(c̄n) := ∀ȳi(φl(ȳi, c̄n)→ Hi,m(ȳi)).
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It follows from the definition of Hi,m that for every n, i, l ∈ ω, if Γn,i 6= ∅ and l < |Γn,i|, then
T ` ∀z̄(Sn,i,l,m+1(z̄)→ Sn,i,l,m(z̄)) and consequently, T ` ∀z̄(¬Sn,i,l,m(z̄)→ ¬Sn,i,l,m+1(z̄)).

Theorem 2. Let a theory T ′n of the language Σ(Cn) be a complete consistent extension
of T1,n. Then for some i ∈ ω, every model of T ′n realizes qi if and only if there is i ∈ ω with
Γn,i 6= ∅ and there is l < |Γn,i|, T1,n ∪ {Sn,i,l,m(c̄n)|m ∈ ω} ⊆ T ′n.

Theorem 3. Let a theory T ′ of the language Σ(C) be a complete consistent extension of
T1. Then there is a model of T ′ omitting all types from the set of non-isolated complete types
{qn(ȳ)|n ∈ ω} if and only if for every n, i ∈ ω, Γn,i = ∅, or for every l ≤ |Γn,i| there exists
m ≤ ω such that ¬Sn,i,l,m(c̄n) ∈ T ′.
Funding: The authors were supported by the grant AP05134992 of SC of the MES of RK.
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Trichotomy of formulas in linearly ordered types
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Let N |= T be a countable saturated model of a theory T which has a ∅-definable relation
< of linear order. Let A be a finite subset of N , and p ∈ S1(A) be a non-algebraic type.

1) An A-definable 2-formula ϕ(x, y) is said to be p-preserving, if for every α ∈ p(N) there
are γ1, γ2 ∈ p(N), such that γ1 < α < γ2, γ1 < ϕ(N,α) < γ2, and ϕ(N,α) ∩ p(N) 6= ∅.

2) A p-preserving formula ϕ(x, y) is convex to the right (left) if for every α ∈ p(N) the
set p(N) ∩ ϕ(N,α) is convex, α is the left (right) endpoint of ϕ(N,α), and α ∈ ϕ(N,α).

3) A p-preserving convex to the right (left) formula ϕ(x, y) is equivalence-generating
if for every α, β ∈ p(N) such that N |= ϕ(β, α), N |= ∀x(x ≥ β → (ϕ(x, α) ↔ ϕ(x, β)))
(N |= ∀x(x ≤ β → (ϕ(x, α)↔ ϕ(x, β)))).

4) A p–preserving convex to the right (left) formula ϕ(x, y) is a quasi-successor on p if for
every α ∈ p(N) there exists β ∈ ϕ(N,α) ∩ p(N) such that p(N) ∩ (ϕ(N, β)\ϕ(N,α)) 6= ∅.

Let ϕ(x, y) be a p-preserving convex to the right (left) formula of a small theory T of (an
expansion of) linear order. Then exactly one of the following holds:

1) ϕ(x, y) is a quasi-successor on p, and T has 2ω countable models;
2) ϕ(x, y) is equivalence-generating;
3) there are α, β ∈ p(N) such that (ϕ(N, β) ∩ p(N)) ( (ϕ(N,α) ∩ p(N)).
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In [1], John Goodrick began to study dp-minimal ordered structures, where, in particular,
he proved that the elementary theory T structures (R, <, P ), where P distinguishes Cantor’s
one third set, is dp-minimal. In order to prove this, J. Goodrick proved that this theory T
admits quantifier elimination. In this paper, we present another proof of quantifier elimination
for the given theory with respect to another signature.

A theory is not dp-minimal if there is a modelM and formulas φ(x; y), ψ(x; z) with |x| = 1,
and elements aij, bi, cj such that for all i, j, i′, j′,

i = i′ ⇐⇒ M |= φ(aij, bi′)

j = j′ ⇐⇒ M |= ψ(aij, cj′)

Otherwise, it is said to be dp-minimal (S. Shelah).
We consider the ordered set of real numbers (R, <, P, r, l, 0, 1), in which Cantor’s set and

two unary functions r and l are defined as follows.
If the number x does not lie in the interval [0, 1], then l(x) = r(x) = x.
If the number x lies in the interval [0, 1], then l(x) is the maximum number from Cantor’s

set that is strictly less than x, if such exists, otherwise l(x) = x.
The function r is defined similarly. If the number x lies in the interval [0, 1], then r(x) is

the minimum number from Cantor’s set that is strictly greater than x, if such exists, otherwise
r(x) = x.

Theorem The elementary theory of (R, <, P, r, l, 0, 1) admits quantifier elimination.
Funding: The authors were supported by the grant AP05132688 of SC of the MES of RK.
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Exceptional Tortkara algebras

Askar DZHUMADILDAYEV1,a, Nurlan ISMAILOV2,b, Farukh MASHUROV3,c
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An algebra with identity
a(bc) = (ab+ ba)c

is called (rigth)-Zinbiel. Let A be a Zinbiel algebra and A(−) = (A,+, [, ]) be its minus algebra,
where [a, b] = ab − ba for any a, b ∈ A, then it was proved in [1] that A(−) satisfies so called
Tortkara identity

[[a, b], [c, d]] + [[a, d], [c, b]] = [J(a, b, c), d] + [J(a, d, c), b]

where J(a, b, c) = [[a, b], c] + [[b, c], a] + [[c, a], b].
An anti-commutative algebra with Tortkara identity is called a Tortkara algebra. A Tortkara

algebra T is said to be special if there exists a Zinbiel algebra A such that T is isomorphic to
some subalgebra of (A,+, [, ]), otherwise, non-special. Any Tortkara algebra on two generators
is special [2]. It is known that any metabelian Lie algebra is Tortkara. Below we solve speciality
problem for metabelian Tortkara algebras.

Theorem 1. There exists a metabelian Lie algebra that is not special. If a metabelian Lie
algebra M is special, then M is nilpotent and its nil-index is no more than 6.

Corollary. There exists a non-special metabelian Tortkara algebra.
Keywords: Zinbiel algebras, Metabelian Lie algebras, Tortkara algebras.
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On compositions of dense linear orders with structures and their
algebras
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Algebras of binary formulas were studied in a series of papers both in general case [1, 2,
3] and for theories of ordered structures [4]. Here we consider both compositions of structures
and compositions of theories, for dense linear orders and given structures, as well as related
algebras.

Let M and N be structures of relational languages ΣM and ΣN , respectively. We define
the compositionM[N ] ofM and N satisfying ΣM[N ] = ΣM ∪ ΣN , M [N ] = M × N and the
following conditions:

1) if R ∈ ΣM\ΣN , µ(R) = n, then ((a1, b1), . . . , (an, bn)) ∈ RM[N ] if and only if (a1, . . . , an) ∈
RM;
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2) if R ∈ ΣN \ΣM, µ(R) = n, then ((a1, b1), . . . , (an, bn)) ∈ RM[N ] if and only if a1 = . . . = an
and (b1, . . . , bn) ∈ RN ;

3) ifR ∈ ΣM∩ΣN , µ(R) = n, then ((a1, b1), . . . , (an, bn)) ∈ RM[N ] if and only if (a1, . . . , an) ∈
RM, or a1 = . . . = an and (b1, . . . , bn) ∈ RN .

The theory T = Th(M[N ]) is called the composition T1[T2] of the theories T1 = Th(M)
and T2 = Th(N ). By the definition, the compositionM[N ] is obtained replacing each element
ofM by a copy of N .

The compositionM[N ] is called E-definable ifM[N ] has an ∅-definable equivalence relation
E whose E-classes are universes of the copies of N formingM[N ]. By the definition, each E-
definable composition M[N ] is represented as a E-combination [5] of copies of N with an
extra-structure generated by predicates onM and linking elements of the copies of N .

Notice that compositions preserve the transitivity of theories. Besides, if the composition
M[N ] is E-definable then the theory Th(M[N ]) uniquely defines the theories Th(M) and
Th(N ), and vice versa.

Let λ be a positive cardinality,Mλ = 〈Mλ, <〉 be a dense linearly preordered set such that
all maximal antichains A have the same cardinality λ, and Mλ/∼ does not have endpoints,
where x ∼ y ⇔ x 6< y and y 6< x. It means that Mλ is obtained from M1 replacing each
element by a copy of A.

Clearly, the theory Tλ = Th(Mλ) is transitive, i.e., has unique 1-type.
The structure Mλ is linearly ordered if and only if λ = 1. In such a case the algebra

P0 = Pν(p0) consists of three labels 0, 1, 2 corresponding formulas a ≈ y, a < y, and y < a,
respectively. We have the following values for the operation ·: u · 0 = {u} for u ∈ {0, 1, 2},
1 · 1 = {1}, 2 · 2 = {2}, 1 · 2 = {0, 1, 2}.

Now we put isomorphic structures N , with a transitive theory, on each antichain A ofMλ.
The obtained structure is the E-definable composition M1[N ] having a transitive theory. It
can be considered as a variant of transitive arrangements of structures [6].

It was shown in [1, 2] that each algebra P of binary isolating formulas of a fixed isolated
type is an I-groupoid with non-negative labels and it can be realized by a structure N , with a
transitive theory, using a syntactic generic construction.

Considering the compositionsM1[N ], we obtain the following:

Theorem. For any I-groupoid P, consisting of non-negative labels, there is a theory T with
a type p ∈ S(T ) and a regular labelling function ν(p) such that Pν(p) = P0[P].
Funding: This research was partially supported by Grant AP05132546 of SC of MES RK and by Project No. 17-01-
00531-a of Russian Foundation for Basic Researches.
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We consider a variant of compactness for families of theories.
Let T Σ be the set of all complete elementary theories of a relational language Σ.
For a set T ⊂ T Σ we denote by ClE(T ) the set of all theories Th(A), where A is a structure

of some E-class in A′ ≡ AE, AE = CombE(Ai)i∈I , Th(Ai) ∈ T [1]. As usual, if T = ClE(T )
then T is said to be E-closed.

For a set T of theories in a language Σ and for a sentence ϕ with Σ(ϕ) ⊆ Σ we denote by Tϕ
the set {T ∈ T | ϕ ∈ T}. Any set Tϕ is called the ϕ-neighbourhood, or simply a neighbourhood,
for T , or the (ϕ-)definable subset of T . The set Tϕ is also called (formula- or sentence-)definable
(by the sentence ϕ) with respect to T , or (sentence-)T -definable, or simply s-definable.

Proposition [2]. If T ⊂ T Σ is an infinite set and T ∈ T Σ \ T then T ∈ ClE(T ) (i.e., T
is an accumulation point for T with respect to E-closure ClE) if and only if for any formula
ϕ ∈ T the set Tϕ is infinite.

If T is a family of theories and Φ is a set of sentences, then we put TΦ =
⋂
ϕ∈Φ

Tϕ and the set TΦ

is called (type- or diagram-)definable (by the set Φ) with respect to T , or (diagram-)T -definable,
or simply d-definable.

A d-definable set TΦ is called T -consistent if TΦ 6= ∅, and TΦ is called locally T -consistent if
for any finite Φ0 ⊆ Φ, TΦ0 is T -consistent.

Notice that there are locally T -consistent d-definable sets TΦ which are not T -consistent.
Indeed, let, for instance, T be an e-minimal family [3] which does not contain its unique
accumulation point T . Then by the definition of accumulation point, TT is locally T -consistent
whereas TT = ∅.

The following Compactness Theorem shows that this effect does not occur for E-closed
families.

Theorem 1. For any nonempty E-closed family T , every locally T -consistent d-definable
set TΦ is T -consistent.

Theorem 2. For any family T , ClE(T ) consists of elements of T and of accumulation points
realizing locally T -consistent d-definable sets TΦ.

Theorem 3. For any E-closed family T , there is a d-definable family TΦ which is not
s-definable if and only if T is infinite.

Notice that Theorem 3 does not hold for families T which are not E-closed.
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The prime numbers firstly were mentioned in Euclid’s Elements, where were proven to be
infinitely many. Another Greek ancient mathematician Eratosthenes constructed special sieve
to determine whether the number was prime. The law of prime numbers has not been invented
yet, and the magic formula for determining whether the number is prime has not been found,
making the question open for centuries. When mathematicians understood that it is very hard
to find the prime, they switched to finding the interval that contained prime numbers. The first
conjecture was made by Bertrand, who proposed that for any integer n>3 there exists prime

n < p < 2n (1)

This postulate was proven by Erdos in 1932-1934. The another conjecture is Legendre’s
hypothesis which states that for any number n there exists at least one prime number p

n2 < p < (n+ 1)2. (2)

Another one is Opperman’s which states that, for every integer n > 1, there is at least one
prime number

n(n− 1) < p < n2 (3)

and at least another prime

n2 < p < n(n+ 1) (4)

These upper mentioned conjectures remain open until today. In this paper, I formulate my own
conjecture about the existence of 5(or 6) prime numbers (p1,p2,p3,p4,p5,p6) in the interval
from n till square of n, these prime numbers satisfying one certain proviso. The conjecture
is very hard to prove analytically therefore I employ Mathematical Statistics and Probability
methods to analyze these specific prime numbers and find the function for their distribution.
Keywords: prime numbers, probability, generators, triples.
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Geometric Structures, Neighborhoods, n-gons.

Nargiza TAZABEKOVA,
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Definition 1. Let T be a geometric theory, let M |= T and let ā = (a0, a1, ...an−1) ∈ Mn

and B ⊂ M be such that dim(ā/B) = n − 1 but any subset of a0, ...an−1 is independent over
B. We call such tuple an algebraic n-gon.

A quasi-neighborhood is called definable if there is a formula ψ(x̄, ȳ such that QVp,M(ā) =
ψ(ā,M).

Theorem 1. Let M be a saturated model of theory T , A ⊆ M , p ∈ S(A), ā ∈ p(M)
and QVp,M(ā) is definable quasi-neighborhood such that x̄ ∈ QVp,M(ȳ) is not an equivalence
relation.Then T has the strict order property.
Keywords: geometric structures, neighborhoods, quasi-neighborhoods, algebraic n-gon
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Commutative algebra approach to Fujita problem
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Article is dedicated to Fujita problem, one of algebraic geometry problem, which is still
open since 1987.
X is smooth projective variety of dimension n. Fujita problem states:
Statement 1. If X is minimal variety of general type, then linear system |mKX | has global
generation when m ≥ n+ 2.
Statement 2. If A is ample and invertible sheave on X,then linear system |mKX + (n+ 1)A|
has global generation and |mKX + (n+ 2)A| is very ample on X.

For surfaces the Fujita conjecture follows from Reider’s theorem.
For three-dimensional algebraic varieties Ein and Lazarsfeld in 1993 proved the first part of the
Fujita conjecture, i.e. that m>4 implies global generation.
We use commutative algebra.
Commutative algebra approach is using tight closure and allows us to prove theorem in arbitrary
characteristic without the use of desingularization or vanishing theorems.
We show that X not be smooth, F-rationality is sufficient.
Also line bundle L not be very ample, it is sufficient that the complete linear system |L| defines
a generically finite map to proper subvariety of a projective space of dim|L|.
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Theorem 1. X is projective and F-rational and dimX = d, complete linear system  L defines
a generically finite map to proper subvariety of a projective space of dim  L then .... is globally
generated unless X = P d and L is hyperplane bundle.

Lemma 1. The following conditions are equivalent
1) reflexive sheave OX is globally generated
2) there exists an integer N such that every element of local cohomology module of Hd+1

m of
degree less
then N has non-zero multiple of degree −n.

Lemma 2. If a local ring (R, m) of prime characteristic and dimension d + 1 is F-rational
on its punctured spectrum then the tight closure of the zero module in the local cohomology
module Hd+1

m has finite length.
Lemma 3. Let R be a normal N-graded ring over perfect field of prime characteristic p, and

let I1 and I2 be ideals of R generated by homogeneous elements of degrees strictly less than δ
and greater than or equal to δ respectively.Let z be an element of R homogeneous of degree δ.
Then if z ∈ (I1 + I2)∗, than z ∈ I∗1 + I2.

Proof of the Main Theorem 1.
We can assume that section ring S is graded ring of prime characteristic.
X is F-rational follows S is F-rational on its punctured spectrum SpecSm.
By Lemma 1 this means local cohomology module Hd+1

m has finite length.
So exists N such that tight closure of the zero lies in submodule, generated by elements of
degree N and higher.
So if ν is homogeneous element of Hd+1

m of degree−n < min(N,−d − 1) then ν is not tight
closure of the zero.
We need to show that ν has non-zero multiple of degree -d.
Suppose this is not true, so Sn−d kills ν.
Because L globally generated, S admits a system of parameters of degree one x0, x1, · · · , xd.

Hd+1
m = Cokerφ : Sx/x0

⊕
Sx/x1 · · ·

⊕
Sx/xd → Sx

where x = x0x1 · · ·xd
φ(
s0x

t
0

xt
, · · · , sdx

t
d

xt
) =

∑
i

(−1)isix
t
i

xt

.
It is well known fact that an element [ z

xt
] is in tight closure of the zero module Hd+1

m

if and only if z is in tight closure of the ideal (xt0, x
t
1, · · · , xtd) in S.

So we have an element of local cohomology module of type [wz
xt

],
where w ∈ (xt0, x

t
1, · · · , xtd)n−d is equal to zero.

Thus we assume ν =
∑ λi0i1···idx

i0
0 x

i1
1 ,··· ,x

id
d

xt
w = xt−1−i0

0 xt−1−i1
1 · · ·xt−1−id

d s.
We have degw = n− d and wν = [λsx

t−1

xt
] = [λs

x
] = 0.

Hence s ∈ (xt0, x
t
1, · · · , xtd)∗.

But since s has degree 1 then by Lemma 3 s ∈ (xt0, x
t
1, · · · , xtd).

Using that s is arbitrary element of degree 1 then we can choose s is not in linear system
spanned by x0, which is possible if dimH0(X,L) > d+ 2.
If L is very ample then dimH0(X,L) > d+ 2 except case L = O(1).
The embedding of X given by complete linear system L would be isomorphism X → P d.
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Quantum computer will put an end to such algorithms as RSA, elliptic curves. Multi-
variable encryption is an alternative to classical encryption algorithms and resistant to attacks
of a quantum computer. The multi-variable encryption algorithm uses polynomials in several
variables with coefficients from a finite field. Multidimensional cryptography or multidimensional
public key cryptography is a generic term describing asymmetric cryptographic schemes built on
solutions of equations based on multidimensional polynomials over a finite field. The security
of multidimensional cryptography is based on the assumption that solutions of a system of
quadratic polynomials over a finite field, in the general case, is an NP-complete problem in
a strong sense or simply NP-complete. The first attempt to build a cryptographic scheme
based on multidimensional quadratic polynomials was made by Ong, Shnor and Shamir, where
they offered a signature scheme based on the complexity of solutions of a quadratic equation
in two variables. The development of multidimensional cryptographic schemes in the modern
sense began in 1988 with the scheme C * Matsumoto-Imai [1] systems. The basic idea of
вҐҜвҐҜmultidimensional cryptography is the choice of the system f (central transformation)
of multidimensional quadratic polynomials in n variables, which can be easily inverted. After
that, two random affine are selected, invertible transformations S and T in order to hide the
structure of the central transformation f in an open key.
The public key of a cryptosystem is a composite quadratic transformation P = S ∗f ∗T , which,
as it is supposed, hardly differs from accidental and therefore it is difficult to invert. The private
key consists of (S, f, T) and therefore it allows you to invert P. Building a public key uses a
finite field GFq
The public key of multidimensional cryptography algorithms is the polynomial map P : GFn →
GFm
P = (f1(x1, · · · , xn), · · · , fm(x1, · · · , xn)) where fi are second-degree polynomials.
For encryption and decryption, we assume thatm > n. To encrypt the message z = (x1, · · · , xn),
you must calculate h = P (z). To decrypt the ciphertext h recursively computed: x = S−1(h),
y = f−1(x) and z = T−1(y). The security of multidimensional cryptography algorithms is
based on the complexity of the solution quadratic multidimensional systems of equations over
finite fields and the isomorphism of polynomials. The solution of a random multidimensional
quadratic system over a finite field is an NP-complete problem in a strong sense or just NP-
full. Patarin and colleagues showed that the difficulty of solving the isomorphism problem of
polynomials is at least is the same as the graph isomorphism.
Funding: The author is supported by the grant AP05133271 of SC of the MES of RK.
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An ordered groups is said to be non-valuational, if no non-trivial convex subgroup is definable.
A theory is not dp-minimal if there is a modelM and formulas φ(x; y), ψ(x; z) with |x| = 1,

and elements aij, bi, cj such that for all i, j, i′, j′,

i = i′ ⇐⇒ M |= φ(aij, bi′)

j = j′ ⇐⇒ M |= ψ(aij, cj′)

Otherwise, it is said to be dp-minimal (S. Shelah).
Theorem Let G be an ordered non-valuational group whose elementary theory is dp-

minimal. Then any definable subset of G is a finite union of convex sets intersected with cosets
of definable subgroups, under the assumption that B is of finite valuation.
Funding: The authors were supported by the grant AP05132688 of SC of the MES of RK.
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Let us define the main definitions which will we need along this abstract.
We have deal with some fixing Jonsson theory T , C is its semantic model and all sets which

we consider will be the subset of C.
Definition 1. A set A will be called (∇1,∇2)− cl atomic in the theory T , if
1) ∀a ∈ A,∃ϕ ∈ ∇1 such that for any formula ψ ∈ ∇2 follows that ϕ is complete formula

for ψ and C |= ϕ(a);
2) cl(A) = M,M ∈ ET .
Definition 2. A set A will be called weakly (∇1,∇2)− cl is atomic in T , if
1) ∀a ∈ A,∃ϕ ∈ ∇1 such that in C |= ϕ(a) for any formula ψ ∈ ∇2 follow that T |= (ϕ→ ψ)

whenever ψ(x) of ∇2 and C |= ψ(a);
2) cl(A) = M,M ∈ ET .
Thus, we have generalized the concepts of (Γ1,Γ2) atomic model and weakly (Γ1,Γ2) atomic

model through (∇1,∇2)− cl atomic and weakly (∇1,∇2)− cl atomic sets.
Let i ∈ {1, 2}, Mi = cl(Ai), where Ai are (∇1,∇2) cl− atomic sets. a0, ..., an−1 ∈ A1,

b0, ..., bn−1 ∈ A2.
The following definition is defined very important subclass of inductive theories class.
Definition 3. The inductive theory T is called the existentially prime if: 1) it has a

algebraically prime model, the class of its AP (algebraically prime models) denote by APT ;
2) class ET non trivial intersects with class APT , i.e. APT

⋂
ET 6= 0.

From the definition of an algebraically prime set in the theory T follows that the Jonsson
theory T which has an algebraically prime set is automatically existentially prime. It is easy to
understand that an example of such theory will be the theory of linear spaces.
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Definition 4. The set A is said to be (∇1,∇2)− cl-core [1] in the theory T , if
1) A is (∇1,∇2) a cl - atomic set in the theory T ;
2) cl(A) = M , M is the core model of the T theory.
And finally, let us formulate some obtained results regarding these new concepts.
The following result is generalized and refined the theorem 1.2 from [2] among below class

of theories.
Theorem 1. Let T - be complete for ∃-sentences a strongly convex Jonsson perfect theory

and let A is (∇1,∇2)− cl-atomic set in T .
Then (i) ⇒ (ii) ⇒ (iii) ⇒ (iv) ∧ (vi), (i) ⇒ (i)∗ ⇒ (v) ⇒ (vi), (ii) ⇒ (ii)∗ ⇒ (vi),

(i)∗ ⇒ (ii)∗ and (iv)∗ ⇒ (iv), where:
(i) A is (∆,Σ)− cl-atomic set in theory T ,
(i)∗ A is weakly (∆,Π)− cl-atomic set in theory T ,
(ii) A is (Σ,Σ)− cl-atomic set in theory T ,
(ii)∗ A is weakly (Σ,Π)− cl-atomic set in theory T ,
(iii) A is weakly (Σ,Σ)− cl-atomic set in theory T ,
(iv) A ∈ APT ,
(iv)∗ A is core in theory T ,
(v) A is weakly (∆,∆)− cl-atomic set in theory T ,
(vi) A is weakly (Σ,∆)− cl-atomic set in theory T ,
All undefined notions in this abstract one can be find in [1,2].

Funding: The authors were supported by the grant AP05133271 of SC of the MES of RK.
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Let T is an arbitrary Jonsson theory, then E(T ) = ∪n<ωEn(T ), where En(T ) is a lattice of
∃-formulas with n free variables, T ∗ is a center of Jonsson theory T , i.е. T ∗ = Th(C), where C
is semantic model of Jonsson theory T in the sense of [1].

Definition 1 [1]. Let T1 and T2 are Jonsson theories. We say, that T1 and T2 are Jonsson’s
syntactically similar, if exists a bijection f : E(T1) −→ E(T2) such that:

1) restriction f to En(T1) is an isomorphism of lattices En(T1) and En(T2), n < ω;
2) f(∃vn+1ϕ) = ∃ϕn+1f(ϕ), ϕ ∈ Fn+1(T ), n < ω;
3) f(v1 = v2) = (v1 = v2).
Definition 2 [1].Two Jonsson theories T1 and T2 are called J semantically similar if their

J semantic triples are isomorphic as pure triples.
Let us define the essence of the operation of the symbol � for algebraic construction of

models, which will be play important role in the definition of hybrids. Let� ∈ {∪,∩,×,+,⊕,
∏
F

,
∏
U

},
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where ∪-union, ∩-intersection,×-Cartesian product, +-sum and⊕-direct sum,
∏
F

-filtered product

and
∏
U

-ultraproduct.

Let Th∀∃(C1 � C2) = H(T1, T2), where C1 is semantic model of theory T1, C2 is semantic
model of theory T2.

In the work [2] was introduced the notion of Jonsson hybrid of first (i.e. for the same
signature of two Jonsson theories) and second types (i.e. for different signatures of two Jonsson
theories) and considered the issues of categoricity for hybrids of the first type.

The following definition gives a hybrid of the first type [2].
Definition 3. [2] A hybrid H(T1, T2) of Jonsson theories T1, T2 is said to be the theory

Th∀∃(C1 � C2), if it is Jonsson. Herewith, the algebraic construction (C1 � C2) is called a
semantic hybrid of the theories T1, T2.

Note the following fact:
Fact 1. In order for the theory H(T1, T2) to be Jonsson enough to (C1 � C2) ∈ EH(T1,T2).
Theorem 1.
A theory H(T1, T2) is syntactically similar to H(T ′1, T

′
2) if the following are equivalent:

1) The theory T1 is syntactically similar to T ′1;
2) The theory T2 is syntactically similar to T ′2.
Consequence 1.
If H(T1, T2) is syntactically similar to H(T ′1, T

′
2), then H(T1, T2) is semantically similar to

H(T ′1, T
′
2).

Keywords: Jonsson theory, semantic model, hybrid, syntactic and semantic similarity.
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Let T be an arbitrary Jonsson theory in the first-order language of the signature σ. Let C
be a semantic model of the theory T . Let A ⊂ C be a ∇ − cl- a subset in T theory, where
∇ = ∀∃, cl = acl and at the same time acl = dcl. Let σΓ(A) = σ∪{ca|a ∈ A}∪Γ, Γ = {P}∪{c}.
Let TCA = T ∪ Th∀∃(C, a)a ∈ A ∪ {P (ca)|a ∈ A} ∪ {P (c)} ∪ {′′P ⊆′′}, where {′′P ⊆′′} is an
infinite number of sentences expressing the fact that the interpretation of the P symbol is
existentially closed submodel in the language of the signature σΓ(A) and this model is the
definable closure of the set A. It is clear that the considered set of sentences is not necessarily
a Jonsson theory, and this theory, generally speaking, is not complete. Through SJP we denote
the set of all ∃-complete extensions of the theory TCA .

We need the following definitions in order to consider main result.
Definition 1. An enrichment of the Jonsson theory T is said to be permissible if any ∃-type

in this enrichment is definable in the framework of considered stability.
Definition 2. The Jonsson theory is said to be hereditary, if in any of its permissible

enrichment any extension of it in this enrichment will be Jonsson theory.
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For considered theory the reason no to be the jonssoness is the lack of amalgam in some
cases, i.e. there are counterexamples of enrichment by the predicate of the Jonsson theory,
which do not allow an amalgam. So we will work in the case when theory is heridetary, i.e.
there is an amalgam after enrichment of signature. Let T ∗ be the center of the Jonsson theory
TCA and T ∗ = Th(C ′), where C ′ is the semantic model of the theory TCA .

The following definitions were given in enriched signature by unary predicate P .
Definition 3. A Jonsson theory T is called J − P − λ - stable, if |SJP | ≤ λ for any set A of

cardinality ≤ λ.
Definition 4. A Jonsson theory T is called J −P - stable, if T is J −P −λ stable for some

λ.
Let us define the essence of the operation of the symbol � for algebraic construction of

models, which will be play important role in the definition of hybrids.
Let � ∈ {∪,∩,×,+,⊕,

∏
F

,
∏
U

}, where ∪-union, ∩-intersection, ×-Cartesian product, +-sum

and ⊕-direct sum,
∏
F

-filtered product and
∏
U

-ultraproduct.

Definition 5. A hybrid H(T1, T2) of Jonsson theories T1, T2 is said to be the theory
Th∀∃(C1 � C2), if it is Jonsson. Herewith, the algebraic construction (C1 � C2) is called a
semantic hybrid of the theories T1, T2.

It is turn out that for permissible and heridetary Jonsson theories we can consider and
transfer J − P -stability property for hybrids in enrichment.

Finally, the main result is the following theorem.
Theorem 1.
Let T1 - Jonsson theory, T2 = Th∀∃(C,P (C), cx) ∪ T1, C - semantic model of theory T1,

P (C) = M �1 C, M ∈ ET1 , cx /∈ σT1 . If T1, T2 - J −P - stable theories, then H(T1, T2) - J −P
- stable.

All undefined notions in this abstract one can be find [2,3].
Keywords: Jonsson theory, semantic model, hybrid, stability, P - stable theory.

2010 Mathematics Subject Classification: 03C07, 03C10, 03C45, 03C50

References
[1] Ешкеев А.Р.,Касыметова М.Т. Йонсоновские теории и их классы моделей, Изд-во

КарГУ, Караганда (2016).
[2] Yeshkeyev A.R., Mussina N.M. Properties of hybrids of Jonsson theories, Bulletin of the

Karaganda University, 4:92 (2018), 99–105.
[3] Yeshkeyev A.R., Zhumabekova G.E. Companions of fragments in admissible enrichments,

Bulletin of the Karaganda University, 4:92 (2018), 105–111.

— >>> —

The property of fragments of the ∇− cl Jonsson sets in the modular
Jonsson theory

Aibat YESHKEYEV1,a, Makhabat OMAROVA2,b

Karaganda state university after named E.A. Buketov, Karaganda, Kazakhstan
E-mail: amodth1705@mail.ru, bomarovamt_963@mail.ru

Let T be a perfect, complete for existential sentences, Jonsson theory of signature σ.
Let σΓ(A) = {g} ∪ {c} ∪ {P} is enrichment of the signature σ, where g is automorphism, P

is unary predicate, c is new constant. The theory TΓ(A) is not necessarily complete. Suppose
that it is Jonsson, i.e. it has a center T ∗Γ(A). We consider all complete extentions of the center
T ∗ of the theory T in the new signature σΓ, where Γ = {g} ∪ {c} ∪ {P}.
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Let A is ∇-cl-Jonsson subset of C, C is semantic model of the theory T , ∇ = ∀∃, cl = acl,
with acl = dcl and a pregeometry generated by cl on the set of all subsets of C is modular.
cl(X) = M , M ∈ ET . We consider the theory Th∀∃(M), which we call the fragment of the set
A and denote by Fr(A).

If X = C and (X, cl) is a modular, then the Jonsson theory T is called modular.
We formulate the question of A.D. Taimanov, given that this problem was defined for

complete theories.
Namely, in studying the properties of models of the first order complete theories information

about the Boolean algebras (Lindenbaum-Tarsky algebras) Fn(T ) is usually, n ∈ ω [1]. In
connection with these Boolean algebras Fn(T ), n ∈ ω, the A.D. Taimanov’s question is well
known (can be found in the works [2]):

(*) What properties should have to have the Boolean algebras Bn, n ∈ ω, to exist a complete
theory T , such that Bn is isomorphic to Fn(T ), n ∈ ω?

We will say that the question (*) is solved positively for the complete theory T , if there
exists a sequence of Boolean algebras Bn, n ∈ ω, such that Bn is isomorphic to Fn(T ), n ∈ ω.

It is well known, that in some cases working with Jonsson theories we have the opportunity
to restrict ourselves to existential formulas and existentially closed models of the considered
Jonsson theory. In this case, instead of the Lindenbaum-Tarskian algebras Fn(T ), n ∈ ω, one
should consider lattices of existential formulas En(T ), n ∈ ω. Thus, the above of A.D.Taimanov’s
question can be formulated as follows:

(**) What properties must have the lattices En, n ∈ ω, that there was Jonsson theory T ,
such that En is isomorphic to En(T ), n ∈ ω?

Similarly, we will say, that question (**) is solved positively for the Jonsson theory T , if
there exists a sequence of lattices En, n ∈ ω, that En is isomorphic to En(T ), n ∈ ω.

In connection with these questions (*), (**) the following results were obtained:
Theorem 1. Let Fr(A) be a perfect complete for existential sentences Jonsson theory of

signature σΓ(A).
Then the following conditions are equivalent:
1) a positive solution to question (**) with respect to the theory Fr(A)∗;
2) a positive solution to the question (*) with respect to the theory of T c, where T c is the

center of the theory of T ∗.
Theorem 2. Let a theory T be a perfect Jonsson strongly convex theory and let it be

existentially prime. The set A is as in above and Fr(A) is existentially prime perfect Jonsson
strongly convex fragment.

Then the following conditions are equivalent:
1) Fr(A)∗ has a core model;
2) Fr(A)c has a core model;
3) theory T has a core model.
All undefined notions in this thesis one can be find [1,2,3].
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Об обогащениях слабо о-минимальных структур бинарными
предикатами
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В настоящем докладе обсуждаются вопросы сохранения свойств при обогащениях счет-
но категоричных слабо о-минимальных структур, не являющихся 1-неразличимыми, про-
извольным бинарным предикатом. Найден критерий сохранения счетной категоричности
для слабо о-минимального обогащения ранга выпуклости 1.

Настоящий доклад касается понятия слабой о-минимальности, первоначально глубоко
исследованного в [1]. Подмножество A линейно упорядоченной структуры M называется
выпуклым, если для любых a, b ∈ A и c ∈ M всякий раз когда a < c < b мы имеем
c ∈ A. Слабо о-минимальной структурой называется линейно упорядоченная структура
M = 〈M,=, <, . . .〉 такая, что любое определимое (с параметрами) подмножество струк-
туры M является объединением конечного числа выпуклых множеств в M . Вещественно
замкнутые поля с собственным выпуклым кольцом нормирования обеспечивают важный
пример слабо о-минимальных структур.

Пусть A,B ⊆ M . Тогда выражение A < B означает, что a < b всякий раз когда a ∈ A
и b ∈ B. Выражение A < b означает что A < {b}. Через A+ (и соответственно A−) будем
обозначать множество элементов b рассматриваемой структуры с условием A < b (b < A).
Через SM1 (∅) будем обозначать множество всех 1-типов теории Th(M).

Ранг выпуклости формулы с одной свободной переменной введен в [2]. В частности,
теория имеет ранг выпуклости 1, если не существует определимого (с параметрами) от-
ношения эквивалентности с бесконечным числом выпуклых бесконечных классов.

Ранее в работах [3], [4] нами был исследован вопрос сохранения свойств при обогаще-
ниях моделей счетно категоричных слабо о-минимальных теорий унарными предикатами.
В работе [5] исследован вопрос сохранения свойств при обогащениях моделей счетно кате-
горичных слабо о-минимальных теорий отношениями эквивалентности. В работе [6] был
исследован вопрос сохранения свойств при обогащениях моделей 1-неразличимых счетно
категоричных слабо о-минимальных теорий произвольным бинарным предикатом. Здесь
мы исследуем вопрос сохранения свойств при обогащениях моделей счетно категоричных
слабо о-минимальных теорий, не являющихся 1-неразличимыми, бинарными предиката-
ми.

Пусть M — слабо о-минимальная структура, A ⊆M , p, q ∈ S1(A) — неалгебраические.
Будем говорить что тип p является слабо ортогональным типу q (p ⊥w q), если p(x)∪ q(y)
имеет единственное расширение до полного 2-типа над A. Мы также пишем p ⊥wM q, если
типы p и q слабо ортогональны в теории Th(M).

Теорема. Пусть M — ℵ0-категоричная слабо о-минимальная структура ранга выпук-
лости 1, p, q ∈ SM1 (∅) — неалгебраические. Предположим что M ′ — слабо о-минимальное
обогащение ранга выпуклости 1 структурыM бинарным предикатом R(x, y), так что p, q ∈
SM

′
1 (∅), для любого a ∈ p(M ′) R(a,M ′) выпукло, R(a,M ′) ⊂ q(M ′) и R(a,M ′)− = q(M ′)−.

Тогда Th(M ′) — ℵ0-категорична тогда и только тогда, когда p ⊥wM q.
Funding: Исследования поддержаны грантом КН МОН РК (AP05132546).
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Йонсондық теория мысалы
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Сандық жиындарда нақты (комплекс) сандар өрiсi теориясы йонсондық теорияның ең
қарапайым мысалы болады. Мақалаға қатысты негiзгi анықтамалар мен белгiлеулердi [1],
[2] қарауға болады.

Бұл теориядағы Йонсон шарттарының орындалатынын көрсетейiк.
1. Рационал сандар өрiсi < Q; =,+, ·,−, :, 0, 1 > теориясының саналымды жай (атом-

дық) моделi болады.
2. Индуктивтiлiк шарты нақты сандар өрiсiн құру әдiсi бойынша анық- талады.
Индуктивтi кеңеюдi құру келесi түрде орындалады. Егер r-иррационал сан және Q(r)

құрылған болса, онда оның кеңеюi r · r1(r 6= r1) иррационал саны арқылы Q(r · r1) кеңеюi
түрiнде анықталады.

3. Ең үлкен қуатты моделi бар: егер |Q| = ω болса, онда үлкен қуатты модель |R| = 2ω

(|C| = 2ω), мұндағы R-нақты сандар, (C-комплекс сандар) жиыны.
4. Теорияның үйлесiмдi қамтылу (енгiзу) қасиетiне ие болуы (JEP-шарты): егер r1, r2

әртүрлi иррационал сандар және r = r1 · r2 - иррационал сан болса, онда Q(r1) � Q(r)
және Q(

√
r2) � Q(r).

5. Теорияның амальгама шартын қанағаттандыруы (АР-шарты): егер r, r1, r2, r3 ирра-
ционал сандар және r1 · r2 = r3 болса, онда Q(r) � Q(r1) және Q(r) � Q(r2) болғанда,
Q(r1) � Q(r3) және Q(r2) � Q(r3) болады. Бұл диаграмма коммутативтi.

6. Теорияның семантикалық моделi R-нақты (C-комплекс) сандар өрiсi.
7. Нақты (комплекс) сандар теориясы кемел йонсондық теория болады.
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О P -комбинациях упорядоченных теорий
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В серии работ [1–8] изучались свойства комбинаций теорий. В настоящем докладе
мы исследуем P -комбинации упорядоченных теорий и находим необходимые и достаточ-
ные условия Эренфойхтовости для P -комбинации счетного числа линейно упорядоченных
структур.

Если 〈M1, <1〉 и 〈M2, <2〉 — линейные порядки, то их линейно упорядоченная непересе-
кающаяся комбинация (или конкатенация), обозначаемая через M1 +M2, есть линейный
порядок 〈M1 ∪M2, <〉, где

a < b⇔ ([a, b ∈M1 ∧ a <1 b] или [a, b ∈M2 ∧ a <2 b] или [a ∈M1 ∧ b ∈M2])

Пусть Mi := 〈Mi;<Mi
,Σi〉 — линейно упорядоченная структура для каждого i ∈ ω.

Будем обозначать через M ′ линейно упорядоченную непересекающуюся P -комбинацию
структур Mi, i ∈ ω, в языке {<,Σ, P 1

i }i∈ω, где Σ = ∪i∈ωΣi, и универсумом комбинации
является

⋃
i∈ωMi; Pi(M ′) = Mi для каждого i ∈ ω; либо Pk(M ′) < Pm(M ′), либо Pm(M ′) <

Pk(M
′) для любых k,m ∈ ω с условием k 6= m.

Для любых i, j ∈ ω P -интервалом называется следующее множество (Pi, Pj) := {Pk |
Pi(M

′) < Pk(M
′) < Pj(M

′)}. Аналогично мы можем определить P -интервалы (Pi, Pj],
[Pi, Pj), [Pi, Pj]. Если M ′ не имеет наименьшего P -предиката, то мы можем определить
P -интервал (∞, Pj), где (∞, Pj) := {Pk | Pk(M ′) < Pj(M

′)}.
Рассматривая предикаты Pi вместо элементов в M ′, замечаем что сечения в M ′ заме-

няются P -сечениями, состоящими из разбиений (P ,P ′) множества всех предикатов Pi с
условиями Pj(M ′) < Pk(M

′) для Pj ∈ P и Pk ∈ P ′. Будем говорить что P -сечения C1 и C2

являются ортогональными, если они реализуются независимо друг от друга.
Для P -сечения C = (P ,P ′) число попарно неизоморфных счетных моделей теории

Th(M ′), в которых реализуется C, а все P -сечения, являющиеся ортогональными сечению
C, не реализуются, называется C-спектром. Напомним, что полная счетная теория на-
зывается Эренфойхтовой, если она не является ℵ0-категоричной, и имеет лишь конечное
число попарно неизоморфных счетных моделей.

Теорема. Пусть Mi — счетно-категоричная линейно упорядоченная структура для
каждого i ∈ ω,M ′ — линейно упорядоченная непересекающаяся P -комбинация этих струк-
тур. Тогда Th(M ′) Эренфойхтова тогда и только тогда, когда не существует бесконечного
разбиения M ′ на бесконечные P -интервалы, и C-спектр конечен для каждого P -сечения
C.

Следствие. Пусть M — счетно-категоричная вполне о-минимальная структура, M ′ —
линейно упорядоченная непересекающаяся P -комбинация счетного числа копий структу-
ры M . Тогда либо Th(M ′) имеет 2ω счетных моделей, либо Th(M ′) является Эренфойх-
товой.
Funding: Исследования частично поддержаны грантом КН МОН РК (AP05132546) и проектом РФФИ (№17-01-
00531-a).
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Комплексная форма закона Гука линейно-упругого анизотропного
тела
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Многие естественные природные и искусственные материалы характеризуются анизо-
тропией их упругих свойств. К ним относятся в частности композитные материалы, доля
использования которых в повседневной и инженерной практике с каждым годом растет.
Достаточно сказать, что в настоящее время 85 процентов изделий аэрокосмического ком-
плекса приходятся на композитные материалы. Поэтому при решении различных при-
кладных, инженерных и теоретических задач механики сплошной среды необходима до-
полнительная, более полная информация о реологических свойствах упругих параметров
закона Гука анизотропного линейно-упругого тела. Выяснению закономерностей упругих
параметров и общей структуры линейного закона Гука анизотропных упругих сред по-
священо большое число научных исследований. Подробный обзор этих исследований до
2008 года приведен, например, в [1]. Другие подобные исследования начиная с 2008 года
можно найти, например, в РЖ механика и РЖ физика.

В настоящей работе приведена комплексная форма закона Гука анизотропного упру-
гого тела, позволяющая громоздкие тензорные соотношения заменить на матричные, и в
естественном матричном виде определять собственные вектора и собственные упругие мо-
дули. Определена структура матрицы упругих параметров и новые линейные инварианты,
которые характеризуют сингонии и классы упругих параметров закона Гука. Теоретиче-
ски отмечено, что определенным выбором новых линейных инвариантов можно получить
новые искусственные композиты с уникальными свойствами, которых нет в природе.

Полученные результаты несомненно будут способствовать разрешению проблемы иден-
тификации анизотропных упругих материалов и созданию композитов с уникальными
свойствами.
Funding: Работа поддержана грантом BR05236656 Комитета науки Миниcтерства образования и науки Респуб-
лики Казахстан.
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О вычислимости центра нильпотентной группы без кручения
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ПустьR-коммутативное и ассоциативное кольцо без делителей нуля, с единицей и груп-
па

G =< {(h1, h2, h3)|hi ∈ R},

где операция умножения определена так:

h · g = (h1 + g1, h2 + g2, h2g1 + h3 + g3).

Тогда любая вычислимая нумерация ν кольца R индуцирует вычислимую нумерацию
ν∗ нильпотентной группы G. Известно что любая нильпотентная группа без кручения сту-
пени 2 изоморфна подгруппе группы G для некоторого кольца R. Поэтому представляет
интерес, когда центр подгруппы H группы G допускает вычислимую нумерацию.

Теорема 1. Пусть (R, ν) - вычислимо нумерованное кольцо и H - вычислимо перечис-
лимая неабелева подгруппа группы (G, ν∗) такая, что справедливы:

1. сущесвуют элементы g, ϕ ∈ H такие, что справедливы:

g2, ϕ2 6= 0, ϕ2 6= g2

2. для любого элемента h ∈ H элементы

hg = (h1, g2h1, h3), hϕ = (ϕ1, g2ϕ1, ϕ3)

также принадлежат подгруппе H. Тогда центр С подгруппы H вычислим в (H,µ), где µ
- нумерация подгруппы H, индуцированная нумерацией ν.

Теорема 2. Пусть (G, ν) - вычислимо нумерованная нильпотентная группа без кру-
чения и в ней существует вычислимо перечислимая подгруппа H, содержащая центр С
группы G и такая, что размерность r (H/C) конечна. Тогда центр С - вычислимая под-
группа в (G, ν).

Следствие 1. Пусть (G, ν) - вычислимая нильпотентная группа без кручения ступени
n и подгруппа С ее центр. Если справедливо хотя бы одно из следующих условий:
1) существует максимальная абелева подгруппа A группы G такая, что размерность фак-
торгруппы A/C конечна;
2) в группе G сущесвтуют элементы g1, . . . , gn такие, что размерность факторгруппы цен-
трализатора этих элементов по центру С конечна;
3) существует такое число i 6 n, что центр содержится в некотором центале γiG и раз-
мерность факторгруппы γiC/C конечна.

Тогда центр С - вычислимая подгруппа в (G, ν).
Теорема 3. Пусть (G, ν) - вычислимая нильпотентная группа без кручения и в ней

существует выичслимо перечислимая абелева нормальная подгруппа A, содержащая центр
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С группы G и такая, что факторгруппы G/A конечной размерности и не имеет кручения.
Тогда центр С группы G - вычислимая подгруппа в (G, ν).

Следствие 2. Если в вычислимо нумерованной нильпотентой группе без кручения
(G, ν) ступени 2 существует вычислимо перечислимая максимальная абелева подгруппа
такая, что факторгруппа G/A имеет конечную размерность. Тогда центр С группы G -
вычислимая подгруппа в (G, ν).
Funding: Авторы были поддержаны грантом AP05132349 КН МОН РК.
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Вопросы сводимости запросов баз данных над вполне
о-минимальной областью определения
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В настоящем докладе исследуется проблема сводимости расширенных запросов баз
данных к ограниченным над вполне о-минимальной областью определения, имеющей ме-
нее чем 2ω счетных моделей.

В реляционной модели баз данных [1, 2] состояние базы данных понимается как конеч-
ная совокупность отношений между элементами. Имена отношений и их арности фикси-
руются и называются схемой базы данных. Отдельная информация, хранимая в отноше-
ниях данной схемы, называется состоянием базы данных. Хотя реляционные базы данных
были придуманы для конечных совокупностей данных, часто удобно предполагать что су-
ществует бесконечная область определения — например, целые или рациональные числа
— так что элементы данных выбираются из этой области. Функции и отношения, опреде-
ленные на всей области определения (например, < и +), могут быть также использованы
при запрашивании. Например, если в качестве языка запросов используется язык логики
предикатов первого порядка, то запросы могут использовать как отношения базы данных,
так и отношения области определения, при этом переменные изменяются на всей области
определения.

ПустьM — бесконечная структура сигнатуры L. Здесь мы рассматриваем упорядочен-
ные структуры. Это означает, что L включает бинарный реляционный символ <, интер-
претация которого в M удовлетворяет аксиомам линейного порядка.

Мы фиксируем схему базы данных SC и вводим следующие обозначения: L0 = {<
}, L′ = L0 ∪ SC,L′′ = L ∪ SC. Мы рассматриваем два языка для запрашивания. Запросы
первого языка есть формулы сигнатуры L′ — мы называем их ограниченными. Запросы
второго языка есть формулы сигнатуры L′′ — мы называем их расширенными. Запрос
называется генерическим, если он сохраняется относительно перестановок универсумаM ,
сохраняющего порядок. k-арный запрос Θ называется локально генерическим над конеч-
ными состояниями, если a ∈ Θ тогда и только тогда когда φ(a) ∈ Θ(φ(s)) для любого
частичного <-изоморфизма φ : X → M, где X ⊆ M, для любого конечного состояния s
над X и для любого k-кортежа a в X.

Будем говорить что полная теория T имеет Свойство Изоляции, если существует кар-
динал λ такой, что для любого конечного множества A и для любого элемента a модели
теории T существует A0 ⊆ A такое, что |A0| < λ и tp(a/A0) изолирует tp(a/A).
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В работе [3] была установлена следующая теорема:
Теорема 1. Предположим что теория первого порядка структуры M имеет Свойство

Изоляции. Пусть расширенный запрос Θ является локально генерическим над конечными
состояниями. Тогда Θ эквивалентен над конечными состояниями ограниченному запросу.

Все необходимые определения, связанные с вполне о-минимальностью, можно найти в
[4]. Нами доказана следующая теорема:

Теорема 2. Пусть T — вполне о-минимальная теория, имеющая менее чем 2ω счетных
моделей. Тогда T имеет Свойство Изоляции.

Следствие 3. Пусть T — вполне о-минимальная теория, имеющая менее чем 2ω счет-
ных моделей. Тогда каждый расширенный запрос, являющийся локально генерическим
над конечными состояниями, эквивалентен над конечными состояниями ограниченному
запросу.
Funding: Второй автор был поддержан грантом AP05132546 КН МОН РК.
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2 Analysis: Дифференциальные уравнения, теория функций и функ-
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Linear recovery of pseudodifferential operators on smooth function
classes on m−torus

Dauren BAZARKHANOV1,a,
1 Institute of Mathematics and Math Modeling, Almaty, Kazakhstan

E-mail: adauren-math@yandex.kz,

In the talk, a linear method will be constructed for the recovery of pseudodifferential
operators on an m-dimensional torus with symbols from particular classes with the use of
linear spectral information on the symbol of the operator and on the function (finite sets of their
Fourier coefficients). Error bounds will be given for the error of recovery in the space Lr(Tm)
of values of these pseudodifferential operators on elements of Nikol’skii–Besov and Lizorkin–
Triebel function spaces for a number of relations between r and the parameters of the symbol
classes and the function spaces (Theorem 1). A key role in the proof of the bounds is played
by the boundedness of the pseudodifferential operators between appropriate Nikol’skii–Besov
(Lizorkin–Triebel) function spaces (Theorem 2).
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Symbol calculus of PDOs associated by the Jacobi operator

Bayan BEKBOLAT1,a, Niyaz TOKMAGAMBETOV2,b

1,2 Al–Farabi Kazakh National University, Almaty, Kazakhstan
1,2 Institute of Mathematics and Mathematical Modeling, Almaty, Kazakhstan

E-mail: abekbolat@math.kz, bniyaz.tokmagambetov@gmail.com

In this work, we consider pseudo-differential operator associated by the Jacobi differential
operator. Such operator firstly considered in the paper [5] and it was investigated its symbols.
In this paper we continue their investigation. We introduce new a class of symbols and obtain
a composition theorem for this operator.
Funding: The authors were supported by the grant AP05130994 of SC of the MES of RK.
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Investigation of the conjugation problem for the parabolic equations
with incompatible initial and boundary data

Galina BIZHANOVAa, Shattyk NURMUKHANBETb

Institute of Mathematics and Mathematical Modeling of the Ministry of Education and Sciences of
the Republic of Kazakhstan, Almaty, Kazakhstan
E-mail: agalina_math@mail.ru, bshattyk.95@list.ru

We study two-phase problem for the parabolic equations with time derivative on the con-
jugation condition. This problem describes the heat process in the substances with thin film on
a boundary of conjugation. It is assumed that the process is considered from its very beginning.
In this case the compatibility conditions of the boundary and initial data are not fulfilled.

There are appeared the singular solutions due to the non-concordance of the given functions
on the boundary of conjugation.

We prove the existence and uniqueness of the solution consisting of the singular functions
and a function from the Holder space. The singular solutions are obtained in the explicit form.
The orders of the singularities of these solutions in the neighborhood of the conjunction and
the initial moment of time are found.
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INTEGRAL OF CAUCHY TYPE AND SOHOSKY - PLEMELYA
FORMULAS IN FRACTIONAL SPACES

Nazarbay BLIEV1,a, Nurlan YERKINBAEV2,b

1 Institute of Mathematics and Mathematical Modeling MES RK, , Almaty, Kazakhstan
E-mail: abliev.nazarbay@mail.ru, b nurlan.erkinbaev@mail.ru

In the work [1] the theory of the generalized analytical functions in B- spaces of Besov is
constructed, which is a continuation to the extreme cases of the known results of I.N.Vekua
[2] and L.Bers [3], from which follows the results below, in our opinion, they have independent
values.

Let Γ be a closed Lyapunov contour bounding the domain G of the complex plane of the
point z = x+ iy.

Theorem. The function f(t) belongs to the Besov space Br
p,θ(Γ), where r, p, θ satisfy to one

of the conditions:
a) r = 1/p, 1 < p < 2, θ = 1,
b) r > 1/p, 1 < p < 2, 1 ≤ θ,
v) r > 1− 1/p, p ≥ 2, 1 ≤ θ.
Let an inequality be held r + 1/p− 1 < ν ≤ 1,Γ ∈ C ′ν . Then the integral of Cauchy type

Φ(z) =
1

2πi

∫
Γ

f(τ)dτ

τ − t
, t ∈ Γ, (1)

belongs to the space B1+α
p,θ (G), α = r + 1

p
− 1, under which

‖Φ(z)‖B1+α
p,θ (G) ≤M‖f‖Brp,θ(Γ).

Here and furtherM denotes a positive constant (not necessarily the same), which is independent
of the adjacent factor.

We note, that in the case a)Br
p,1(Γ) is embedded to the class of continuous (Heldering is not

required) functions C(Γ), in the case b) and c) Br
p,θ(Γ) is embedded to the class of continuous

by Helder functions Cβ(Γ) with the exponent β, 0 < β < 1 [4].
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In conditions of the theorem the singular operator

SΓf =
1

πi

∫
Γ

f(τ)dτ

τ − t
,

understood in the sense of Cauchy’s principal value, is bounded in Br
p,θ(Γ)

‖SΓf‖Brp,θ(Γ) ≤M‖f‖Brp,θ(G). (2)

The integral of Cauchy type (1) has the boundary values Φ+(t) and Φ−(t) from inside and
outside of the domain G, respectively, belonging to Br

p,θ(Γ), moreover

‖Φ±(t)‖Brp,θ(Γ) ≤M‖f(t)‖Brp,θ(G)

and Sohosky-Plemelya formulas are held

Φ+(t) =
1

2
f(t) +

1

2πi

∫
Γ

f(τ)dτ

τ − t
,

Φ−(t) = −1

2
f(t) +

1

2πi

∫
Γ

f(τ)dτ

τ − t
,

Therefore

SΓf =
1

πi

∫
Γ

f(τ)dτ

τ − t
= Φ+(t)− Φ−(t)

.
The results are completely applicable to the study of boundary value problems of linear

conjugation in fractional spaces B1+α
p,θ (G), for example, in the following form: Find a piecewise

holomorphic function Φ(z) with boundary line Γ having finite order at infinity, by the boundary
condition on Γ.

Φ+(t) = G(t)Φ−(t) + g(t)

,
where G(t) and g(t) are prescribed on Γ functions of the class Br

p,θ(Γ), moreover G(t) 6= 0
almost everywhereΓ.

We note, that as it is indicated above, in the case a) theorem we get the space B
1
p

p,θ(Γ), 1 <
p < 2, which is embedded to the space of continuous functions C(Γ), but it is not embedded
to the space Cβ(Γ), 0 < β ≤ 1 of continuous by Helder functions (in the uniform metrics) [4].
As it is known [5], for any density f(t) which is continuous on Γ the integral of Cauchy type,
in general, is not continuous function in the closed domain Ḡ = G∪Γ, consequently, it has not
continuous boundary values on Γ, satisfying to the Sohosky-Plemeya formulas.
Funding: The authors were supported by the grant AP05133283 of SC of the MES of RK.
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Duhamel principle for the time-fractional diffusion equation in
unbounded domain

Meiirkhan BORIKHANOV

Al–Farabi Kazakh National University
Institute of Mathematics and Mathematical Modeling

E-mail: borikhanov@math.kz

In this work we formulate and prove fractional analogue of this famous principle for the the
time-fractional diffusion equation

ut (x, t)−∆xD
1−α
t u (x, t) = f(x, t), 0 < α < 1, x ∈ RN, t > 0, (1)

with the initial condition
u (x, 0) = u0 (x) , x ∈ RN, (2)

where Dα
t represents the following Riemann-Liouville fractional derivative of order α.

In [1,2], Umarov generalized the classical Duhamel principle for the Cauchy problem to
general inhomogeneous fractional distributed differential-operator equations. Similar results for
the time-fractional diffusion equation with Caputo derivative were obtained in [3].
Funding: The authors were supported by the grant No. AP05131756 from the Ministry of Science and Education of the
Republic of Kazakhstan.
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Inversion theorems for Fourier transforms

Kairat MYNBAEV1,a, Carlos MARTINS-FILHO2,b

1 Kazakh-British Technical University, Almaty, Kazakhstan
2 University of Colorado, Boulder, CO, USA

E-mail: akairat_mynbayev@yahoo.com, bcarlos.martins@colorado.edu

Let F denote the Fourier transform and F−1 its inverse:

(FF )(s) =

∫
R

eistdF (t), (F−1F )(t) =
1

2π

∫
R

e−istdF (s).

Here F is a distribution function on the real axis. Inversion theorems deal with recovering
F from its Fourier transform ψ = FF. The simplest of them is the Fourier inversion theorem:
if f, ψ ∈ L1, then F−1ψ = f almost everywhere. Problems arise when ψ is not integrable. In
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this area, there are three types of results: 1) recovering F (x) when x is a continuity point of F ,
2) recovering F (x, y) = F (y)− F (x) for x < y continuity points and 3) recovering jumps of F.

The Gil-Pilaez theorem [1] belongs to the first type. It does not require regularization of
the integrand. In the other two cases regularization of the integrand is necessary and we obtain
new inversion theorems, whose main advantage is the estimate of the convergence rate. They
reveal the common structure of inversion theorems and the link between distribution function
estimation and inversion theorems. Here we discuss only type 2) result.

Let gx,y(t) = χ[x,y](−t) where χ[x,y] is an indicator of the segment [x, y]. The Lévy [1] and
Borovkov [2] theorems can be expressed in the format

F (y)− F (x) = lim
h→0
F−1 [H(h·)(Fgx,y)ψ] (0). (1)

Here multiplication by H(h·), where h > 0 is a parameter, is used to regularize the integrand
(Fgx,y)ψ when it is not integrable. In the next theorem we give a class of functions H for which
(1) holds.

Assumption 1. G = G ([a, b]) is a bounded continuous function of intervals [a, b] ⊂ R or,
more precisely, of an ordered pair (a, b), where a < b with lim

b→−∞
G ([a, b]) = 0, lim

a→−∞, b→∞
G ([a, b]) =

1 and lim
a→∞

G ([a, b]) = 0.
Define φG(N) as the largest of supb<−N |G([a, b])|, supa>N |G([a, b])|,

supa<−N, b>N |G([a, b]) − 1| and note that Assumption 1 implies that φG(N) → 0 as N → ∞.
Further, let ω(x, ε) ≡ sup0<h≤ε (F (x+ h)− F (x− h)) , and note that if x is a continuity point
of F , then ω(x, ε) → 0 as ε → 0. If K is integrable on the real line and integrates to 1, then
G ([a, b]) =

∫ b
a
K(t)dt satisfies Assumption 1.

Theorem 1. Let x, y be continuity points of F. a) Suppose H is integrable and such that
the function G([a, b]) = 1

2π

∫ b
a
(FH)(v)dv satisfies Assumption 1. Then for δ ∈ (0, 1) and all

h > 0 ∣∣∣∣ 1

2π

∫
R

e−ixt − e−iyt

it
H(ht)ψ(t)dt− F (x, y)

∣∣∣∣
≤ φG(hδ−1) + (1 + sup

a<b
|G([a, b])

[
ω(x, hδ) + ω(y, hδ)

]
.

b) In case H = χ[−1,1] Assumption 1 is satisfied and the Lévy theorem [2, Thm. 3.2.1]

F (x, y) = lim
h→0

1

2π

∫ 1/h

−1/h

e−ixt − e−iyt

it
ψ(t)dt

follows with the estimate of the convergence rate.
c) With the choice H(t) = e−t

2 the Borovkov theorem [3] obtains

F (x, y) = lim
h→0

1

2π

∫
R

e−ixt − e−iyt

it
e−h

2t2ψ(t)dt,

also with the convergence rate estimate.

Funding: The authors were supported by the grant AP05130154 of SC of the MES of RK.
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Geometric Hardy and Hardy-Sobolev inequalities on Heisenberg
groups

Bolys SABITBEK

Institute of Mathematics and Mathematical Modeling
E-mail: b.sabitbek@math.kz

In this talk, we present the geometric Hardy inequality for the sub-Laplacian in the half-
spaces on the stratified groups. As a consequence, we obtain the following geometric Hardy
inequality in a half-space on the Heisenberg group with a sharp constant∫

H+

|∇Hu|pdξ ≥
(
p− 1

p

)p ∫
H+

W(ξ)p

dist(ξ, ∂H+)p
|u|pdξ, p > 1,

which solves the conjecture by Larson. Also, we obtain a version of the Hardy-Sobolev inequality
in a half-space on the Heisenberg group(∫

H+

|∇Hu|pdξ −
(
p− 1

p

)p ∫
H+

W(ξ)p

dist(ξ, ∂H+)p
|u|pdξ

) 1
p

≥ C

(∫
H+

|u|p∗dξ
) 1

p∗

,

where dist(ξ, ∂H+) is the Euclidean distance to the boundary, p∗ := Qp/(Q − p), 2 ≤ p < Q,
and

W(ξ) =

(
n∑
i=1

〈Xi(ξ), ν〉2 + 〈Yi(ξ), ν〉2
) 1

2

,

is the angle function. For p = 2, this gives the Hardy-Sobolev-Maz’ya inequality on the
Heisenberg group.

This talk is based on the recent paper with Prof. Ruzhansky and Dr Suragan
(https://arxiv.org/abs/1811.07181).
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Oscillations in the equations with a operator of differentiation with
respect to vector fields defined by a multiperiodic system and a

Lyapunov’s system

Zhaishylyk SARTABANOV1,a, Bibigul OMAROVA2,b

1,2 K.Zhubanov Aktobe Regional State University, Aktobe, Kazakhstan
E-mail: asartabanov42@mail.ru, bbibigul_zharbolkyzy@mail.ru

We consider the system of differential equations

Dx = P (τ, t, ζ)x+ f(τ, t, ζ), (∗)

with differentiation operator D of the form

D =
∂

∂τ
+

〈
e,
∂

∂τ

〉
+

〈
a(τ, t),

∂

∂t

〉
+

〈
Jζ + ψ(ζ),

∂

∂ζ

〉
where x are unknown n-vector-function with respect to time τ ∈ R, τ = (τ1, . . . , τl) ∈ R× . . .×
R = Rl, and t = (t1, . . . , tm) ∈ R × . . . × R = Rm and space ζ = (ζ1, ζ2, ζ3, ζ4) ∈ R4

r variables;
el = (1, . . . , 1) is l-vector; a = (a1, . . . , am) is a vector-function of variables (τ, t) ∈ R × Rm;
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J = diag(λ1I2, λ2I2) is matrix with two-dimensional symplectic unit I2 and constant scalars
λ1, λ2; ψ = (ψ1, . . . , ψ4) is a vector-function of variables ζ ∈ R4

r = {ζ ∈ R : |ζ| ≤ r = const}; P
is a n× n-matrix and f is a vector-function of independent variables (τ, t, ζ) ∈ R×Rm ×R4

r .
The vector field

dt

dτ
= a(τ, t)

is (θ, ω)-periodic and smooth with respect to (τ, t) order (0, em), and the field given by the
equation

dζ

dτ
= Jζ + ψ(ζ)

is a Lyapunov’s analytical system in the r-neighborhood of the point ζ = 0.
Relatively (θ, ω)-periodic with respect to (τ, t) and smooth with respect to (τ, t, ζ) order

(0, em, e4) of the matrix P , we assume, that the matricant of the homogeneous system corres-
ponding to the system (*) has the property of exponential dichotomy with respect to τ ∈ R
with parameters independent of (t, ζ).

The vector function f is (θ, ω)-periodic with respect to (τ, t), continuous with respect
to (τ, t, ζ) and continuously differentiable with respect to (t, ζ) in the domain of changing
arguments.

Note that the system (*) is obviously independent of the l-vector-variable τ and it will
appear, when the solution of the problem is represented as a multi-periodic function. Therefore,
the system (*) is autonomous with respect to τ ∈ Rl.

Investigates the problem of clarifying the conditions for the existence of a unique (θ, θ, ω)-
periodic with respect to (τ, τ , t) solution x(τ, τ , t, ζ) of the system (*) with the differentiation
operator D.

Under some natural additional conditions, besides shown above, it was established that l = 2
and the system (*) allows the unique solution in the domain (τ, τ , t) ∈ R×R2 ×Rm, 0 < |ζ| ≤
r0 ≤ r.
Keywords: multi-periodic solutions, operator of differentiation, vector field, autonomous system
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An inverse problem for the heat equation with Caputo fractional
derivative

Daurenbek SERIKBAEV1,a, Niyaz TOKMAGAMBETOV2,b

1,2 Institute of Mathematics and Mathematical Modeling, 125 Pushkin str., Almaty, 050010,
Kazakhstan

1,2Al–Farabi Kazakh National University, 71 Al–Farabi ave., Almaty, 050040,
E-mail: aserykbaev.daurenbek@gmail.com, btokmagambetov@math.kz

In this paper we consider an anomalous diffusion equation with nonlocal integral boundary
conditions. An inverse determination problem of the temperature distribution and the source
term is considered. The inverse problem is to be well-posed in the sense of Hadamard whenever
an overdetermination condition of the final temperature is given.

The purpose of this contribution is to study an inverse problem for the anomalous diffusion
equation (see [1])

Dβ0+,tu(x, t) +Dαa+,xDαb−,xu(x, t) = f(x)

where 0 < β ≤ 1, 1/2 < α < 1, (t, x) ∈ (0,+∞) × [a, b]. The problem of determination of
temperature at interior points of a region when the initial and boundary conditions along with
diffusion source term are specified are known as direct diffusion conduction problems. In many
physical problems, determination of coefficients or right hand side (the source term, in case of
the diffusion equation) in a differential equation from some available information is required;
these problems are known as inverse problems.

Funding: The authors were supported by the MESRK grant AP05130994 of the Committee
of Science, Ministry of Education and Science of the Republic of Kazakhstan.
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Spectral geometry: eigenvalue and norm inequalities

Durvudkhan SURAGAN

Nazarbayev University, Astana, Kazakhstan
E-mail: durvudkhan.suragan@nu.edu.kz

In this talk, we discuss some geometric eigenvalue and norm inequalities for the logarithmic
potential and Riesz potential type operators. In this case, the main reason why the results are
useful, beyond the intrinsic interest of geometric extremum problems, is that they produce a
priori bounds for spectral invariants of operators on arbitrary domains. We demonstrate these
in explicit examples. We also discuss nonlinear analogues of these problems related to the
multidimensional MEMS type problems. This talk is based on our joint papers with Kalmenov
T.Sh., Kassymov A., Rozenblum G., Ruzhansky M., Sadybekov M. and Wei D. [1]-[6].
Funding: The author was supported by the grant NU SPG of Nazarbayev University.
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Blowing-up solutions of the time-fractional dispersive partial
differential equations
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This paper is devoted to the study of initial-boundary value problems for time-fractional
analogues of Korteweg-de Vries-Benjamin-Bona-Mahony- Burgers, Rosenau-Korteweg-de Vries-
Benjamin-Bona-Mahony-Burgers, Ostrovsky and time-fractional modified Korteweg-de Vries-
Burgers equations [1] on a bounded domain. Sufficient conditions for the blowing-up of solutions
in finite time of aforementioned equations are presented. We also discuss the maximum principle
and in uence of gradient non-linearity on the global solvability of initial-boundary value problems
for the time-fractional Burgers equation. The main tool of our study is the Pohozhaev nonlinear
capacity method [2]. We also provide some illustrative examples.

These results were carried out in collaboration with Professors B. Ahmad (Saudi Arabia),
A. Alsaedi (Saudi Arabia) and M. Kirane (France) [3].
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О дробном аналоге задачи Робена для уравнения Пуассона

А. АБДУВАИТОВ1,a, Р. МАДИ1,b

1 Международный казахско-турецкий университет имени А.Ясави, Туркестан, Казахстан
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Пусть Ω = {x ∈ Rn : |x| < 1}−единичный шар, n ≥ 2, ∂Ω−единичная сфера, r =

|x| , θ = x
r
, r d

dr
=

n∑
j=1

xj
∂
∂xj
, u (x) гладкая функция в области Ω. Для любого α > 0 следую-

щее выражение

Jαu (x) =
1

Γ (α)

r∫
0

(r − τ)α−1u (τ) dτ, x ∈ Ω

называется интегральным оператором порядка α в смысле Римана-Лиувилля. В дальней-
шем будем считать J0u (x) = u (x) .

Аналогично для любого α ∈ (0, 1] следующее выражение

Dαu (x) =
d

dr
J1−αu (x) ≡ 1

Γ (1− α)

d

dr

r∫
0

(r − τ)−αu (τθ) dτ

называется производной порядка α в смысле Римана-Лиувилля [1]. Пусть 0 < α, β < 1.
Введем обозначиния

B−βα u (x) =
1

Γ (β)

1∫
0

(1− s)β−1s−αu (sx) ds,Bαu (x) = rαBαu (x) .

Пусть 0 ≤ αm < ... < α1 < α < 1, aj ≥ 0, j = 1, 2, ...,m,

Pm (D) = Dα +
m∑
j=1

ajD
αj.

В области Ω рассмотрим следующую задачу

−∆u (x) = f (x) , x ∈ Ω, (1)

Pm (D)u = g (x) , x ∈ ∂Ω. (2)

Решением задачи (1)-(2) назовем функцию u(x) из класса C2(Ω) ∩ C(Ω̄), для которой
B−αα u(x) ∈ C(Ω̄), удовлетворяющее уравнению (1) и краевому условию (2).

Заметим, что данная задача обобщает известную задачу Робена для уравнения Пуассо-
на на дробные порядки граничных операторов. В случае уравнения Лапласа задача была
изучена в работе [2].

Теорема. Пусть 0 ≤ αm < ... < α1 < α < 1, aj ≥ 0, j = 1, 2, ...,m, f (x) ∈
Cλ+1

(
Ω
)
, g (x) ∈ C (∂Ω) , 0 < λ < 1.Тогда решение задачи (1), (2) существует, един-

ственно и представляется в виде

u (x) = B−αα [v] (x) ,

где v (x)− решение следующей вспомогательной задачи

−∆v (x) = F (x) = |x|−2Bα
[
t2f (tθ)

]
(x) , x ∈ Ω, (3)
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v (x) +
m∑
j=1

ajB
−(α−αj)
α v (x) = g (x) , x ∈ ∂Ω (4).

Вспомогательная задача (3),(4) решается сведением ее к интегральному уравнению
Фредгольма.
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Осцилляционные свойства двухчленного дифференциального
уравнения четвертого порядка

Айнагуль АДИЕВА1,a, Рыскул ОЙНАРОВ1,b

1 Евразийский национальный университет им. Л.Н.Гумилева, Астана, Казахстан
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Пусть I = (0,∞), u - непрерывная и неотрицательная функция, а положительная
функция v достаточно раз непрерывно дифференцируемая на интервале I и для любого
a > 0 функция v−1 интегрируемая на интервале (0, a).

Рассмотрим дифференциальное уравнение четвертого порядка

(v(t)y′′(t))′′ − u(t)y(t) = 0, t ∈ I. (1)

Решением уравнения (1) назовем функцию y : I → R - дважды непрерывно дифферен-
цируемую вместе с функцией v(t)y′′(t) на интервале I и удовлетворяющую уравнению (1)
при всех t ∈ I.

Уравнение (1) называется (см.[1], стр.69) осцилляторным, если при любом T > 0 най-
дется (нетривиальное) решение этого уравнения, имеющего правее T более одного дву-
кратного нуля. В противном случае уравнение (1) называется неосцилляторным.

Мы осцилляционные свойства уравнения (1) исследуем в случае

∞∫
T

v−1(t)dt <∞,
∞∫
T

v−1(t)

 t∫
T

r−1(x)dx

2

dt =∞. (2)

на основе известного вариационного принципа (см.[1], Теорема 28).

Пусть
σT∫
T

v−1(t)dt =
∞∫
σT

v−1(t)dt. Введем обозначения

A1(T, σ) = sup
T<y<σT

y∫
T

u(z)

(
y − z

)2

dz

σT∫
y

v−1(t)dt,
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Â1(T, σ) = sup
T<y<σT

y∫
T

u(z)

(
σT − z

)2

dz

σT∫
y

v−1(t)dt,

A2(T, σ) = sup
T<y<σT

σT∫
y

u(z)dz

y∫
T

v−1(t)

(
y − t

)2

dt,

A3(T, σ) =

σT∫
T

v−1(t)

(
σT − t

)2

dt

∞∫
σT

u(z)dz,

A4(T, σ) = sup
y>σT

∞∫
y

u(z)dz

y∫
σT

v−1(t)

(
t− σT

)2

dt,

A5(T, σ) = sup
y>σT

y∫
σT

u(z)

(
z − σT

)2

dz

∞∫
y

v−1(t)dt,

A(T, σ) = max
1≤i≤5

Ai(T, σ), Â(T, σ) = max{Â1(T, σ), max
2≤i≤5

Ai(T, σ)}.

Теорема 1. Пусть выполнено (2). Если lim
T→∞

Â(T, σ) ≤ 1/24, то уравнение (1) неос-
цилляторно.

Теорема 2. Пусть выполнено (2). Если lim
T→∞

A(T, σ) > 1, то уравнение (1) осцилля-
торно.
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Смешанная задача для вырождающихся многомерных
эллиптических уравнений

Серик АЛДАШЕВ

Институт математики и математического моделирования, Алматы, Казахстан
E-mail: aldash51@mail.ru

В [1] доказано существование и единственность классического решения смешанной за-
дачи для вырождающихся многомерных гиперболических уравнений. При этом установ-
лено корректность задачи существенно зависящей от высоты рассматриваемой цилиндри-
ческой области.

Смешанная задача для этих уравнений в обобщенных пространствах изучены в [2,3].
Однако насколько известно автору, эта задача для вырождающихся эллиптических

уравнений не исследованы.
В данной работе показана однозначная разрешимость и получен явный вид класси-

ческого решения смешанной задачи для вырождающихся многомерных эллиптических
уравнений. В статье используется метод, предложенный в работах [4,5].
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Пусть Dα - цилиндрическая область евклидова пространства Em+1 точек (x1, ..., xm, t),
ограниченная цилиндром Γ = {(x, t) : |x| = 1}, плоскостями t = α > 0 и t = 0, где |x| -
длина вектора x = (x1, ..., xm).

Части этих поверхностей, образующих границу ∂Dα области Dα, обозначим через Γα,
Sα, S0 соответственно.

В области Dα рассмотрим вырождающиеся многомерные эллиптические уравнения

Lu ≡ g(t)∆xu+ utt +
m∑
i=1

ai(x, t)uxi + b(x, t)ut + c(x, t)u = 0, (1)

где g(t) > 0, при t > 0, g(0) = 0, g(t) ∈ C[0, α] ∩ C2(0, α), ∆x- оператор Лапласа по
переменным x1, ..., xm, m ≥ 2.

В дальнейшем нам удобно перейти от декартовых x1, ..., xm, t координат к сферическим
r, θ1, ..., θm−1, t, r ≥ 0, 0 ≤ θ1 < 2π, 0 ≤ θi < π, i = 2, 3, ...,m− 1.

В качестве смешанной задачи рассмотрим задачу
Задача 1: Найти решение уравнения (1) в области Dα из класса C1(Dα) ∩ C2(Dα),

удовлетворяющее краевым условиям

u

∣∣∣∣
S0

= τ(r, θ), ut

∣∣∣∣
S0

= ν(r, θ), u

∣∣∣∣
Γα

= ψ(t, θ), (2)

при этом τ(1, θ) = ψ(0, θ), ν(1, θ) = ψt(0, θ).
Пусть ai(r, θ, t), b(r, θ, t), c(r, θ, t) ∈ W l

2(Dα) ⊂ C(Dα), l ≥ m+1, i = 1, ...,m, c(r, θ, t) ≤ 0,
∀(r, θ, t) ∈ Dα, W

l
2(Dα) -пространства Соболева.

Тогда справедлива
Теорема. Если τ(r, θ), ν(r, θ) ∈ W l

2(S0), ψ(t, θ) ∈ W l
2(Γα), l > 3m

2
, то задача 1 имеет

единственное решение.
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Об одной системе дифференциальных уравнений
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Рассматривается нелинейная система дифференциальных уравнений

dyi
dx

=
n∑
k=1

pik(x)yk + gi(x, y1, . . . , yn), i = 1, . . . , n; (1)

где функций pik(x), i = 1, . . . , n; k = 1, . . . , n; непрерывные на промежутке I ≡ [x0,+∞),
функций gi(x, y1, . . . yn), i = 1, . . . , n; непрерывные по x на промежутке I, имеют непре-

рывные частные производные по ys, s = 1, . . . , n; в области ‖y‖ =

(
n∑
s=1

y2
s

) 1
2

< h, y =

colon [y1, . . . , yn] , gi(x, 0, . . . , 0) = 0, i = 1, . . . , n;

Теорема 1. Если для некоторого числа α > 0 и для некоторой положительной непре-

рывной функции ϕ(x),
x∫
x0

ϕ(s)ds ↑ +∞, при x ≥ x0 выполняются условия:

1) имеют место неравенства: pk,k(x) − pk+1,k+1(x) ≥ αϕ(x), α > 0, k = 1, . . . , n − 1; при
x ≥ x0;
2) существуют пределы: lim

x→+∞
|pik(x)|
ϕ(x)

= 0, i 6= k, i = 1, 2, . . . , n, k = 1, 2, . . . , n;

3) lim
x→+∞

1
q(x)

x∫
x0

pkk(s)ds = βk, k = 1, 2, . . . , n; и β1 < 0; q(x) =
x∫
x0

ϕ(s)ds.

4) Для 0 < α < |β1|, m > 1 и 0 < ε < (m− 1)α имеет место
x∫
x0

e[ε+α(1−m)][q(s)−q(x0)]ds <∞;

5) векторная функция g(x, y) = colon[g1(x, y1, . . . , yn), . . . , gn(x, y1, . . . , yn)] удовлетворяет
неравенству

‖g(x, y)‖ ≤ K‖y‖m, K > 0, m > 1;

где

‖g(x, y)‖ =

(
n∑
i=1

g2
i (x, y1, . . . , yn)

) 1
2

;

тогда нулевое решение нелинейной системы дифференциальных уравнений (1) экспонен-
циально устойчиво относительно q(x) при x→ +∞.

Рассматривается линейная однородная система дифференциальных уравнений с част-

Institute of Mathematics and Mathematical Modeling. – Almaty: April 3–5. – 2019



50 Традиционная апрельская математическая конференция. – 2019

ными производными первого порядка

∂u1
∂x

+

(
n∑
k=1

p1k(x)yk + g1(x, y1, . . . , yn)

)
∂u1
∂y1

+ . . .+

+

(
n∑
k=1

pnk(x)yk + gn(x, y1, . . . , yn)

)
∂u1
∂yn

= 0

∂u2
∂x

+

(
n∑
k=1

p1k(x)yk + g1(x, y1, . . . , yn)

)
∂u2
∂y1

+ . . .+

+

(
n∑
k=1

pnk(x)yk + gn(x, y1, . . . , yn)

)
∂u2
∂yn

= 0

∂un
∂x

+

(
n∑
k=1

p1k(x)yk + g1(x, y1, . . . , yn)

)
∂un
∂y1

+ . . .+

+

(
n∑
k=1

pnk(x)yk + gn(x, y1, . . . , yn)

)
∂un
∂yn

= 0;

(2)

где u1(x, y1, . . . , yn), . . . , un(x, y1, . . . , yn) неизвестные функции.
Теорема 2. Если выполняются условия теоремы 1, тогда линейная однородная система
(2) имеет интегральный базис, примыкающий к нулю
Funding: Авторы были поддержаны грантом AP05132615 КН МОН РК.
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Об одном методе построения решения аналога уравнения Бесселя
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E-mail:a turganai96_96@mail.ru, b shahimat95@gmail.com

Настоящая работа посвящена к исследованию методов построения явных решений диф-
ференциальных уравнений типа Бесселя. Пусть β > 0, µj ≥ 0, j = 1, 2, ...,m, λ 6= 0. Рас-
смотрим в области t > 0 дифференциальное уравнение вида

Dβy(t) ≡ t−β
(
t
d

dt
+ µ1

)(
t
d

dt
+ µ2

)
...

(
t
d

dt
+ µm

)
y(t) = λy(t) + f(t) (1)

Уравнение вида (1) обобщает известное уравнение Бесселя и в случае µj = β · γj, j =
1, 2, ...,m, где γj− некоторые действительные числа исследовалась в работе [1].

Введем обозначение

D−1
β y(t) = tβ

1∫
0

...

1∫
0

τµ1+β−1...τµm+β−1y(tτ1 · ... · τm)dτ1...dτm,

D−kβ = D−1
β ·D

−1
β · ... ·D

−1
β︸ ︷︷ ︸

k

, k ≥ 1.
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В настоящей работе мы предлагаем новый метод построения явного вида решения
уравнения вида (1), которая основана на построении нормированных систем относительно
пары операторов (Dβ, λ). Подробнее об этом методе можно узнать в работе [2]. Обозначим

Cµ̄,k =
m∏
i=1

k∏
n=1

(nβ + µi − µj)−1, k ≥ 1, Cµ̄,0 = 1

Теорема 1. Пусть µj ≥ 0, β + µi − µj > 0, i, j = 1, 2, ...,m. Тогда ряд

yj(t) =
∞∑
k=0

λkCµ̄,kt
kβ−µj , j = 1, 2, ...,m

сходится равномерно на любом отрезке [a, b] ⊂ (0,∞), a, b < ∞, к нему можно почленно
применять операторDβ. Кроме того, функции yj(t) иDβyj(t) принадлежат классу C(0,∞).

Теорема 2. Пусть µj ≥ 0, µi 6= µj, i 6= j, β + µi − µj > 0, i, j = 1, 2, ...,m, f(t) = 0. Тогда
функции yj(t) из (2) являются линейно независимыми решениями однородного уравнения
(1) на (0, ∞).

Теорема 3. Пусть µj ≥ 0, µi 6= µj, i 6= j, β + µi − µj > 0, i, j = 1, 2, ...,m, f(t) ∈
C[0, a], f0(t) = D−1

β f(t) и функции fk(t), k = 0, 1, 2, ... определены равенством

f0(t) = D−1
β [f ](t), fk(t) = λkD−kβ [f0](t), k = 1, 2, ...,

Тогда функция

yf (t) =
∞∑
k=0

fk(t)

является частным решением неоднородного уравнения (1) из класса C[0, a].
Funding: Авторы были поддержаны грантом AP05131268 КН МОН РК.
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Об устойчивости разностно-динамических систем с
запаздывающим аргументом
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В предлагаемой работе делаются попытки распространения второго метода Ляпунова
на разностно-динамические системы (РДС) с запаздывающим аргументом [1-3]

xn+1 = f(xn, xn−1, ...xn−m. (1)
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РДС с запаздывающим аргументом (1) имеет решение, если заданы начальные значения
x−m, x−m+1, ..., x−1, x0 и f – однозначная вектор-функция, определенная в области про-
странства Rk(m+1) и это решение продолжимо при n > 0, если xn не выходит за границы
области определения f.

Предположим, что f(0, ...0) и f удовлетворяют условию Липшица по всем аргументам.
Определение. Тривиальное решение РДС (1) с запаздывающим аргументом называ-

ется устойчивым по Ляпунову, если для любого числа ε > 0 существует δ = δ(ε) такая,
что для любых x−j (j = 0,m), удовлетворяющих неравенству

m∑
j=0

‖xj‖ < δ

следует неравенство
‖xn‖ < ε для ∀n > 0.

Если к тому же будет
lim
n→∞

‖xn‖ = 0,

то говорят, что имеется асимптотическая устойчивость.
Теорема 1. Если существует определенно-положительная функция:

Vn = V (xn, xn−1, ..., xn−m) в области определения правой части РДС (1) с неположительной
правой разностью от произвольных xn и всяких xj, удовлетворяющих неравенству

V (xj) ≤ V (xn+1, j = n−m,n,

то нулевое решение РДС (1) устойчиво по Ляпунову.
Теорема 2. Если существует такая определенно-положительная функция:

Vn = V (xn, xn−1, ..., xn−m что первая разность ∆Vn вдоль решения (1) удовлетворяет нера-
венству

∆Vn ≤ −U(‖xn‖)

для всяких xj таких, что

V (xj) ≤ −W (xn+1, n−m ≤ j ≤ n,

то нулевое решение РДС (1) с запаздывающим аргументом асимптотически устойчиво.
Здесь U(rn) – определенно-положительная функция скалярного аргумента,W – непре-

рывная монотонно-возрастающая функция, удовлетворяющая неравенству W (rn) > rn.
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О тригонометрических множителях в весовых пространствах
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Работа посвящена изучению тригонометрический проблемы множителей в весовых
пространствах λpq.

Классическая постановка тригонометрической проблемы множителей заключается в
следующем: пусть f ∈ L1[0, 2π] и {ak(f)} ее последовательность коэффициентов Фурье
по тригонометрической системе. При этом предпололагается, что f обладает свойстами,
достаточными, чтобы {ak(f)} ∈ lp, 1 ≤ p ≤ ∞. Требуется определить гладкостные и мет-
рические характеристики функции φ для того, чтобы Tφf = {ak(f · φ)} ∈ lp, то есть опре-
делить условия на функцию φ, гарантирующие ограниченность оператора Tφ : lp −→ lp.
Класс таких функций обозначается через Mp.

Эта задача рассматривалась в работах Стечкина С.Б. [1], Хиршмана И.И. [2], Эдель-
штейна С.Л. [3], Бирмана М.Ш. и Соломяка М.З. [4], Караджова Г.Е. [5].

Пусть 0 < q, p <∞. Будем говорить, что последовательность a = {ak}∞k=−∞ принадле-
жит классу λp,q, если конечна величина:

∥∥a∥∥
λp,q

=

(
∞∑

k=−∞

|ak|q|k̄|(
q
p
−1)

) 1
q

<∞, k̄ = max(|k|, 1).

Если q =∞, то
∥∥a∥∥

λp,∞
= sup |ak||k̄|

1
p .

Будем говорить, что функция φ принадлежит классу Mp1,q1
p0,q0

, если линейный оператор
Tφ ограничен из λp0,q0 в λp1,q1 и∥∥φ∥∥

M
p1,q1
p0,q0

=
∥∥Tφ∥∥λp0,q0−→λp1,q1 .

Лемма 1. Пусть 1 < r, p, q <∞, 0 < s ≤ ∞, 1
t1

+ 1
t2

= 1
s
и 1

q
+ 1

s
= 1

r1
+ 1

r2
.

Тогда имеет место следующее неравенство∥∥a ∗ b∥∥
λqs
≤ c

∥∥a∥∥
λr1t1

∥∥b∥∥
λr2t2

.

Теорема 1. Пусть 1 < p0 < 2 < p1, q1 ≤ p1, p0 ≤ q0, 0 < s, q0, q1 <∞,
1

p0

− 1

p1

<
1

2
,

1

r
=

1

p0

− 1

p1

,
1

s
=

1

q1

− 1

q0

.

Тогда имеет место вложение
Lrs[0, 1] ↪→Mp1,q1

p0,q0
.

Теорема 2. Пусть 1 < p0 ≤ q0 ≤ q1 ≤ p1 < 2, 1 < s, q0, q1 < ∞ α =
1

p1

− 1

2
,

1

r
=

1

p0

− 1

2
, 1− 1

s
=

1

q0

− 1

q1

.

Тогда справедливо следующее вложение

Bα
rs[0, 1] ↪→Mp1,q1

p0,q0
.
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Об ограниченности потенциала типа Рисса в локальных
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Здесь приводятся достаточные условия ограниченности потенциала Рисса в локальных
пространствах типи Морри с переменным показателем.

Потенциал типа Рисса определяется равенством:

Iα(x) f(x) =

∫
Rn

f(y)

|x− y|n−α(x)
dy,

где 0 < α(x) < n.
Пусть p(x) - измеримая функция на открытом на множестве Ω ⊂ Rn .
Предположим

1 ≤ p− ≤ p (x) ≤ p+ <∞,

где
p− = p−(Ω) = infx∈Ω p(x), p+ = p+ (Ω) = supx∈Ω p (x) .

Пусть P log(Ω) - это множество функций p(x) , для которых

p(x)− p(y) ≤ C

−ln x− y
, x− y ≤ 1

2
, x, y ∈ Ω.

Обозначим через Lp(.)(Ω) пространство всех измеримых функций f(x) на Ω, таких, что

Ip(.)(f) =

∫
Ω

[f(x)]p(x) dx <∞,

где норма определяется следующим образом:

||f ||p(.) = inf
{
η > 0, Ip(.)

(
f

η

)
≤ 1 } .
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Пусть w(x, r) - неотрицательная изммеримая функция на Ω × [0, l], где Ω ⊂ Rn, l =
diamΩ, 1 ≤ θ <∞. Локальное пространство Морри с переменным показателем LMp(.),w(.),θ

- это множество функций с конечной квазинормой:

||f ||LMp(.),w,θ
=
∣∣∣∣∣∣w (r) ||f ||

Lp(.)(B(0,r)

∣∣∣∣∣∣
Lθ(0,∞)

<∞,

где B(x, r) - шар в n -мерном пространстве с центром в точке x и радиусом r.
Пусть θp(x,r) = n

p(x)
, при r ≤ 1; θp(x,r) = n

p(∞)
, при r > 1.

Теорема. Пусть p1(x), p2(x) ∈ P log(Ω) и α− = infx∈Ω α(x) > 0, (αp)+ = supx∈Ω α(x)p(x) <
n,

1
p2 (x)

=
1

p1 (x)
− α (x)

n
,

1 ≤ θ <∞, и пусть измеримые функции w1, w2 удовлетворяют условию:

sup
t>0

∫ ∞
0

(
rθp1 (0,t)

w2 (r, t)

)θ ∫ ∞
r

(
s− θp2 (0,r)−1w1 (s, r)

) θ
θ−1 dsdr <∞

Тогда оператор Iα ограничен из LMp1(.),w1,θ в LMp2(.),w2,θ .
Отметим, что обобщенные пространства типа Морри с переменным показателемMp(·),w(·)

рассмотрены в работах [1] и [2]. Для таких пространств аналог приведенной теоремы рас-
смотрен в [2].
Ключевые слова: потенциал типа Рисса, локальные пространства типа Морри, ограниченность.
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Краевые условия объемного гиперболического потенциала в
области с криволинейной границей

Бауыржан ДЕРБИСАЛЫ
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Объемные потенциалы для уравнений в частных производных в силу своей теорети-
ческой и прикладной значимости являются одними из важных понятий современной тео-
рии дифференциальных уравнений. Ключевыми этапами развития этой теории явились
исследования, проведенные Ньютоном для эллиптических потенциалов, где наряду с фун-
даментальными исследованиями целого ряда существенных вопросов данной теории, была
также показана практическая значимость проблемы. Различные приложения объемного
потенциала в электростатике, теплопроводности, упругости, диффузии и других областях
науки хорошо известны и привлекли внимание таких учҷных, как Лаплас, Гаусс, Пуассон,
Грин, Бельтрами, Кирхгоф, лорд Кельвин, Гобсон, Ляпунов, Соболев, Бицадзе и других,
которые внесли значительный вклад в развитие этой теории в течении нескольких столе-
тий.
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Начиная с работ Т.Ш. Кальменова, его учеников и последователей были заложены
основы теории краевых задач для различных видов объемных потенциалов. Также в ми-
ровой литературе такие ученые, как Engquist B. и Majda A., Givoli D, Li J.R., Greengard
L., Hagstrom T., Tsyn-kov S.V., Saito N., Wu X. and Zhang J. использовали аналогичные
результаты исследований для решения различных задач математической физики и чис-
ленных расчетов.

В настоящем докладе мы построим краевые условия объемного гиперболического по-
тенциала

u(x, t) =

∫
Ω

ε(x, t, ξ, τ)f(ξ, τ)dξdτ, (1)

где ε(x, t, ξ, τ) – фундаментальное решение задачи Коши для линейного гиперболического
уравнения

Lu(x, t) = uxx − utt + a(x, t)ux + b(x, t)ut + c(x, t)u = f(x, t) (2)

а Ω ∈ R2 – область, ограниченная кривыми x = α(t) и x = β(t) и отрезками прямых t = 0
и t = T > 0. Здесь α(t) < β(t), α(0) = 0, β(0) = 1, |α′(t)| < 1, |β′(t)| < 1.

Рассмотрим уравнение (2) в области Ω. Хорошо известно, что при T > 1/2 решение
уравнения (2) в Ω не однозначно восстанавливается по начальным условиям

u(x, 0) = ut(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ 1. (3)

Для однозначности необходимо использование краевых условий.
Ставится задачей построение краевых условий, по которым решение уравнения (2) в

Ω будет однозначно определяться в виде (1).
Построенные краевые условия имеют, вообще говоря, интегральный вид. Однако для

частных случаев, когда все младшие коэффициенты уравнения (2) равны нулю, краевые
условия имеют вид

ux(α(t), t)− ut(α(t), t) = 0, 0 ≤ t ≤ T, (4)

ux(β(t), t) + ut(β(t), t) = 0, 0 ≤ t ≤ T. (5)

Доклад основан на результатах совместных исследований с М.А. Садыбековым и Т.Ш.
Кальменовым.
Funding: Автор был поддержан грантом AP05133239 КН МОН РК.

Ключевые слова: волновой потенциал, объемный потенциал, краевые условия

2010 Mathematics Subject Classification: 35L05, 35L15, 35L20

— >>> —

О граничной задаче теплопроводности в трехмерном конусе
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Изучается следующая граничная задача в перевернутом конусе
G = {(x; y, t) : x2 + y2 < t2, 0 < t < T} для уравнения

∂u

∂t
= a2

(
∂2u

∂x2 +
∂2u

∂y2

)
(1)

с граничным условием на поверхности конуса

u(x, y, t) = uc(x, y, t),
√
x2 + y2 = t, 0 < t < T, (2)
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где uc(x, y, t) – заданная функция.
Переходя к полярным координатам в задаче (1)–(2) и предполагая выполнение свойства

изотропности по угловой координате, получаем: найти в области Ω = {(r, t) : 0 < r < t, 0 <
t < T} решение уравнения

∂u

∂t
=
a2

r

∂

∂r

(
r
∂u

∂r

)
, (3)

удовлетворяющего граничным условиям

lim
r→ 0

u(r, t)

ln (1/r)
= u0(t), 0 < t < T, (4)

lim
r→ t

u(r, t) = u1(t) ≡ uc(x, y, t)
∣∣√

x2+y2=t
, 0 < t < T. (5)

Решение граничной задачи (3)–(5) сводится к изучению вопросов разрешимости неод-
нородного интегрального уравнения

t ϕ(t)− λ√
π

t∫
0

ϕ(τ)d τ√
t− τ

= f(t), 0 < t < T <∞, (6)

где λ – заданная положительная постоянная величина, {f(t), t ∈ (0, T )} – заданная функ-
ция.

Сформулируем основные результаты работы.
Теорема 1. Пусть t−3/2u0(t), t−1/2u1(t) ∈ L∞(0, T ). Тогда граничная задача (3)–(5)

имеет общее решение

u(r, t) = Cuhom(r, t) + upart(r, t) ∈ L∞(Ω; r−1/2),

т.е., r−1/2u(r, t) ∈ L∞(Ω), C = const,
где uhom(r, t) и upart(r, t) являются решениями соответственно однородного (при u0(t) ≡
0, u1(t) ≡ 0) и неоднородного граничных задач (3)–(5).

В случае осевой симметрии из теоремы 1 следует следующий результат.
Теорема 2. Пусть t−1/2u1(t) ≡ t−1/2uc(x, y, t)

∣∣√
x2+y2=t

∈ L∞(0, T ). Тогда граничная
задача (1)–(2) имеет общее решение

u(x, y, t) = Cuhom(x, y, t) + upart(x, y, t) ∈ L∞(G; (x2 + y2)−1/4),

т.е., (x2 + y2)−1/4u(x, y, t) ∈ L∞(G), C = const,
где uhom(x, y, t) и upart(x, y, t) являются решениями соответственно однородного
(при uс(x, y, t) ≡ 0) и неоднородного граничных задач (1)–(2).

Доказательства теорем 1 и 2 основаны на следующей теореме.
Теорема 3. Пусть t−1/2f(t) ∈ L∞(0, T ). Тогда интегральное уравнение (6) имеет общее

решение
ϕ(t) = Cϕhom(t) + ϕpart(t) ∈ L∞(0, T ); t−1/2),

т.е., t−1/2ϕ(t) ∈ L∞(0, T ), C = const,
где ϕhom(t) и ϕpart(t) являются решениями соответственно однородного (при f(t) ≡ 0) и
неоднородного интегральных уравнений (6).
Funding: Авторы были поддержаны грантами AP05130928, AP05132262 и BR05236693 КН МОН РК.
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Об одном обобщении задачи типа Самарского-Ионкина для случая
уравнения Пуассона

Айшабиби ДУКЕНБАЕВА

Институт математики и математического моделирования,
Казахский национальный университет им. аль-Фараби

Алматы, Казахстан
E-mail: dukenbayeva@math.kz

В настоящем докладе мы формулируем и исследуем обобщение задачи Самарского-
Ионкина для случая уравнения Пуассона в круге.

Постановка задачи. Пусть Ω = {z = (x, y) = x+ iy ∈ C : |z| < 1} – единичный круг,
r = |z| и ϕ = arctan(y/x). Рассмотрим следующие две задачи (k = 1, 2). Найти функцию
u(z) ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω), удовлетворяющую внутри Ω уравнению Пуассона

−∆u(z) = f(z), |z| < 1, (1)

а на его границе – краевым условиям

u(1, ϕ)− αu(1, 2π − ϕ) = τ(ϕ), 0 ≤ ϕ ≤ π, (2)

∂u

∂r
(1, ϕ) + (−1)k

∂u

∂r
(1, 2π − ϕ) = ν(ϕ), 0 ≤ ϕ ≤ π, (3k)

где α ∈ R, f(z) ∈ Cγ(Ω), τ(ϕ) ∈ C1+γ[0, π], ν(ϕ) ∈ Cγ[0, π], 0 < γ < 1.
Очевидно, что необходимым условием существования решения задачи (1),(2),(3k ) из

класса C1(Ω) является выполнение условий согласования:

ν(0) = ν(π) = 0 при k = 1 (4)

и
τ(0) = τ(π) = 0 при α = 1 и τ ′(0) = τ ′(π) = 0 при α = −1. (5)

Антипериодическая краевая задача (1),(2),(31) при α = −1 и периодическая краевая
задача (1),(2),(32) при α = 1 были исследованы в [1,2]. В [3] исследованы спектральные
свойства задачи (1),(2),(3k).

В настоящем докладе исследуется корректность задач (1),(2),(3k ). Обоснована воз-
можность применения метода разделения переменных. Построена в явном виде функция
Грина задачи и получено интегральное представление решения.

Доклад основан на результатах совместных исследований с М.А. Садыбековым и Н.А.
Есиркегеновым [4].
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К распределению собственных значений дифференциального
оператора третьего порядка с регулярными краевыми условиями

Нурлан ИМАНБАЕВ,

Южно-Казахстанский государственный педагогический университет, Шымкент, Казахстан
E-mail: imanbaevnur@mail.ru,

В пространстве L2 (0, 1) рассмотрим оператор L0, порожденный обыкновенным диф-
ференциальным выражением

l (u) = P0 (x)u′′′ (x) + P1 (x)u′′ (x) + P2 (x)u′ (x) + P3 (x)u (x) (1)

и регулярными краевыми условиями

U1 (u) = u (0) = 0, U2 (u) = u (1) = 0, U3 (u) = u′ (0)− u′ (1) = 0 (2)

Пусть P0 (x) = +1, P1 (x) = P2 (x) = P3 (x) = 0, то есть

L0u ≡ l (u) = +u′′′ (x) . (3)

Тогда l∗ (ϑ)-сопряженное дифференциальное выражение:

l∗ (ϑ) = −ϑ′′′ (x) , 0 < x < 1. (4)

Следовательно, оператор L∗0, сопраженный оператору L0 задается дифференциальным
выражением (4) и краевыми условиями

V1 (ϑ) ≡ ϑ (1) = 0, V2 (ϑ) ≡ ϑ (0) = 0, V3 (ϑ) = ϑ′ (0)− ϑ′ (1) = 0. (5)

Нами исследуется задача на собственные значение оператора

L0u ≡ l (u) = u′′′ (x) = −λu (x) , 0 < x < 1 (6)

с краевыми условиями (2)
Имеет место следующая
Теорема. Характеристический определитель спектральной задачи (6)-(2), представим

в виде экспоненциального квазиполинома

∆ (λ) =
3
√
λ
(

(k2 − k3) ek1
3√
λ + (k1 − k2) e(k2+k1)

3√
λ + (k3 − k1) ek2

3√
λ+

+ (k3 − k1) e(k3+k1)
3√
λ + (k1 − k2) ek3

3√
λ + (k2 − k3) · e(k2+k3)

3√
λ
)
,

где k1 = 1, k2 = −1
2

+ i
√

3
2

, k3 = −1
2
− i

√
3

2
и является целой аналитической функцией

переменного λ.
Утверждение.
1. Существует бесконечно много собственных значений оператора L0. .
2. Расстояние между двумя соседними собственными значениями одной серии (j −

const) ровно 2π
|d| .

3. Собственные значения оператора L0 каждой серии лежат на лучах, перпендикулярно
отрезку, содержащему числа(

k1, k3 + k1

)
;
(
k3, k3 + k1

)
;
(
k2 + k3, k3

)
;
(
k2 k2 + k3

)
;

Institute of Mathematics and Mathematical Modeling. – Almaty: April 3–5. – 2019



60 Традиционная апрельская математическая конференция. – 2019

(
k2, k2 + k1

)
;
(
k2 + k1, k1

)
.

Ключевые слова: собственные значения, регулярные краевые условия,целая функция, спектральная задача,
характеристический определитель
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Спектральная задача, возникающая в задаче стабилизации для
нагруженного уравнения теплопроводности: двумерный и

многоточечный случаи
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Идея свести задачу стабилизации для параболического уравнения с помощью гранич-
ных управлений к вспомогательной краевой задаче в расширенной области независимых
переменных принадлежит А.В. Фурсикову [1]. Ранее мы изучали задачи стабилизации для
нагруженных одно- и двумерных уравнений теплопроводности [2–4]. В данной работе ис-
следуются спектральные свойства нагруженного двумерного оператора Лапласа, которые
используются для решения задачи стабилизации.

Постановка задачи. Пусть Ω = {x, y : −π/2 < x, y < π/2} – область с границей ∂Ω.
В цилиндре Q = Ω × {t > 0} с боковой поверхностью Σ = ∂Ω × {t > 0} рассматривается
граничная задача для нагруженного уравнения теплопроводности

ut −∆u+
M∑
m=1

αm · u(xm, y, t) +
N∑
n=1

βn · u(x, yn, t) = 0, {x, y, t} ∈ Q, (1)

u(x, y, 0) = u0(x, y), {x, y} ∈ Ω, (2)

u(x, y, t) = p(x, y, t), {x, y, t} ∈ Σ, (3)

где {xm, yn, m = 1, ...,M, n = 1, ..., N} ⊂ (−π/2, π/2) – фиксированные, {αm, βn, m =
1, ...,M, n = 1, ..., N} ⊂ C – заданные, u0(x, y) ∈ L2(Ω) – заданная функция.

Требуется: найти такую функцию p(x, y, t), чтобы решение граничной задачи удовле-
творяло неравенству

‖u(x, y, t)‖L2(Ω) ≤ C0e
−σt, σ > 0, t > 0. (4)

Уравнение (1) называется нагруженным уравнением [5]. Отметим, что задача (1)–(4) с
одной точкой нагрузки была изучена в [4].

Вспомогательная граничная задача (ВГЗ). Пусть Ω1 = {x, y : −π < x, y < π} и
Q1 = Ω1 × {t > 0}.

zt −∆z +
M∑
m=1

αm · z(xm, y, t) +
N∑
n=1

βn · z(x, yn, t) = 0, {x, y, t} ∈ Q1, (5)
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z(x, y, 0) = z0(x, y), {x, y} ∈ Ω1, (6)

∂jz(−π, y, t)
∂xj

=
∂jz(π, y, t)

∂xj
, {y, t} ∈ (−π, π)× {t > 0},

∂jz(x,−π, t)
∂yj

=
∂jz(x, π, t)

∂yj
, {x, t} ∈ (−π, π)× {t > 0}, j = 0, 1. (7)

Требуется: найти такую начальную функцию z0(x, y), чтобы решение ВГЗ удовлетворяло
неравенству

‖z(x, y, t)‖L2(Ω1) ≤ C0e
−σt, σ > 0, t > 0, (8)

где постоянные C0 и σ такие же как в исходной задаче (1)–(4).
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Пусть 0 < r, q, p < ∞ и I = (0,∞). Пусть w, u и v — весовые функции, т.е., неотрица-
тельные и локально суммируемые на I функции.

Для f ≥ 0 рассмотрим неравенства ∞∫
0

u(x)

 x∫
0

 t∫
0

K(t, s)f(s)ds

r

w(t)dt


q
r

dx


1
q

≤ C

 ∞∫
0

v(x)fp(x)dx

 1
p

, (1)

и  ∞∫
0

u(x)

 x∫
0

 ∞∫
t

K(s, t)f(s)ds

r

w(t)dt


q
r

dx


1
q

≤ C

 ∞∫
0

v(x)fp(x)dx

 1
p

, (2)
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с ядром K(·, ·) ≥ 0, удовлетворяющим условию Ойнарова (см. [1]): существует константа
d > 0 такая, что

d−1(K(t, τ) +K(τ, s)) ≤ K(t, s) ≤ d(K(t, τ) +K(τ, s)) (1.5)

для 0 < s ≤ τ ≤ t <∞.
В последние годы изучению неравенств типа (1) и (2) посвящено большое количество

работ (см., например, [2–7]). Интерес к данному типу неравенств вызван их применимо-
стью к пространствам типа Морри ([8] и [9]). Более того, зная характеризацию данных
неравенств, легко получить характеризацию билинейных неравенств Харди ([7] и [10]).

В данной статье мы также находим необходимые и достаточные условия для выпол-
нения неравенств (1) и (2), но полученные нами условия являются альтернативными по
сравнению с условиями, найденными ранее. Естественно, что метод исследования также
альтернативный. Здесь поставленная задача решена при 0 < r <∞ и 1 < p ≤ q <∞.
Funding: Автор был поддержан грантом AP05130975 КН МОН РК.
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Осцилляционные свойства одного класса квазилинейных
разностных уравнений второго порядка

Айгерим КАЛЫБАЙ 1,a, Данагул КАРАТАЕВА 2,b

1 Университет КИМЭП , Алматы, Казахстан
2 Евразийский национальный университет им. Л.Н.Гумилева, Астана, Казахстан

E-mail: akalybay@kimep.kz, bdanagul83@mail.ru

Рассмотрим квазилинейное разностное уравнение второго порядка

∆(ρi|∆yi|p−2∆yi) + vi|yi+1|p−2yi+1 = 0, i = 0, 1, 2, ..., (1)

где 1 < p <∞, ∆yi = yi+1 − yi, {ρi} - последовательность положительных, {vi} - последо-
вательность неотрицательных действительных чисел.

Говорят, что интервал (m,m + 1], m ∈ N , содержит обобщенный нуль решения y =
{yk}∞k=0 уравнения (1), если xm 6= 0 и ymym+1 ≤ 0. Нетривиальное решение уравнения (1)
называется осцилляторным, если оно имеет бесконечно много обобщенных нулей на дис-
кретном интервале [n,∞), n ∈ N , в противном случае решение уравнения (1) называется
неосцилляторным. Если все решения уравнения (1) осцилляторно,то уравнение называ-
ется осцилляторным. Уравнение (1) называется уравнением без сопряженных точек на
дискретном отрезке [m,n], если каждое его решение имеет не более одного обобщенного
нуля на дискретном интервале (m,n+1] и его решение y с начальными условиями ym = 0,
ym+1 6= 0, не имеет обобщенного нуля на (m,n+ 1].

Обозначим через
◦
Y (m,n) совокупность нетривиальных последовательностей действи-

тельных чисел y = {yi}∞i=0 таких, что supp y ⊂ [m+ 1, n], n <∞.
Рассмотрим дискретное неравенство Харди

n∑
i=m

vi−1|yi|p ≤ C
n∑

i=m

ρi|∆yi|p, y ∈
◦
Y (m,n), (2)

где C - наименьшая постоянная в (2).
Пусть 0 ≤ m < n ≤ ∞. Положим

Bp(m,n) = sup
m≤t≤s<n


j−1∑
t=s

vi

( t∑
i=m

ρ1−p′
i

)1−p

+

(
n∑
i=s

ρ1−p′
i

)1−p
−1 ,

αp = inf
λ>1

λp(λp−1)
(λ−1)p

, 1/p+ 1/p′ = 1.

Теорема 1. Пусть 0 ≤ m < n ≤ ∞ и
∞∑
i=1

ρ1−p′
i < ∞ при n = ∞. Неравенство (4)

выполнено тогда и только тогда, когда Bp(m,n) <∞ при этом

Bp(m,n) ≤ C ≤ 2αpBp(m,n), (3)

где C - наименьшая постоянная в (2).
Приведем осцилляционные свойства уравнения (1) вытекющие, на основания извест-

ного вариационного принципа, из утверждения Теоремы 1.

Теорема 2. Пусть 0 ≤ m < n ≤ ∞ и
∞∑
i=1

ρ1−p′
i <∞ при n =∞. Тогда

(i) для безсопряженности уравнения (1) на интервале [m,n] условие Bp(m,n) ≤ 1 необхо-
димо, а условие 2αpBp(m,n) ≤ 1 достаточно;
(ii) для сопряженности уравнения (1) на интервале [m,n] условие 2αpBp(m,n) > 1 необ-
ходимо, а условие Bp(m,n) > 1 достаточно.
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Теорема 3. Пусть
∞∑
i=1

ρ1−p′
i <∞.

(i) Для неосцилляторности уравнения (1) условие Bp(m,∞) ≤ 1 при некотором m ≥ 0
необходимо, а условие 2αpBp(n,∞) ≤ 1 при некотором n ≥ 0 достаточно;
(ii) Для осцилляторности уравнения (1) условие 2αp lim

m→∞
supBp(m,∞) > 1 необходимо, а

условие lim
m→∞

supBp(m,∞) ≥ 1 достаточно.
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неравенство, наилучшая постоянная
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Ограниченность одного класса интегральных операторов из
весового пространства Соболева в весовое пространств Лебега
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Пусть I = (a, b), −∞ ≤ a < b ≤ ∞. Пусть 1 < p, q < ∞, 1
p

+ 1
p′

= 1. Пусть υ, ρ, u и ω

неотрицательные на I функции такие, что υp, ρp, ωp,ur, ρ−p′ , ω−q′ локально суммируемы
на I.

Обозначим через W 1
p (u, υ) ≡ W 1

p (u, υ, I) пространство всех локально абсолютно непре-
рывных на I функций, для которых конечно норма

‖f‖W 1
p

= ‖ρf ′‖p + ‖υf‖p,

где ‖ · ‖p - обычная норма пространства Lp(I).
ЧерезW 1

◦

p(ρ, υ) ≡ W 1
◦

p(ρ, υ, I) обозначим замыкание множества AC
◦

(I)∩W 1
p (ρ, υ) по норме

пространства W 1
p (ρ, υ).

Пусть Lp,υ ≡ Lp(υ, I) пространство всех измеримых на I функций с конечной нормой
‖f‖p,υ ≡ ‖υf‖p.

Рассмотрим ограниченность интегрального оператора

K+f(x) =

x∫
a

K(x, s)f(s)ds, x ∈ I, (1)

из W 1
◦

p(ρ, υ) в Lq,(ω, I), т.е. выполнение неравенства

‖ωK+f‖q ≤ C(‖ρf ′‖p + ‖υf‖p), f ∈ W 1
◦

p(ρ, υ). (2)

Теорема 1. Пусть 1 < p ≤ q <∞ и ядро оператора (1) принадлежит классу O−n (Ω),
n ≥ 0. Тогда для оператора (1) неравенство (2) выполнено тогда и только тогда, когда
max{F+

i , G
+
j } < ∞ хотя бы при одной паре (i, j), i, j = 1, 2, при этом для наилучшей

постоянной C > 0 в (2) имеет место соотношение C ≈ max{F+
i , G

+
j }, i, j = 1, 2. Здесь

F+
i = sup

z∈I
F+
i (z), G+

j = sup
z∈I

G+
j (z),

F+
1 (z) =


µ−(z)∫
a

ρ−p
′
(x)

 b∫
z

 ϕ+(x)∫
ϕ−(x)

K(t, s)ds


q

ωq(t)dt


p′
q

dx


1
p′

,
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F+
2 (z) =


b∫

z

ωq(t)


µ−(z)∫
a

 ϕ+(x)∫
ϕ−(x)

K(t, s)ds


p′

ρ−p
′
(x)dx


q
p′

dt


1
q

,

G+
1 (z) = sup

y∈∆+
µ (z)


µ+(y)∫
µ−(z)

ρ−p
′
(x)

 z∫
y

 t∫
ϕ−(x)

K(t, s)ds


q

ωq(t)dt


p′
q

dx


1
p′

,

G+
2 (z) = sup

y∈∆+
µ (z)


z∫
y

ωq(t)


µ+(y)∫
µ−(z)

 t∫
ϕ−(x)

K(t, s)ds


p′

ρ−p
′
(x)dx


q
p′

dt


1
q

,

∆+
µ (z) = [ϕ−(µ−(z)), z].
Определение функции ϕ±, µ± и множества O−n (Ω) можно найти в [1].
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Об одной многомерной задаче Бицадзе-Самарского для
вырождающегося эллиптико-параболического уравнения
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Пусть Ω ⊂ Rn конечная область с гладкой границей ∂Ω ∈ C2, а D = Ω × [a, b], a >
0, b > 0 цилиндрическая область, где D− = Ω× [a, 0], D+ = Ω× [0, b).

Задача N:

u(x, t) =

{(
∂
∂t
− t∆x

)
u(x, t) = f+(x, t), (x, t) ∈ D+

−
(
∂2

∂t2
+ t∆x

)
u(x, t) = f−(x, t), (x, t) ∈ D−.

(1)

удовлетворяющее условиям

u(x, t)

∣∣∣∣
t=−a

= 0, u(x, t)

∣∣∣∣
(x,t)∈∂Ω×[−a,b]

= 0, (2)

∂

∂t
u(x, t)

∣∣∣∣
t=0

= f(x, 0). (3)
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Следует отметить, что наряду с граничными условиями (2), имеется внутреннее граничное
условие (3) и поэтому задача (1)-(3) является задачей Бицадзе-Самарского как в работе
[1].

Пусть u(x, t) ∈ W 2,1
2,t (D+) и u(x, t) ∈ W 2

2,t(D
−) весовые пространства Соболева:

‖u(x, t)‖2
W 2,1

2,t (D+)
=

∫
D+

[
|∂u(x, t)

∂t
|2 + t|∆xu(x, t)|2 + |u(x, t)|2

]
dxdt,

‖u(x, t)‖2
W 2

2,t(D
−) =

∫
D−

[
|∂
−u(x, t)

∂t−
|2 + |t||∆xu(x, t)|2 + |u(x, t)|2

]
dxdt.

Имеет место
Теорема. Пусть f−(x, t) ∈ W 1,2m

2 (D−), f+(x, t) ∈ W 1,2m
2 (D+) и f(x, t) ∈ W 1

2 (D), 2m >
[n

2
] + 1. Тогда существует единственное решение u(x, t) ∈ W 2,1

2,t (D+) ∩ W 2
2,t(D

−) задачи
(1)-(3) удовлетворяющее неравенству

‖u(x, t)‖W 2,1
2 (D) + ‖u(x, t)‖2

W 2,1
2,t (D+)

+ ‖u(x, t)‖2
W 2

2,t(D
−) ≤

≤ d
(
‖f(x, t)‖W 1

2 (D) + ‖f+(x, t)‖2
W 2m,1

2,t (D+)
+ ‖f−(x, t)‖2

W 2m,1
2,t (D−)

)
.
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Спектральное разложение потенциала Гельмгольца
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Пусть Ω ⊂ Rn конечная область с гладкой границей ∂Ω ∈ C2.
Рассмотрим потенциал Гельмгольца, который определяется интегралом

u(x, µ) =

∫
Ω

ε(x− ξ, µ)ρ(ξ)dξ, (3)

где ε(x, µ) - фундаментальное решение уравнения Гельмгольца

−∆xε(x, µ) + µε(x, µ) = δ(x), x ∈ Ω, (4)

а ρ(ξ) -неизвестная плотность, µ - вещественное число.
В работе [1]-[2] приведены представления фундаментального решения ε(x, µ) построен-

ного с помощью интегрального преобразования Фурье. В нашей работе [3] методом спуска
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от фундаментального решения уравнения теплопроводности со скалярным параметром
получен явный вид ε(x, µ) в следующем виде

ε(x, µ) =
1

ωnΓ(n
2
)

(√
µ|x|
2

)n
2

K 2−n
2

(
√
µ|x|), (5)

где

Kν(z) =
1

2

(z
2

)ν ∫ ∞
0

ξ−ν−1e−ξ−
z2

4ξ dξ

функция Макдональда и ωn = (
√
π)n

Γ(n
2

)
, |x| = x2

1 + x2
2 + ...+ x2

n.
Пользуясь методами работ [4]-[5] показано, что самосопряженный интегральный опе-

ратор (1) эквивалентен следующей самосопряженной задаче

−∆u(x) + µu(x) = ρ(x), x ∈ Ω, (6)

−u(x, µ)

2
+

∫
∂Ω

(
∂ε(x− ξ, µ)

∂nξ
u(ξ, µ)− ε(x− ξ, µ)

∂u(ξ, µ)

∂nξ

)
dξ = 0, x ∈ ∂Ω. (7)

Пусть ek(x, µ) - полная ортонормированная система векторов задачи (4)-(5) соответ-
ствующее собственным значениям λk1,k2,...,kn .

Имеет место
Теорема. Пусть u(x) ∈ W 2

2 (Ω) и удовлетворяет потенциальному граничному усло-
вию

−u(x, µ)

2
+

∫
∂Ω

(
∂ε(x− ξ, µ)

∂nξ
u(ξ, µ)− ε(x− ξ, µ)

∂u(ξ, µ)

∂nξ

)
dξ = 0, x ∈ ∂Ω.

Тогда существует единственная плотность ρ(x) потенциала Гельмгольца (1) задавае-
мая формулой

ρ(x, µ) =
∞∑
|k|=1

λkukek(x, µ), (8)

где
uk = (u(x, µ), ek(x, µ))0

- коэффициент Фурье разложения u(x, µ) :

u(x, µ) =
∞∑
|k|=1

ukek(x, µ). (9)
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Регулярные по Биркгофу краевые условия для оператора
двухкратного дифференцирования на графе-звезде
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Рассмотрим спектральную задачу для оператора двухкратного дифференцирования

−y′′m+1(xm+1) = ρ2ym+1(xm+1), 0 < xm+1 < 1,
−y′′m(xm) = ρ2ym(xm), 0 < xm < 1,

. . . . . . . . . . . .
−y′′1 (x1) = ρ2y1(x1), 0 < x1 < 1

(1)

с условиями вида
ym+1(1) = y1(0) = . . . = ym(0),
y′m+1(1) = y′1(0) + . . .+ y′m(0)

(2)

и условиями вида

Us(y1, y2, . . . , ym+1) =
2∑
j=1

[
asjy

(j−1)
1 (1) + as(2+j)y

(j−1)
2 (1) + . . .+ (3)

+as(2m−2+j)y
(j−1)
m (1) + as(2m+j)y

(j−1)
m+1 (0)

]
= 0, s = 1, . . . ,m+ 1,

где m− фиксированное натуральное число. Матрицу из коэффициентов условий вида (3)
обозначим через А:

A =

∥∥∥∥∥∥∥∥
a1,1 a1,2 . . . a1,2m+1 a1,2m+2

a2,1 a2,2 . . . a2,2m+1 a2,2m+2
...

... . . . ...
...

am+1,1 am+1,2 . . . am+1,2m+1 am+1,2m+2

∥∥∥∥∥∥∥∥ ,
где asp− некоторые, быть может, комплексные числа. Считаем, что rank A = m+ 1.

Согласно результатам работ [2] задача (1), (2), (3) может быть интерпретирована как
задача на собственные значения оператора двухкратного дифференцирования на графе-
звезде = = {V , E}. При m = 1 задача (1), (2), (3) совпадает с задачей Штурма-Лиувилля

−u′′(x) = ρ2u(x), 0 < x < 2,

Uj(u) =
2∑

k=1

ajku
(k−1)(0) +

2∑
k=1

aj(k+2)u
(k−1)(2), j = 1, 2. (5)

В этом случае матрица A примет вид

A =

(
a11 a12 a13 a14

a21 a22 a23 a24

)
. (6)
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Согласно монографии [1], условия (5) называются невырожденными граничными услови-
ями, если выполнено одно из следующих требований

1)A34 6= 0, 2)A34 = 0, A14 + A23 6= 0, 3)A34 = 0, A14 + A23 = 0, A12 6= 0.

Здесь Aij означает минор матрицы (6), составленный из столбцов матрицы A с номерами
i и j.

В монографии [3] среди условий вида (5) выделены регулярные по Биркгофу краевые
условия. В настоящей работе для оператора двухкратного дифференцирования на графе-
звезде выделены регулярные по Биркгофу краевые условия.
Funding: Авторы были поддержаны грантами АР05131292 и АР05131845 КН МОН РК.

Ключевые слова: оператор двухкратного дифференцирования, регулярные по Биркгофу краевые условия, граф-
звезда
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Об отсутствии свойства базисности Рисса у неусиленно
регулярных краевых задач для оператора Штурма–Лиувилля

Нурбек КАХАРМАН
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Казахский национальный университет им. аль-Фараби,
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В докладе рассматривается спектральная задача для оператора Штурма-Лиувилля

Ly ≡ −y′′(x) + q(x)y(x) = λy(x), 0 < x < π, (1)

на интервале (0, π) с неусиленно регулярными краевыми условиями.
Как было показано в [1], все такие краевые условия могут быть представлены в одном

из двух видов {
y′(0) + (−1)θy′(π) + β0y(0) + β1y(π) = 0,

αy(0) + (−1)θ(1− α)y(π) = 0;
(2){

αy′(0) + (−1)θ(1− α)y′(π) + β0y(0) + β1y(π) = 0,
y(0) + (−1)θy(π) = 0;

(3)

где θ = 0 или θ = 1, а коэффициенты α, β0 и β1 – произвольные комплексные числа. Если
|β0|+ |β1| > 0, то не уменьшая общности можно считать, что отличны от нуля следующие
определители ∣∣∣∣ β0 β1

α (−1)θ(1− α)

∣∣∣∣ 6= 0,

∣∣∣∣ β0 β1

1 (−1)θ

∣∣∣∣ 6= 0,

составленные из коэффициентов краевых условий (2) и (3) соответственно.
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Сравнительно недавно, в 2006 году, А.С. Макин [2] выделил один подкласс неусиленно
регулярных краевых условий и показал, что система корневых функций задач с таки-
ми условиями образует базис Рисса независимо от поведения коэффициента q(x): Если
α = 1/2 и |β0| + |β1| > 0, то спектр задачи (1), (2) асимптотически простой, а система
нормированных корневых функций образует базис Рисса в L2(0, π).

Этот, выделенный А.С. Макиным, подкласс неусиленно регулярных краевых условий
оказался единственным подклассом граничных условий, в дополнение к усиленно регу-
лярным, которые обеспечивают базисность Рисса системы корневых функций для любого
потенциала q(x). Для остальных случаев неусиленно регулярных краевых условий показа-
но, что множество коэффициентов q(x), при которых система корневых функций задачи
(1), (2) образует безусловный базис в L2(0, 1), является плотным в L1(0, 1). При этом мно-
жество коэффициентов q(x), при которых система корневых функций задачи (1), (2) не
образует безусловного базиса в L2(0, 1), также является плотным в L1(0, 1). Это демон-
стрирует неустойчивость свойства базисности корневых векторов по отношению к малым
изменениям коэффициента q(x) для случая неусиленно регулярных краевых условий.

Мы будем рассматривать только нормальные (по терминологии А.А. Шкаликова [3])
системы корневых векторов.

Основным результатом доклада является доказательство того факта, что при α 6= 1/2
нормальная система корневых векторов не может образовывать базиса Рисса в L2(0, 1),
хотя и может быть безусловным базисом.

Доклад основан на результатах совместных исследований с М.А. Садыбековым.
Funding: Авторы были поддержаны грантом AP05133239 КН МОН РК.

Ключевые слова: задача Штурма-Лиувилля, неусиленно регулярная краевая задача, корневые функции, без-
условный базис, базис Рисса
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Об индексе обобщенной задачи Неймана
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В докладе исследуется эллиптическое уравнение 2l− го порядка в односвязной области
D

2l∑
r=0

ar
∂2lu

∂x2l−r∂yr
+

∑
0≤r≤k≤2l−1

ark(x, y)
∂ku

∂xk−r∂yr
= f(x, y), (x, y) ∈ D (1)

с коэффициентами ar ∈ R и ark ∈ Cµ(D), Γ = ∂D ∈ C2l,µ, 0 < µ < 1.
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Задача S. Обобщенная задача Неймана заключается в отыскании решения u(x, y)
уравнения (1) в области D по краевым условиям

∂kj−1u

∂nkj−1

∣∣∣∣
Γ

= gj, j = 1, . . . , l, (2)

где 1 ≤ k1 < k2 < . . . < kl ≤ 2l и n = n1 + in2 означает единичную внешнюю нормаль.
Для полигармонического уравнения эта задача была изучена А.В. Бицадзе [1]. Другой

вариант задачи Неймана, основанный на вариационном принципе, был ранее предложен
А.А.Дезиным [2]. В работе [3] задача (1),(2) была исследована при akr 6= 0 и f 6= 0 в
пространстве функций C2l−1,µ

a (D).
В докладе доказывается, что условие фредгольмовости задачи (1),(2) эквивалентно

известному [4] условию дополнительности (илиШапиро– Лопатинского). Также приведена
формула ее индекса indS удобного для использования.
Funding: Авторы были поддержаны грантом AP05135319 КН МОН РК.

Ключевые слова: эллиптическое уравнение, краевая задача, нормальные производные, фредгольмовость задачи,
формула индекса
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Приводимость линейной однородной De-системы к каноническому
виду

Айман КУЛЬЖУМИЕВА1,a, Жайшылык САРТАБАНОВ2,b

1 Западно-Казахстанский государственный университет им. М.Утемисова, Уральск, Республика
Казахстан

2 Актюбинский региональный государственный университет им. К.Жубанова, Актобе,
Республика Казахстан

E-mail: aaiman-80@mail.ru, bsartabanov42@mail.ru

В заметке исследуется вопрос о приводимости линейной однородной системы с по-
стоянными на диагонали коэффициентами к каноническому виду в случае когда система
распадается на r линейных однородных уравнений порядков n1, ..., nr, (n1+n2+...+nr = n).

Для решения поставленного вопроса рассмотрим систему вида

Dex = A(σ)x (1)

с дифференциальным оператором De = ∂
∂τ

+
〈
e, ∂

∂t

〉
, где σ = t−eτ , τ ∈ (−∞,+∞) = R, t =

(t1, ..., tm) ∈ R× ...×R = Rm, e = (1, ..., 1) – m-вектор, 〈, 〉 – знак скалярного произведения,
A(σ) – n× n-матрица, которая удовлетворяет условию

A(σ + kω) = A(σ) ∈ C(e)
σ (Rm), ∀k ∈ Zm (2)
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с кратными вектор-периодами kω = (k1ω1, ..., kmωm), ω = (ω1, ..., ωm), k = (k1, ..., km) из
множества целочисленных векторов Zm.

Суть вопроса заключается в приведении системы (1) к системе с матрицей канониче-
ской формы

Dex = J(σ)x, (3)

J(σ) – n× n – матрица жордановой формы, удовлетворяющая условию

J(σ + kω) = J(σ) ∈ C(e)
σ (Rm), ∀k ∈ Zm.

Здесь существенное значение имеют λj(σ) – собственные значения матрицы A(σ) крат-
ности kj, j = 1, s, обладающие свойствами непрерывной дифференцируемости, периодич-
ности, знакоопределенности и разделенности [1].

В случае известных элементарных делителей матрицы A(σ) систему (1) можно приве-
сти к более простому виду.

Таким образом, неособенная линейная замена

x = L∗(σ)y (4)

с матрицей преобразования L∗(σ) = L(σ)B(σ), обладающей свойствами

detL∗(σ) 6= 0, L∗(σ + kω) = L∗(σ), k ∈ Zm (5)

приводит De-систему (1) к De-системе (3) с жордановой матрицей J(σ), где B(σ) – мат-
рица Вандермонда, L(σ) – неособенная непрерывно дифференцируемая ω-периодическая
матрица, такая что A∗(σ) = L−1(σ)A(σ)L(σ), A∗(σ) – сопровождающая матрица.

Полученный результат сформулируем в виде теоремы.
Теорема. Пусть матрица A(σ), обладающая свойством (2), имеет собственные значе-

ния λj(σ), j = 1, n, удовлетворяющие условиям непрерывной дифференцируемости, пери-
одичности, знакоопределенности и разделенности. Тогда система (1) линейным преобра-
зованием (4)-(5) приводится к жордановой канонической De-системе (3).

По постановке вопроса данное исследование примыкает к исследованиям [2-3].
Ключевые слова: линейная однородная система, канонический вид, жорданова матрица, собственные значения,
сопровождающая матрица
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Теорема Харди-Литтлвуда для тригонометрических рядов с
обобщенно монотонными коэффициентами

Асхат МУКАНОВ
МГУ имени М.В.Ломоносова, Казахстанский филиал, Астана, Казахстан

E-mail: mukanov.askhat@gmail.com

В данной работе мы обобщаем классическую теорему Харди-Литтлвуда об интегриру-
емости функции с монотонными коэффициентами Фурье.

Теорема 1. Пусть дана функция f с рядом Фурье f(x) ∼ a0
2

+
∞∑
n=1

(an cosnx + bn sinnx),

где {an}∞n=0 и {bn}∞n=1 – невозрастающие последовательности, стремящиеся к нулю. Тогда
для любого 1 < p <∞, имеет место эквивалентность

‖f‖Lp([0,2π]) �

(
|a0|p +

∞∑
n=1

np−2(apn + bpn)

) 1
p

.

Мы рассматриваем следующий класс обобщенно монотонных последовательностей.
Определение 1. Последовательность комплексных чисел {an}∞n=1 называется обобщенно
монотонной, обозначается {an}∞n=1 ∈ GM , если существуют константы C > 0 и λ > 1такие,
что для любого натурального n имеет место неравенство

2n∑
k=n

|ak − ak+1| ≤ C
λn∑
k=n

λ

|ak|
k
.

Мы доказали, что утверждение Теоремы 1 остается верным для вещественнозначных
коэффициентов {an}∞n=0, {bn}∞n=1 ∈ GM .
Funding: Автор был поддержан грантом AP05132071 КН МОН РК.
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Интерполяционные теоремы типа теорем Марцинкевича-Кальдерона
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Хорошо известна интерполяционная теорема Марцинкевича - Кальдерона.
Пусть p0 < p1, θ ∈ (0, 1), 1

p
= 1−θ

p0
+ θ

p1
.

Тогда для квазилинейного оператора T верна оценка

‖T‖Lp→Lp ≤ Cp0,p1,p,τ
(
‖T‖Lp0,τ→Lp0,∞

)1−θ (‖T‖Lp1,τ→Lp1,∞)θ
где 0 < τ ≤ ∞ В докладе приводятся новые интерполяционные теоремы для интегральных
операторов, где условия ограничености операторов дается в терминах ядра оператора.
Данные подход позволяет расширить класс интегральных операторов для которых имеет
месть теоремы типа Марцинкевича - Кальдерона. Приводятся так же теоремы типа теорем
экстраполяции для интегральных операторов.
Funding: Авторы были поддержаны грантом AP05132071 КН МОН РК.
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Интерполяционная теорема для сетевых пространств

Ерлан НУРСУЛТАНОВ1,a, Анар БАШИРОВА2,b
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Пусть M - множество всех прямоугольников Q = Q1×Q2 из R2, f(x1, x2)- интегрируе-
мая функция на множестве Q ∈M . Определим

f̄(t1, t2,M) = sup
|Q1|≥t1
|Q2|≥t2

1

|Q1||Q2|

∣∣∣∣∫
Q1

∫
Q2

f(x1, x2)dx1dx2

∣∣∣∣ t1 > 0, t2 > 0,

где |Qi| - длина отрезка Qi.
Пусть 0 < p = (p1, p2) < ∞, 0 < q = (q1, q2) ≤ ∞. Npq(M) - множество всех функцийf ,
для которых

‖f‖Np,q(M) =

(∫ ∞
0

(∫ ∞
0

(
t

1
p1
1 t

1
p2
2 f(t1, t2,M)

)q1 dt1
t1

) q2
q1 dt2

t2

)q2

<∞,

Пусть A0 = (A0
1, A

0
2), A1 = (A1

1, A
1
2) два анизотропных пространства, E = {ε = (ε1, ε2) :

εi = 0, или εi = 1, i = 1, 2}. Для произвольного ε ∈ E определим пространство Aε =
(Aε11 , A

ε2
2 ) с нормой

‖a‖A = ‖‖a‖Aε11 ‖Aε22 .

Пару анизотропных пространств A0 = (A0
1, A

0
2), A1 = (A1

1, A
1
2) назовем совместимой,

если найдется линейное хаусдорфово пространство содержащее в качестве подмножеств
пространства Aε, ε ∈ E.[1],[2]

Определим K - функционал :

K(t, a;A0,A1) = inf{
∑
ε∈E

tε‖aε‖Aε : a =
∑
ε∈E

aε, aε ∈ Aε},

где tε = tε11 t
ε2
2 .

Пусть 0 < θ = (θ1, θ2) < 1, 0 < q = (q1, q2) ≤ ∞ Через Aθq = (A0,A1)θq обозначим
линейное подмножество

∑
ε∈E Aε, для элементов которых верно:

‖a‖Aθq
= ‖t−θK(t, a)‖Lq( 1

t
) <∞.

Тогда верна следующая интерполяционная теорема
Теорема.Пусть M - множество всех прямоугольников в R2, 1 < p0 < p1 < ∞,

1 < q0, q1, q ≤ ∞, pi = (pi1, p
i
2), qi = (qi1, q

i
2), i = 0, 1 тогда

(Np0,q0(M), Np1,q1(M))
θ,q

= Np,q(M)

где 1
p

= 1−θ
p0

+ θ
p1
, θ = (θ1, θ2).

Литература [1] Нурсултанов Е.Д. Сетевые пространства и неравенства типа Харди-
Литлвуда, Матем. сб (1998), 189:3, 83–102

[2] Нурсултанов Е.Д. О коэффициентах кратных рядов Фурье из Lp-пространств, Изв.
РАН, Сер. матем. (2000), 64:1, 95–122
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Весовая оценка одного класса квазилинейных дискретных
операторов

Бибигазиза ОМАРБАЕВА1,a, Айнур ТЕМИРХАНОВА1,b

1 Евразийский национальный университет им. Л.Н.Гумилева, Астана, Казахстан
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Пусть 0 < p, q, θ < ∞, 1
p

+ 1
p′

= 1 и ϕ = {ϕk}∞k=1 v = {vi}∞i=1, ϕ = {ϕk}∞k=1 неотрица-
тельные, а u = {ui}∞i=1 положительная, последовательности действительных чисел. Пусть
1 < p <∞. Рассмотрим весовую оценку( ∞∑

n=1

ωθn
(
(Hϕ,qf)n

)θ) 1
θ ≤ C

( ∞∑
j=1

|ujfj|p
) 1
p

(1)

квазилинейного оператора

(Hϕ,qf)n =
( n∑
k=1

∣∣∣ϕk k∑
i=1

fi

∣∣∣q) 1
q
. (2)

В последние годы интенсивно исследуются весовые оценки для различных классов ква-
зилинейных операторов в связи с различными приложениями (см.,например,[1],[2],[3] и
приведенные там ссылки).

Теорема 1. Пусть 1 < p ≤ q, θ < ∞. Тогда весовая оценка (1) для оператора Hϕ,q

выполнена тогда и только тогда, когда B1 <∞ , где

B1 = sup
r≥1

( ∞∑
n=r

ωθn

( n∑
k=r

ϕqk

) θ
q
) 1
θ
( r∑
i=1

u−p
′

i

) 1
p′
.

При этом, C ≈ B1 , где C -наилучшая константа в (1).

Теорема 2. Пусть 0 < q < p, θ < ∞. Предположим
r∑
i=1

u−p
′

i < ∞ для всех r ≥

1. Тогда весовая оценка (1) для оператора Hϕ,q выполнена тогда и только тогда, когда
max{B1, B2} <∞, где B1 определен в теореме 1 и

B2 = sup
k≥1

( k∑
r=1

( k∑
s=r

ϕqs

) q
p−q · ϕqr

( r∑
n=1

u−p
′

n

) q(p−1)
p−q

) p−q
pq
( ∞∑
i=k

ωθi

) 1
θ
.

При этом, C ≈ max{B1, B2}, где C -наилучшая константа в (1).
Теорема 3. Пусть 0 < q < θ < p < ∞. Тогда весовая оценка (1) для оператора Hϕ,q

выполнена тогда и только тогда, когда max{C1, C2} <∞, где

C1 =
( ∞∑
j=1

( ∞∑
i=j

( i∑
s=j

ϕqs

) θ
q
ωθi

) p
p−θ
( j∑
i=1

u−p
′

i

) p(θ−1)
p−θ

u−p
′

j

) p−θ
pθ
,

и

C2 =
( ∞∑
j=1

( j∑
k=1

( j∑
s=k

ϕqs

) p
p−q
( k∑
n=1

u−p
′

n

) p(q−1)
p−q

u−p
′

k

) θ(p−q)
q(p−θ)

( ∞∑
i=j

ωθi

) θ
p−θ
ωθj

) p−θ
pθ
.

При этом, C ≈ max{C1, C2}, где C -наилучшая константа в (1).
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Одна задача управления точечным источником тепла
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В медицине известно, что некоторые вызывающие серьезные заболевания вирусы и
клетки погибают при температуре более 43◦ по Цельсию. При такой температуре здоровые
клетки организма выживает. Поэтому используют термолечение. Для этого погружают
пациента в горячую ванну. С древних времен используют ванну с температурой около
40◦ по Цельсию. Такую температуру пациент переносит. Но пациент погруженный ванну
очень плохо переносит температуру выше 43◦ по Цельсию.

Температура 43◦ нужна лишь для того участка тела пациента в которой находится
больные клетки и нежелательные микробы. Поэтому необходимо иметь возможность со-
здавать нужную температуру на больном участке тела, для остальной части тела сохранив
температуру около 40◦ по Цельсию.

Такая возможность можно создать с помощью управляемого точечного источника теп-
ла. В статьях [1]-[9] показано, что на заданной поверхности можно создать любое заранее
запланированное распределение тепла. Показано, что можно управлять динамикой про-
цесса распределения тепла по времени. Приведен математический алгоритм решения та-
кой задачи. Так как в реальной ситуации необходимо управлять распределением тепла в
объеме (а не только в поверхности), то наша задача будет отличаться от задачи, решенной
в [1]-[9], (хотя используем в идейном плане сходный математический аппарат).

Постановка задачи. Пусть Ω ⊂ R3 есть куб [−π; π].
Пусть

Ω = Ω− ∪Q ∪ Ω+ (1)

где Q−куб с ребрами равными 2π, параллельными координатным осям. Область Ω± за-
даны следующим образом

Ω− = {0 ≤ x ≤ π, 0 ≤ y ≤ π,−δ ≤ z ≤ 0}

Ω+ = {0 ≤ x ≤ π, 0 ≤ y ≤ π, 0 ≤ z ≤ +δ}
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Нас будет интересовать следующая задача: Функция u(t, x, y, z) удовлетворят в областях
Ω±,Q уравнению теплопроводности

ut − a2(z)4u = 0,
u(t, x, y, z)|t = 0;

(2)

где a2(z)

a2(z) =

 a− при δ ≤ z ≤ −π,
a при 0 ≤ z ≤ π,
a+ при 0 ≤ z ≤ π + δ.

(3)

К (1) добавляем условия

u(t, x, y, z)|x=0 = 0, u(t, x, y, z)|x=π = 0,
u(t, x, y, z)|y=0 = 0, u(t, x, y, z)|y=π = 0,
∂u
∂n
|z=−δ = µ(t, x, y,−δ), ∂u

∂n
|z=π+δ = µ(t, x, y, π + δ),

u+(x, y, z, 0) = u−(x, y, z, 0), u+(x, y, z, π) = u−(x, y, z, π).

(4)

В подледных строчках равенства (4) индексы + и - означают пределы справа и слева
(для z ∈ (−∞; +∞)).

Функции µ являются управлением.
Ставится следующая цель: в области Q содержится подобласть Q̂ с небольшим объе-

мом. Необходимо выбрать управление µ(t, x, y,±δ) так чтобы выполнялись
a) при 0 ≤ t ≤ T0 выполнялись неравенства

C0 − δ ≤ u(t, x, y, z) ≤ C0 в Q \ Q̂,
C1 − δ ≤ u(t, x, y, z) ≤ C0 + δ в Q̂.

в) при T0 ≤ t ≤ T1 выполнялись неравенство

C0 + δ
2
≤ u(t, x, y, z) ≤ C0 + δ в Q̂,

C0 − δ
2
≤ u(t, x, y, z) ≤ C0 + δ в Q \ Q̂.

и, чтобы mes{(x, y, z) ∈ Q \ Q̂} ≤ C2δ (mes− мера Лебега).
Функция µ(t, x, y) из (4) нужно взять следующего вида

µ(t, x, y, δ) = Mδ(x− ω(t)) (5)

где δ(x)- дельта функция Дирака на поверхности,M -мощность лазерного источника тепла,
ω(t) = (ω1(t), ω2(t), ω3(t)) траектория луча. И задача состоит в следующими:

I. Необходимо выбрать в (4) так, чтобы в области получить (приближенно) заданное
распределение тепла.

II. Выбранные в I) функций приблизить (в среднем) функциями вида (5).
Часть I) можно решать методом предложенным в [6]-[9].
А часть II) решается путем использованным в работах Отелбаева и турецкого матема-

тика Хасаноглы [1]-[5].
Funding: Авторы были поддержаны грантом AP05135319, AP05133239 КН МОН РК.
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О базисности корневых функций краевых задач для оператора
Штурма–Лиувилля с симметричным потенциалом
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Институт математики и математического моделирования,

Алматы, Казахстан
E-mail: sadybekov@math.kz

В докладе рассмотрена спектральная задача для оператора Штурма-Лиувилля

Ly ≡ −y′′(x) + q(x)y(x) = λy(x), 0 < x < π, (1)

на интервале (0, π) с двухточечными краевыми условиями общего вида: U1(y) = a11y
′(0) + a12y

′(π) + a13y(0) + a14y(π) = 0,

U2(y) = a21y
′(0) + a22y

′(π) + a23y(0) + a24y(π) = 0,
(2)

где U1(y) и U2(y) – линейно независимые формы с комплексными коэффициентами.
По своим спектральным свойствам краевые условия (2) традиционно разделяют на 4

основных типа:
1) усиленно регулярные;
2) регулярные, но не усиленно регулярные;
3) нерегулярные;
4) вырожденные.

Известно, что в первом случае система корневых функций задачи (1), (2) всегда явля-
ется базисом Рисса в L2(0, π). Этот результат независимо доказан в книге Данфорд Н. и
Шварц Дж. (1966), В.П. Михайловым (1962) и Г.М. Кесельманом (1964).

В третьем случае, как впервые было показано Stone M.H. в 1927 году, она никогда не об-
разует даже обычного базиса в L2(0, π). Решение вопроса о базисности корневых функций
для четвертого случая краевых условий дано в недавней работе А.С. Макина 2018 года.
Им доказано, что никакая система корневых функций задачи (1), (2) с вырожденными
краевыми условиями не образует даже обычного базиса в L2(0, π).

Таким образом, благодаря исследованиям многих математиков, проблема базисности
системы корневых функций задачи (1), (2) сведена к исследованию случая регулярных,
но не усиленно регулярных краевых условий.
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При этом хорошо известно, что в этом случае, в зависимости от конкретного вида кра-
евых условий и функции q(x), система корневых функций задачи может обладать или не
обладать свойством базисности в L2(0, π). Однако, как показано А.А. Шкаликовым в 1979
году, корневые функции задачи можно объединить парами так, что соответствующие дву-
мерные подпространства образуют базис Рисса из подпространств (и безусловный базис
со скобками).

Впервые В.А. Ильин построил пример двух операторов с одними и теми же (регу-
лярными, но не усиленно регулярными) краевыми условиями и сколь угодно близкими (в
любой метрике) бесконечно дифференцируемыми коэффициентами, которые имеют прин-
ципиально различные свойства: у одного имеется базис из корневых функций, у другого
– нет. В частности, отсюда следует, что проблема базисности корневых функций для за-
дач с регулярными, но не усиленно регулярными краевыми условиями, вообще говоря, не
может быть решена в терминах коэффициентов краевого условия.

В настоящем докладе, для случая, когда комплекснозначный коэффициент q(x) ∈
L1(0, π) удовлетворяет условию симметрии

q(x) = q(π − x), 0 < x < π, (3)

дано полное описание свойств базисности в L2(0, π) корневых функций двухточечных кра-
евых задач в терминах коэффициентов краевого условия.

Доклад основан на результатах совместных исследований с Т.Ш. Кальменовым и Б.Н.
Бияровым.
Funding: Авторы были поддержаны грантом AP05133271 КН МОН РК.

Ключевые слова: задача Штурма-Лиувилля, двухточечная краевая задача, собственные функции, корневые
функции, безусловный базис
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Оценки нормы оператора свертки в анизотропных пространствах
Бесова с доминирующей смешанной производной
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Пусть Tn = [0, 1)n – n-мерный тор, α ∈ Rn, 1 < p= (p1, . . . , pn) <∞, 0 < q =
(q1, . . . , qn) ≤∞. Следуя работe [1] определим пространство Bα

pq(Tn) как множество ря-
дов f =

∑
m∈Zn

ame
2πi(m,x) (вообще говоря, расходящиеся), для которых конечна величина

‖f‖Bα
pq(Tn) =

 ∞∑
kn=0

. . .

(
∞∑
k1=0

(
2

n∑
j=1

αjkj
‖∆k(f)‖Lp(Tn)

)q1) q2
q1

. . .


1
qn

<∞,

где ∆k(f)(x) =
∑

2
kj−1≤|mj |<2

kj

j=1,...,n

ame
2πi(m,x), k ∈ Zn+, (m,x) =

n∑
i=1

mixi.

При q =∞ величины

(∑
k∈Z

bqk

) 1
q

,

∫
T

f q

 1
q

будем понимать соответственно как sup
k∈Z
|bk|,

ess sup
x∈T
|f(x)|.
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Будем говорить, что ряд f(x) =
∑
k∈Zn

ake
2πi(k,x) является элементом пространстваWα

p (Tn)

(см. [1]), если найдется функция fα ∈ Lp(Tn), ряд Фурье которой совпадает с рядом∑
k∈Zn

k̄αake
2πi(k,x), здесь k̄α =

n∏
j=1

k̄αj , k̄j = max{|kj|, 1}, j = 1, . . . , n,

‖f‖Wα
p (Tn)

def
= ‖fα‖Lp(Tn).

Определим понятие свертки для элементов этих пространств.
Пусть f(x) =

∑
k∈Zn

ake
2πi(k,x) и g(x) =

∑
k∈Zn

bke
2πi(k,x) тригонометрические ряды. Под

сверткой этих рядов будем понимать ряд

(f ∗ g)(x) =
∑
k∈Zn

akbke
2πi(k,x).

Лемма 1. Пусть 1 ≤ q, p, r <∞,
1

q
+ 1 =

1

p
+

1

r
, α, β, γ ∈ Rn, α = β+ γ. Предполо-

жим, что f ∈ Wβ
p (Tn), g ∈ W γ

r (Tn). Тогда f ∗ g ∈ Wα
q (Tn) и

‖f ∗ g‖Wα
q (Tn) ≤ ‖f‖Wβ

p (Tn)‖g‖Wγ
r (Tn).

Теорема 1. Пусть α, β, γ ∈ Rn, α ≤ β+γ, 1 ≤ q, p, r <∞, α = β+γ+1+
1

q
− 1

p
− 1

r
.

Предположим, что f(x) и g(x) – измеримые функции на Tn, такие что f ∈ Bβ
pη(Tn),

g ∈ Bγ
rξ(Tn). Тогда f ∗ g ∈ Bα

qh(Tn) и

‖f ∗ g‖Bα
qh(Tn) ≤ C‖f‖Bβ

pη(Tn)‖g‖Bγ
rξ(Tn),

где
1

h
≤ 1

η
+

1

ξ
.
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результаты теории базисности собственных функций
дифференциальных операторов с инволюцией
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В докладе будет проведен краткий обзор новых результатов по теории базисности соб-
ственных функций обыкновенных дифференциальных операторов и одномерных диффе-
ренциальных операторов с инволюцией, их сравнительный анализ. Рассматриваются диф-
ференциальные операторы второго порядка с инволюцией вида
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Lu = −u′′ (x) + αu′′ (−x) + q (x)u (x) , −1 < x < 1.

Получены теоремы о базисности собственных функций и равносходимости разложений
по собственным функциям. Доказана базисность корневых функций дифференциального
оператора второго порядка с инволюцией с бесконечным числом присоединенных функ-
ций. Установлены базисность собственных функций и равносходимость разложений по
собственным функциям дифференциального оператора второго порядка с инволюцией
вида

Lu = −u′′ (−x) + q (x)u (x) , −1 < x < 1.
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В прямоугольной области {(x, t) : −1 < x < 1, t ≥ 0} рассмотрим следующую задачу:

ut (x, t) = uxx (−x, t) , −1 ≤ x ≤ 1, t ≥ 0, (1)

u (−1, t) = 0, ux (−1, t) = ux (1, t) , u (x, 0) = ϕ (x) . (2)

Применение метода Фурье к задаче (1), (2) приводит к несамоспряженной спектраль-
ной задаче с инволюцией

−X ′′ (−x) = λX (x) , X (−1) = 0, X ′ (−1) = X ′ (1) . (3)

Спектральная задача (3) несамосопряженная, имеет две серии собственных значений
λk1 = −k2π2, λk2 = k2π2. Им соответствуют собственные функции

X0 (x) = x+ 1, Xk1 (x) = sinkπx, k = 1, 2... ;

Xk2 (x) = (−1)k
ekπx − e−kπx

ekπ − e−kπ
+ coskπx, k = 1, 2...; (4)
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которые образуют базис Рисса в классе L2 (−1, 1) [1].
Стандартным способом выписывается формальное решение смешанной задачи (1), (2)

в виде ряда

u (x, t) = A0 (x+ 1) +
∑
λk1 6=0

Ake
−λk1tXk1 +

∑
λk2

Bke
−λk2tXk2

Ak =

1∫
−1

ϕ (x)Yk1dx, Bk =

1∫
−1

ϕ (x)Yk2dx, A0 =
1

2

1∫
−1

ϕ (x) dx. (5)

где Yki биортогонально сопряженная система. Смешанная задача (2) для уравнения па-
раболического вида с инволюцией (1) поставлена некорректно. Например, возмущение
uδ (x, t) = εe−λk1t sin kπx не превосходит числа ε при t = 0, но будет большим любого на-
перед заданного числа C0 для t = δ, при достаточно малых ε и δ и достаточно большом
k. Тем не менее, решение изучаемой смешанной задачи существует и единственно.

Теорема 1. Если решение смешанной задачи (1), (2) существует, то оно единственно.
Сформулируем условия существования решения.

Теорема 2. Если начальная функция ϕ (x) является полиномом по системе {Xk (x)}
вида

ϕ (x) = A0 (x+ 1) +
N1∑
k=1

akXk1 +
N2∑
k=1

bkXk2, то решение задачи (1), (2) существует, един-

ственно и представимо в виде (5). Так как множество полиномов по системе {Xk}, обра-
зующей базис Рисса, всюду плотно в L2(−1, 1), то из Теоремы 2 вытекает

Теорема 3. Множество допустимых начальных функций в Теореме 2, для которых
смешанная задача (1), (2) разрешима, всюду плотно в L2 (−1, 1).

Полученные результаты справедливы и в случае уравнения

ut (x, t) = uxx (−x, t) + q (x)u (x, t) , −1 ≤ x ≤ 1, t ≥ 0,

c непрерывным коэффициентом.
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Рассматривается система уравнений

D1x1 = A11x1 + A12x2 + f1(τ, t)

D2x2 = A21x1 + A22x2 + f2(τ, t), (1)
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где xi - искомые ni-вектор-функции, i = 1, 2; D1 = ∂
∂τ

+
〈
a1,

∂
∂t

〉
, D2 = ∂

∂τ
+
〈
a2,

∂
∂t

〉
, a1 6= a2

- постоянные m-векторы, ∂
∂t

=
(

∂
∂t1
, · · · , ∂

∂tm

)
,
〈
ai,

∂
∂t

〉
- скалярное произведение; Aij-ni×nj-

матрицы, fi(τ, t)- ni-вектор-функции.
Предполагается, что вектор-функции fi(τ, t) обладают (θ, ω)-периодичностью и C(0,e)

τ,t (R×
Rm) свойством гладкости порядка (0, e) = (0, 1, . . . , 1) по (τ, t) = (τ, t1, . . . tm) ∈ R×Rm:
fi(τ + θ, t+ qω) = fi(τ, t).

Здесь (θ, ω) = (θ, ω1, . . . , ωm) - период с рационально несоизмеримыми координатами
ω0 = θ, ω1, . . . , ωm, qω = (q1ω1, . . . , qmωm) - m-вектор.

Цель сообщения - установить достаточные условия существования и единственности
(θ, ω)-периодического решения системы (1) и их интегральные представления.

Наряду с системой (1) рассмотрим однородную систему

Dx = Ax (2)

положив D = (D1, D2), x = (x1, x2), A = [Aij]i,j=1,2. Заменой x = By (2) запишем в виде
Dy = Jy с жордановой матрицей J = diag(J1, . . . , Jk), где B-неособая n-матрица; Jj блоки
матрицы J порядков lj с поддиагональными единицами, j = ¯1, k, l1 + . . .+ lk = n1 +n2 = n.

x(τ, t− a1τ, t− a2τ) = X(τ − τ0)Pc(h(τ0, τ, t)) + x̃(τ0, τ, t) общее решение

Dx = Ax+ f(τ, t), (3)

с произвольными дифференциальными вектор-функциями c(σ) и оператором P действу-
ющим по правилу X(τ)P = [Xij(τ)Pi] c проекторами Picj(σ) = cj(σi), X(τ)Pc(h(τ0, τ, t))
решение (2), c(h)-произвольная дифференцируемая функция:
x̃(τ0, τ, t) =

∫ τ
τ0
X(τ − s)Pf(s, h(s, τ, t))ds частное решение (3), σi = t − aiτ . Оператор

P = [P1, P2] называют проектором, определяющим функцию на соответствующей харак-
теристике.

Дополнительно предположим, что у матрицы A все собственные значения λj(A) имеют
отличные от нуля действительные части.

Многопериодические решения системы (3) можно представить в виде

x∗(τ, t) =

∫ +∞

−∞
G(τ − s)Pf(s, h(s, τ, t))ds, (4)

где функцию Грина G(τ) разбив на блоки Gij(τ) из интегрального представления (4)
решения системы (1) имеем интегральное представление многопериодического решения
рассматриваемой системы.

На основе метода характеристик разработана методика построения решений начальной
задачи для системы с различными операторами дифференцирования вдоль двух прямых
пространства независимых переменных. В некритическом случае доказана теорема суще-
ствования и единственности многопериодического решения системы и дано его интеграль-
ное представление. Полученные результаты можно обобщить на общие случаи, включая
нелинейные системы, пользуясь методами [1-3].
Ключевые слова: многопериодичность, некритичность,характеристика, проектор, оператор дифференцирова-
ния.
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О функции Грина аналога задачи Робена для полигармонического
уравнения

Мухаббат ТАЖИМЕТОВА 1,a, Батирхан ТУРМЕТОВ1,b

1 Международный казахско-турецкий университет имени А.Ясави, Туркестан, Казахстан
aE-mail: muhabbat2595@mail.ru, b turmetovbh@mail.ru

Пусть Ω = {x ∈ Rn : |x| < 1} - n-мерный единичный шар, n ≥ 2, ∂Ω - единичная сфера.
Явный вид функции Грина задачи Дирихле для полигармонического уравния в шаре

Ω построены различными авторами. Например, в работе [1] показано, что функция Грина
задачи Дирихле имеет вид

GD (x, y) = Km,n|x− y|2m−n
g(x,y)∫
1

(t2 − 1)m−1t1−ndt,

где

g(x, y) =
1

|x− y|

∣∣∣∣x|y| − y

|x|

∣∣∣∣ , Km,n =
1

4m−1((m− 1)!)2ωn
, ωn = 2πn/2/Γ(n/2).

Пусть r = |x|, r ∂
∂r

=
n∑
j=1

xj
∂
∂xj

. Рассмотрим операторы

Γa =

(
r
∂

∂r
+ a

)
,Γ(k)

a =

(
r
∂

∂r
+ a

)k
≡ Γa · ... · Γa︸ ︷︷ ︸

k

, k ≥ 2.

Свойства и применение операторов типа Γ
(k)
a в классе гармонических функций были

изучены в работе [2]. В настоящей работе мы исследуем метод построения функции Грина
следующего аналога третьей краевой задачи

(−∆)mu(x) = f(x), x ∈ Ω,Γ(k)
a [u](x) = 0, x ∈ ∂Ω, k = 1, 2, ...,m. (1)

Приведем основное утверждение относительно задачи (1).
Теорема. Пусть a > 0, 0 < λ < 1 и f(x) ∈ Cλ+1(Ω). Тогда решение задачи (1) можно

представить в виде

u(x) =

∫
Ω

Ga(x, y)f(y)dy,

где функция Грина Ga(x, y) имеет вид

Ga(x, y) = GD(x, y) +K(1− |y|2)
m−1

1∫
0

sa−1 (1− s2|x|2)
m−1

(1− s2|x|2|y|2)∣∣∣sx|y| − y
|y|

∣∣∣n ds.

Следствие. Если m = 1 , то функция Грина задачи Робена для уравнения Пуассона
представляется в виде

Ga(x, y) = GD(x, y) +
1

ωn

1∫
0

sa−1 1− s2|x|2|y|2∣∣∣sx|y| − y
|y|

∣∣∣n ds.
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Данное представление в случае n = 2 получено в работе [3].
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О некоторых нелокальных краевых задачах для уравнения
Пуассона
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В настоящей работе исследуется вопросы разрешимости некоторых нелокальных кра-
евых задач для уравнения Пуассона. Рассматриваемые задачи являются обобщениями
классических краевых задач Дирихле и Неймана.

Пусть Ω = {x ∈ Rn : |x| < 1} - единичный шар n ≥ 2, а ∂Ω - единичная сфера, S -
действительная ортогональная матрица S · ST = E. Предположим также, что существует
такое натуральное l ∈ N что Sl = E.

Примерами таких отображений являются: 1) Sx = −x. Тогда S = ST и l = 2;
2) Пусть ϕ = 2π/l, l ∈ N . Рассмотрим матрицу S следующего вида

S =

(
cosϕ sinϕ
−sinϕ cosϕ

)
.

Тогда S · ST = E, Sl = E.
Пусть a1, a2, ..., al некоторые действительные числа. Рассмотрим в Ω следующие задачи.
Задача D. Найти функцию u(x) ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω̄), удовлетворяющую условиям

−∆u(x) = f(x), x ∈ Ω, (1)

l∑
k=1

aku
(
Sk−1x

)
= g(x), x ∈ ∂Ω. (2)

Задача N. Найти функцию u(x) ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω̄), удовлетворяющее уравнению (1) и
краевому условию

l∑
k=1

ak
∂u

∂ν

(
Sk−1x

)
= g(x), x ∈ ∂Ω. (3)
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В случае a1 6= 0, ak = 0, k = 2, 3, ..., l мы получаем классические задачи Дирихле и
Неймана для уравнения Пуассона. Отметим, что в случае n = 2 задачи D и N с отобра-
жениями вида S из примера 2 изучены в работе [1].

В работе доказаны теоремы о существования и единственности решения исследуемых
задач. Установлены также интегральные представления решений рассматриваемых задач.
Введены понятия функции Грина и построены явный вид этих функций. Изучены также
соответствующие спектральные вопросы. Найдены собственные функции и собственные
значения рассматриваемой задачи и для некоторых частных случай доказана полнота
систем собственных функций.

В частности доказано следующее утверждение.
Теорема. Пусть числа {ak : k = 1, ..., l} такие, что µk = a1λ

k
0 + ... + alλ

k
l−1 6= 0 при

k = 1, ..., l, где {λk} корни степени l из единицы и f ∈ Cλ(Ω̄), g ∈ Cλ+2(∂Ω), 0 < λ < 1.
Тогда решение задачи D существует, единственно, принадлежит классу Cλ+2(Ω̄) и пред-
ставляется в виде

u(x) =

∫
Ω

GS(x, y)f(y) dy +

∫
∂Ω

PS(x, y)g(y) dsy,

где

GS(x, y) =
l∑

k=1

ak

l∑
q=1

bqG
(
Sq−1x,

(
Sk−1

)T
y
)
, PS(x, y) =

l∑
q=1

bqP (Sq−1x, y),

G(x, y)− функция Грина классической задачи Дирихле, а P (x, y)−ядро Пуассона, bq−
некоторые постоянные.
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3 Математическое моделирование и уравнения математической
физики
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On the periodic problem for an impulsive partial differential
equation of fourth order

Aziza ABILDAYEVA1,a, Agila TLEULESSOVA1,2,b

1 Institute of Mathematics and Mathematical Modeling, Almaty, Kazakhstan
2 L.Gumilyov Eurasian National University, Astana, Kazakhstan

E-mail: aazizakz@mail.ru, bagila72@mail.ru

We consider on the domain Ω = [0, T ]× [0, ω] a periodic problem for the impulsive system
of partial differential equation of fourth order

∂4u

∂x3∂t
= A1(t, x)

∂3u

∂x3
+B1(t, x)

∂3u

∂x2∂t
+ A2(t, x)

∂2u

∂x2
+

+B2(t, x)
∂2u

∂x∂t
+ A3(t, x)

∂u

∂x
+B3(t, x)

∂u

∂t
+ C(t, x)u+ f(t, x), (1)

∂3u

∂x2∂t

∣∣∣
t=0

=
∂3u

∂x2∂t

∣∣∣
t=T

, x ∈ [0, ω], (2)

lim
t→tr+0

∂3u

∂x2∂t
− lim

t→tr−0

∂3u

∂x2∂t
= ϕr(x), r = 1, k, (3)

u(t, 0) = ψ1(t),
∂u(t, x)

∂x

∣∣∣
x=0

= ψ2(t),
∂2u(t, x)

∂x2

∣∣∣
x=0

= ψ2(t), t ∈ [0, T ], (4)

where u(t, x) = col(u1(t, x), ..., un(t, x)) is unknown function, the n × n matrices Ai(t, x),
Bi(t, x), i = 1, 3, C(t, x), and n vector function f(t, x) are piecewise continuous on Ω with
possible discontinuities at lines t = tr, r = 1, k; the n vector-functions ψ1(t), ψ2(t) are piecewise
continuously differentiable on [0, T ] with possible discontinuities at lines t = tr, r = 1, k; the n
vector functions ϕr(x), r = 1, k, are continuously differentiable on [0, ω].

We investigated a questions for existence and uniqueness of solution to problem (1)–(4) by
method of introduction additional parameters [1].
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Keywords: impulsive partial differential equation, periodic problem, method of introduction additional parameters,
solvability.

2010 Mathematics Subject Classification: 35G35, 35G40, 35G46, 35L53, 35L55, 35L57

References
[1] Assanova A.T., Kadirbayeva Zh.M. Periodic problem for an impulsive system of the loaded hyperbolic equations,

Electronic J. Differ. Equ., 2018:72 (2018), 1–8.

— >>> —

On the solvability of nonlocal problem for a fourth order partial
differential equation
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Consider on the domain Ω = [0, T ] × [0, ω] a nonlocal problem for the system of partial
differential equation of fourth order

∂4u

∂x3∂t
=

3∑
i=1

{
Ai(t, x)

∂4−iu

∂x4−i +Bi(t, x)
∂4−iu

∂x3−i∂t

}
+ C(t, x)u+ f(t, x), (1)
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2∑
j=0

3∑
k=1

{
Pk,j(x)

∂4−ku(t, x)

∂x4−k + Sk,j(x)
∂4−ku(t, x)

∂x3−k∂t

}∣∣∣
t=tj

= ϕ(x), x ∈ [0, ω], (2)

u(t, 0) = ψ0(t),
∂u(t, x)

∂x

∣∣∣
x=0

= ψ1(t),
∂2u(t, x)

∂x2

∣∣∣
x=0

= ψ2(t), t ∈ [0, T ], (3)

where u(t, x) = col(u1(t, x), u2(t, x), ..., un(t, x)) is unknown function, the n×nmatrices Ai(t, x),
Bi(t, x), i = 1, 3, C(t, x), and n vector function f(t, x) are continuous on Ω, the n× n matrices
Pk,j(x), Sk,j(x), k = 1, 3, j = 0, 2, and n vector function ϕ(x) are continuous on [0, ω], 0 =
t0 < t1 < t2 = T , the the n vector-functions ψs(t), s = 0, 2 are continuously differentiable on
[0, T ].

We also consider an auxiliary nonlocal problem for system of hyperbolic equations second
order

∂2v

∂x∂t
= A1(t, x)

∂v

∂x
+B1(t, x)

∂v

∂t
+ A2(t, x)v + g(t, x), (4)

2∑
j=0

{
P3,j(x)

∂v(t, x)

∂x
+ S3,j(x)

∂v(t, x)

∂t

}∣∣∣
t=tj

= Φ(x), x ∈ [0, ω], (5)

v(t, 0) = ψ2(t), t ∈ [0, T ]. (6)

Here the functions g(t, x) ∈ C(Ω, Rn), Φ(x) ∈ C([0, ω], Rn).
For P3,1(x) = S3,1(x) = 0 problem (4)–(6) are investigated in [1, 2].
For j = 0,m, m = 2, 3, ..., are studied in [3, 4].
The following assertion is true.
Theorem 1. Let
i) the n × n matrices Ai(t, x), Bi(t, x), i = 1, 3, C(t, x), and n vector function f(t, x) are

continuous on Ω;
ii) the n × n matrices Pk,j(x), Sk,j(x), k = 1, 3, j = 0, 2, and n vector function ϕ(x) are

continuous on [0, ω];
iii) the n vector-functions ψ0(t), ψ1(t), and ψ2(t) are continuously differentiable on [0, T ];
iv) the nonlocal problem for system of hyperbolic equations second order (4)–(6) is uniquely

solvable for any g(t, x) ∈ C(Ω, Rn), Φ(x) ∈ C([0, ω], Rn), and ψ2(t) ∈ C1([0, T ], Rn).
Then problem (1)–(3) has a unique solution.
Theorem 1 is proved analogously scheme of proof Theorems 1 and 2 in [5].

Remark. For P3,0(x) = I, P3,2(x) = −I, where I is identity matrix on dimension n, and the
remaining boundary matrices and function ϕ(x) will be zeros, we obtain the periodic problem
for fourth order partial differential equations.
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A numerical algorithm for solving problem with parameter for a
loaded differential equation
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In the present paper we consider the problem for the linear loaded differential equations
with parameter

dx

dt
= A0(t)x+B(t)µ+

m∑
j=1

Aj(t)x(θj) + f(t), x, µ ∈ Rn, t ∈ (0, T ), (1)

x(0) = x0, x0 ∈ Rn, (2)

x(T ) = x1, x1 ∈ Rn, (3)

where the (n × n) - matrices Aj(t), j = 0,m, B(t) and n-vector-function f(t) are continuous
on [0, T ].

A solution to problem (1)-(3) is a pair (µ∗, x∗(t)), where µ∗ ∈ Rn, the vector function x∗(t)
is continuous on [0, T ], continuously differentiable on (0, T ) and satisfies Eq. (1) with µ = µ∗

and additional conditions (2), (3).
Loaded differential equations can be used to describe processes in biology, ecology, and

underground fluid dynamics. In [1] a linear boundary value problem for the system of loaded
differential equations with multipoint integral condition is considered. The method of parameteri-
zation [2], [3] is used for solving the problem considered. Numerical method for finding solution
to the problem is suggested. The method is based on solving the Cauchy problem on subintervals
by using Runge-Kutta method of the 4-th order. In [4] parameterization method is developed
for problem (1)–(3), where Aj(t) = 0, j = 1,m. A numerical method for solving this problem
is offered.

Problem for the linear loaded differential equations with parameter (1)–(3) is investigated.
The parameterization method is used to solve the problem. The essence of parameterization
method is that segment, where the loaded differential equation is considered, is divided into
parts by loading points, and the initial problem is reduced to the problem with parameters. The
boundary value problem with parameters equivalent to the considered problem consists of the
Cauchy problem for the system of ordinary differential equations with parameters, boundary
condition and continuity conditions. The solution to the Cauchy problem for the system of
ordinary differential equations with parameters is constructed using the fundamental matrix of
differential equation. The system of linear algebraic equations with respect to the parameters
is composed by substituting the values of corresponding points of solutions into the boundary
condition and continuity conditions. Numerical method for finding solution to the problem is
suggested. The numerical method is based on solving the Cauchy problem on subintervals by
using Runge-Kutta method of the 4-th order.
Funding: The authors were supported by the grant AP05132455 of SC of the MES of RK.
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Optimization of heated oil pumping in the main oil pipeline
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The transportation of high pour point oil through mail pipelines is carried out by pumps and
preheaters, which are the main consumers of electrical and thermal energy. The energy-saving
mode of high pour point oil pumping requires determination of optimum operating conditions
for all pumping equip-ment and preheaters located at the main oil pipeline section.

The task definition is to search for energy-saving operating modes of the main oil pipeline
section where a given volume of high pour point oil is pumped at the minimum usable total cost
of energy consumption of all pumps and preheaters. To do this, it is necessary to find optimal
conditions for the operation of pumps and preheaters at the section of the main oil pipeline,
which ensure the pump high pour point oil with the minimum total cost of electricity and fuel.

The optimization criterion of the energy-saving mode of oil mixture pumping at the section
of the main oil pipeline with several stations is determined by the minimum value of the total
energy cost used by pumping units and preheaters [1]:

n∑
i=1

zeli mpum
i∑
j=1

cpumij NPU
ij (kij) + zfli

mph
i∑

j=1

cphij Q
fl
ij

→ min (1)

where n is the number of pumping stations, mpum
i /mph

i is the number of pumps/ preheaters
at the i-th station, zeli /zfli is the electricity cost (tenge/ kW·h)/fuel cost (tenge/kg) at the i-th
station; cpumij /cphij is the integer variable which has a value of 1 if the pump/preheater is in
operation, and 0 otherwise; Qfl

ij is the rate fuel is supplied to j-th preheater of the i-th station
(kg/h); NPU

ij (kij) is the power consumption of the j-th pumping equipment at the i-th station
(kW); kij is the ratio of rotary rotations per minute to the nominal rotary rotations per minute
of the given pump.

The calculation of the pressure and temperature of high pour point oil at the linear section
of the pipeline is found by solving the system of equations:

∂p

∂t
+ ρ0c

2 ∂v

∂x
= 0 (2)
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ρ0
∂v

∂t
+
∂p

∂x
= −ζ(Re, ε)

ρ0v
2

2D
− ρ0g sinα(x) (3)

ρ0cp
∂T

∂t
+ ρ0cpv

∂T

∂x
= −4k

D
(T − Tw) +

dp

dt
(4)

where ρ0, p, cp, v, T are the density, the pressure, the heat capacity, the velocity, and the
temperature of oil, respectively; g is the gravity acceleration; Re is the Reynolds number;
k is the heat transfer coefficient; ζ is the hydraulic resistance coefficient; Tw is the ambient
temperature; ε, D are the roughness and the diameter of the pipeline, respectively.

Included in equation (2) is the speed of propagation of waves in the pipeline. According to
N.E. Zhukovsky [2], the speed c is calculated by the following formula:

c =
1√

ρ0
ξ

+ ρ0D
Eδ

(5)

where ξ is the oil compressibility modulus, E and δ are the Young’s modulus and wall thickness
of the pipe, respectively.

The temperature-viscosity and temperature-heat capacity relationships are defined by the
standard formulas [2]:

µ(T ) = a · e−bT ; cp(T ) =
1
√
ρ0

(53357 + 107.2 · T ) (6)

The optimization calculations are carried out by the system of equations (2) - (6) when the
condition (1) is fulfilled. The energy-saving modes of high pour point oil pumping at the section
of the main oil pipeline were determined in the calculations.
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In the communication, we consider the nonlinear ordinary differential equation (ODE)

dx

dt
= f(t, x), t ∈ [0, T ], x ∈ Rn, (1)

where f : [0, T ]×Rn → Rn is continuous.
General solution of Eq.(1) plays important role in solving boundary value problems. Construc-

tion of classical general solution of ODE is a difficult problem and breaks down in many
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cases. Therefore, we introduce a new concept of general solution. This concept based on
parametrization’s method. The interval [0, T ] is divided into N parts with the points t0 =
0 < t1 < . . . < tN = T, values of unknown function x(t), a solution of Eq.(1), at beginning
points of subintervals considered as additional parameters, and Eq.(1) is reduced to the Cauchy
problem for ordinary differential equations with parameters on subintervals

dur
dt

= f(t, ur + λr), t ∈ [tr−1, tr), ur(tr−1) = 0, r = 1, N. (2)

Using the solutions of the Cauchy problems, the functions ur(t, λr), we construct the ∆N

general solution of Eq.(1). Properties of the ∆N general solutions are established and their
applications in finding the solutions of nonlinear boundary value problems for Eq.(1) is discussed.
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On a pseudo-Volterra integral equation
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We study the solvability of a pseudo-Volterra integral equation:

ϕ(t) +

∫ t

0

Kω(t, τ)ϕ(τ)dτ = f(t), (1)

where the kernel Kω(t, τ) is representable as a sum:

Kω(t, τ) =
4∑
i=1

K(i)
ω (t, τ),

and:
K(1)
ω =

1

2a
√
π
· t

ω + τω

(t− τ)3/2
· exp

{
−(tω + τω)2

4a2(t− τ)

}
;

K(2)
ω = − 1

2a
√
π
· t

ω − τω

(t− τ)3/2
· exp

{
−(tω − τω)2

4a2(t− τ)

}
;

K(3)
ω = − 1

a
√
π
· 1 + ωtω−1

(t− τ)1/2
exp

{
−(tω + τω)2

4a2(t− τ)

}
;

K(4)
ω =

1

a
√
π
· 1 + ωtω−1

(t− τ)1/2
exp

{
−(tω − τω)2

4a2(t− τ)

}
.

This kind of integral equations arise in solving the following boundary value problem [1]:

∂u(x, t)

∂t
− a2∂

2u(x, t)

∂x2
= 0, {(x, t) | 0 < x < tω, t > 0}

∂u

∂x

∣∣∣
x=0

= 0,
dũ(t)

dt
+
∂u

∂x

∣∣∣
x=tω

= 0,

where ũ(t) = u(tω, t), ω > 1
2
.
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We will search for the solution of the integral equation (1) in the class of functions:

t
3
2
−ω · ϕ(t) ∈ L∞(0,∞),

i.е.
ϕ(t) ∈ L∞(0,∞; t

3
2
−ω)

Volterra integral equations of this kind were considered in papers [2–4].
The following statement is proved
Theorem. If ω > 1

2
, then the integral equation (1) for any

t
3
2
−ω · f(t) ∈ L∞(0,∞)

has a unique nonzero solution: t
3
2
−ω · ϕ(t) ∈ L∞(0,∞).

Keywords: characteristic equation, kernel, integral operator, class of essentially bounded functions
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Consider the nonlinear Fredholm integro-differential equation

dx

dt
= A(t)x+ ϕ(t)

∫ T

0

ψ(τ)f(τ, x(τ))dτ, t ∈ [0, T ], x ∈ Rn, (1)

where the n × n matrices A(t), ϕ(t), ψ(τ) are continuous on [0, T ], f : [0, T ] × Rn → Rn is
continuous; ‖x‖ = max

i=1,n
|xi|.

The interval [0, T ] is divided into N parts by points t0 = 0 < t1 < . . . < tN = T. Application
parametrization’s method [1, 2] Eq.(1) yields the special Cauchy problem for the system of
nonlinear integro-differential equations with parameters

dur
dt

= A(t)[ur + λr] + ϕ(t)
N∑
j=1

∫ tj

tj−1

ψ(τ)f(τ, uj(τ) + λj)dτ, t ∈ [tr−1, tr), (2)
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ur(tr−1) = 0, r = 1, N. (3)

In communication questions on existing the solution to the problem (2), (3) is discussed.
Keywords: Nonlinear Fredholm integro-differential equation, special Cauchy problem, parametrization’s method.
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On a mathematical model of breaking travelling waves

Nurbol KOSHKARBAY
1 Institute of Mathematics and Mathematical Modeling, ALmaty, Kazakhstan

nurbol-koshkarbaev@mail.ru

This paper is devoted to the initial boundary value problem for the Korteweg-de Vries-Benjamin-
Bona-Mahony equation

ηt + ηηx + ηxxx − ηtxx − ηx = 0, t > 0, x ∈ R

in a infinite domain. This particular problem arises from the phenomenon of long wave with
small amplitude in fluid. For certain initial-boundary problems for the Korteweg-de Vries-
Benjamin-Bona-Mahony equation, we obtain the conditions of blowing-up of travelling wave
solutions in finite time. The proof of the results is based on the nonlinear capacity method. In
closing, we provide the exact and numerical examples.
Funding: The author is financially supported by a grant No.AP05131756 from the Ministry of Science and Education
of the Republic of Kazakhstan
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On a homogeneous singular integral equation

Minzilya KOSMAKOVA, Zhanar TULEUTAEVA, Laila KASYMOVA
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¯
mir69@mail.ru

We study the solvability of a singular integral equation of the second kind

ν(t)− a

2
√
π

∫ t

0

1√
t
√
τ
√
t− τ

e−
t−τ
4a2 · ν(τ)dτ−

− 1

k a
√
π

∫ t

0

√
τ

t

1√
t− τ

e−
t−τ
4a2 · ν(τ)dτ = 0, (1)

where a, k are positive constants.
A similar kind of integral equation arises in solving the boundary value problems of heat

conduction with heat generation, which describe the development of the one-dimensional unsteady
heat processes with axial symmetry.

The solution of the homogeneous integral equation (1) found in explicit form:

ν(t) =
Ce

1
k

(ka)
1
k

(2t)
1
2k

2
√
πt

exp

{
t

2k2a2
− t

4a2
− a2

8t

}
×

×
[

1

k

√
2t D−( 1

k
+1)

(
ka2 − 2t

ak
√

2t

)
+ a D− 1

k

(
ka2 − 2t

ak
√

2t

)]
, (2)

where

D−p(z) =
e−

z2

4

Γ (p)

∫ +∞

0

e−zx−
x2

2 xp−1dx, Rep > 0

are Parabolic cylinder functions (Weber functions).
From a practical point of view, the case k = 2 is interesting:

ν(t) =
C
√
e

√
2aπ(2t)

3
4

exp

{
− t

8a2
− a2

8t

}
×

×

[√
2t

2
D− 3

2

(
a√
2t
−
√
t

a
√

2

)
+ a D− 1

2

(
a√
2t
−
√
t

a
√

2

)]
, (3)

where

D− 1
2
(z) =

√
π z

2
K 1

4

(
z2

4

)
and Kν (x) is the modified Bessel function of the second kind or the Macdonald function.

The following theorem is proved.
Theorem 1. The integral equation (1) at k = 2 in the class of functions ν(t) ∈ L∞(0, +∞)

has a solution defined by the formula (3).
When k = 1, representation (2) has the form:

ν(t) =
Ce

3
2

a
√
π

[
1√
t

exp

{
− t

4a2
− a2

4t

}
+

√
π

ae
exp

{
3t

4a2

}
erfc

(
a

2
√
t
−
√
t

a

)]
(4)

And, the following theorem is valid.
Theorem 2. The integral equation (1) at k = 1 in the weight class of functions exp

{
− t
a2

}
ν(t) ∈ L∞(0, +∞) has a solution defined by the formula (4).
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Remark. Singular integral equations were considered in works [1] – [3]. Their kernels were
also "incompressible but kernels had an another form. In this connection, the weight classes of
the solution existence differ from the class of the solution existence for the equation considered
in this work.
Keywords: Volterra equation of the second kind, kernel, class of essentially bounded functions, Laplace transformation
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Particle dispersion in the turbulent mixing layer in depending on a
particle size.
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The mixing of two layers with different velocity and particle loading profiles is commonly
observed in natural and industrial processes. Such flows are explored experimentally and numeri-
cally [1-2]. As rule, the experiments are very complexity and expensively. Therefore, at the
moment, the numerical simulation of particle dispersion in a mixing layer is most preferable.
Numerically, there are two main modeling approaches suitable for the simulation of these flows
[1]. In first models, both, the carrier phase and the particle phase are modeled in an Eulerian
frame [1]. Like the carrier phase, the particle phase is governed by conservation laws. Another
approach for modeling two-phase flows is a mixed Eulerian-Lagrangian viewpoint [2].

The purpose of this paper is the particles dispersion in a plane developing mixing layer
in Eulerian-Lagrangian formulation. The investigation focuses on the effects of developing
vortex structures on particle dispersion of different size in a mixing layer. The unsteady, planar
compressible Navier-Stokes equations are considered for multi-species gas mixture. The particles
are traced assuming one-way coupling between the continuous and the dispersed phases, i.e.
the particles are influenced by the gas phase. Consequently, governing equations for particles
are equations of trajectory and momentum and temperature. To close the systems of the
original equations, we used the Wilke formula to determine the mixture viscosity coefficient
in terms of the mass fractions [3]. For the gas at the inflow all physical variables are varied
smoothly from hydrogen (fuel) flow to air flow using a hyperbolic-tangent function [4]. In order
to produce the roll-up and pairing of vortex rings, an unsteady boundary condition is also
applied at the inlet plane [4]. The calculation Navier-Stokes equations are performed with the
use of Nav2D code [5] based on the third-order accuracy ENO scheme. Numerical calculation
is performed for the range 20 ≤ dp ≤ 200 of the diameters of the particles. The influence of
large-scale coherent structures in a spatially-developing mixing layer on the particle dynamics
are numerically studied. Detailed analysis reveals that the small particles are captured by the
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vortices homogeneously while the large particles are accumulated in the periphery of the vortices
and along the braid of two adjacent vortices. The dispersion of the particles in supersonic
multispecies mixture layer is similar to the trajectory of the particles in subsonic flow: the large
particles reacted to the centrifugal action, while the small particles are in a quasi-equilibrium
status with the gases.
Funding: The authors were supported by the grant AP05131555 of SC of the MES of RK.

Keywords: two-phase flows, turbulent gas-particle flows, ENO scheme, Euler-Lagrangian approach, mixing layer,
supersonic flow, particle dispersion.
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Phase portraits of the Henon-Heiles potential

Ewgenij MALKOV1, A.A.Bekov2,3,4, S.B. Momynov2,3,a, I.B. Bekmukhamedov3,b

1 Khristianovich Institute of Theoretical and Applied Mechanics Siberian Branch of Russian
Academy of Sciences, Novosibirsk, Russia

2 The Kazakh National Research Technical University after K.I. Satpaev, Almaty, Kazakhstan
3 Al-Farabi Kazakh National University, Almaty, Kazakhstan

4 JSC National Centre for Space Research and Technology, Almaty, Kazakhstan
E-mail: a s.momynov@gmail.com, b beckmuhamedov1924@gmail.com

The Henon-Heiles potential is undoubtedly one of the simplest, classical and characteristic
examples of open Hamiltonian systems with two degrees of freedom. The above topic was
devoted to a large number of research scientists [1,2].

The potential of the Henon-Heiles system is determined by the formula:

U(x, y) =
1

2
(x2 + y2 + 2x2y − 2

3
y3) (1)

Equation (1) shows that the potential actually consists of two harmonic oscillators, which
were connected by the perturbing terms x2y − 1

3
y3.

The basic equations of motion for a test particle with a unit mass (m = 1) are:

ẍ = −∂U
∂x

= −x− 2xy

ÿ = −∂U
∂y

= −y − x2 + y2

 (2)

Consequently, the Hamiltonian of system (1) has the form:

H =
1

2
(ẋ2 + ẏ2) +

1

2
(x2 + y2) + x2y − 1

3
y3 = h (3)
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where ẋ and ẏ are the momenta per unit mass, x and y are the coordinates of the system;
h > 0 the numerical value of the Hamiltonian, which is conserved. It is seen that h > 0 the
Hamiltonian is symmetric with respect to x→ −x, and H also exhibits a symmetry of rotation
at 2π

3
.

To study the Henon-Heiles system, the Poincare section method is used. Advantages of this
method are especially evident when we consider nonlinear systems for which exact solutions
are unknown. In this case, the phase trajectories are calculated by numerical methods.

To solve the systems of equations (2), boundary conditions are chosen so that they satisfy
equation (3). Further, the systems of equation (2) are solved on the basis of the Runge-Kutta
method. To construct the Poincare section, those values that intersect the plane x = 0 are
chosen. The Poincare sections for Henon-Heiles systems for different energy values (E = 1/12,
E = 1/8, E = 1/6) were investigated. With increasing energy, the structure of the cross sections
is destroyed. The results obtained are in agreement with other authors [1, 2].

Thus, the results obtained by the numerical method determine the oscillations for the Henon-
Heiles model and serve as the basis for a comparative analysis in determining the analytical
mapping.
Keywords: Henon-Heiles model, Poincare section, numerical solutions.
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Numerical solution of periodical boundary value problem for the
Van der Pol differential equation.
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We consider the periodical boundary value problem for the Van der Pol differential equation:

d2y

dt2
= ε(1− y2)

dy

dt
+ y − εpcos(ωt+ α) + g(t), t ∈ (0, T ), y ∈ R,

y(0) = y(T ), y′(0) = y′(T ).

In the communication the numerical solution of nonlinear boundary value problem is found
by the method proposed in [1].

Interval is divided into 2 parts, values of solution at the left-end points of the subintervals
are considered as additional parameters and original problem is reduced to the boundary
value problem with parameters. Using solution to the Cauchy problems for the differential
equations with parameters, boundary condition, and the continuity condition at the dividing
point, a system of nonlinear algebraic equations with respect to introduced parameters is
composed. The values of functions, which present left sides of the system, and their derivatives
by parameters, we can find by solving the Cauchy problems for ordinary differential equations
on the subintervals. The Cauchy problems solutions we find by the Runge-Kutta method of
fourth order. The solution of composed system if found by Newton’s method.
Funding: The work is supported by the grant project AP05132486 (2018-2020) from the Ministry of Science and
Education of the Republic of Kazakhstan.
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In [1-4] parametrization’s method is applied to study and solve the linear Fredholm integro-
differential equations and boundary value problems for them. The interval is divided into parts,
values of desired function at the beginning points of subintervals are considered as additional
parameters and the original integro-differential equation is reduced to a system of integro-
differential equations with parameters, where unknown functions satisfy the initial conditions
on the subintervals. At the fixed values of parameters we get the special Cauchy problem for
the system of linear integro-differential equations. The solutions to the special Cauchy problems
are used in solving boundary value problems for the Fredholm integro-differential equations.

Consider the nonlinear Fredholm integro-differential equation

dx

dt
= f(t, x) +

m∑
k=1

ϕk(t)

∫ T

0

ψk(τ)x(τ)dτ, t ∈ [0, T ], x ∈ Rn, (1)

where the n× n matrices ϕk(t), ψk(τ), k = 1,m, are continuous on [0, T ], f : [0, T ]×Rn → Rn

is continuous; ‖x‖ = max
i=1,n
|xi|.

The interval [0, T ] is divided into N parts by points t0 = 0 < t1 < . . . < tN = T. By using
parametrization’s method Eq.(1) is reduced to the special Cauchy problem for the system of
nonlinear integro-differential equations with parameters

dur
dt

= f(t, ur + λr) +
m∑
k=1

ϕk(t)
N∑
j=1

∫ tj

tj−1

ψk(τ)[uj(τ) + λj]dτ, t ∈ [tr−1, tr), (2)

ur(tr−1) = 0, r = 1, N. (3)

The special Cauchy problem as the Cauchy problem for Fredholm integro-differential equa-
tions is not always solvable. In [5], sufficient conditions for the existence of a unique solution
to the special Cauchy problem for the nonlinear Fredholm integro-differential equations are
obtained. An algorithm for finding a solution to the special Cauchy problem for the nonlinear
integro-differential equations and a numerical implementation of the proposed algorithm are
developed in [6]. Note that in these papers required to be small the lengths of subintervals.

The purpose of this paper is to establish conditions for the existence of a solution to the
special Cauchy problem (2), (3) for any partition of the interval [0, T ].

In this communication questions of the existence of a solution to the special Cauchy problem
(2), (3) at the fixed values of parameters are studied. To this end Arzela’s theorem on compactness
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of the set of continuous functions on the closed intervals is used. Conditions for the existence
of a solution to the special Cauchy problem (2), (3) are established.
Funding: The author was supported by the grant AP05132486 of SC of the MES of RK.

Keywords:Nonlinear Fredholm integro-differential equation, special Cauchy problem, parametrization’s method, compact
set.
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Bifurcation analysis of dynamic pull-in for a lumped mass model is presented.The restoring
force of the spring is derived based on the nonlinear constitutive stress-strain law and the
driving force of the mass attached to the spring is basedon the electrostatic Coulomb force,
respectively. The analysis is performed on theresulting nonlinear spring’s mass equation with
initial conditions. The necessary andsufficient conditions for the existence of periodic solutions
are derived analyticallyand illustrated numerically. The conditions for bifurcation points on the
parametersassociated with the second-order elastic stiffness constant and the voltage aredeter-
mined. This is a joint work with P Skrzypacz, D Nurakhmetov, and D Wei [1].
Keywords: MEMS,Graphene, Pull-in, Nonlinear oscillator, Bifurcation, Periodic solution
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Solvability of linear boundary value problem for a loaded Fredholm
integro-differential equation
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In the communication, we consider the boundary value problem

dx

dt
= A(t)x+ ϕ(t)

T∫
0

ψ(τ)x(τ)dτ+

+N(t)x(θ0) +W (t)x(θ1) + Z(t)x(θ2) + f(t), t ∈ (0, T ), x ∈ Rn, (1)

Bx(0) + Cx(T ) = d, (2)

where 0 = θ0 < θ1 < θ2 = T , the (n× n)-matrices A(t), ϕ(t), ψ(t), N(t),W (t),
Z(t) and n-vector f(t) are continuous on [0, T ]× [0, T ] and [0, T ], respectively.

Let C([0, T ], Rn) be space of continuous functions x : [0, T ] → Rn with the norm ||x||1 =
max
t∈[0,T ]

||x(t)||. A solution to problem (1), (2) is a continuously differentiable on (0, T ) function

x(t) ∈ C([0, T ], Rn) satisfying the loaded Fredholm integro-differential equation (1) and boundary
condition (2).

Boundary value problems for the Fredholm integro-differential equations and loaded differential
equations are considered by many authors (see [1]-[4] and refrences cites there in).

By ∆2(θ) we denote the partition of interval [0;T ) into two subintervals: [0;T ) = [0; θ1) ∪
[θ1;T ).

Introducing parameters λ1 = x1(0), λ2 = x2(θ1), λ3 = x(T ) and making the substitutions
ur(t) = xr(t)−λr, t ∈ [θr−1, θr), r = 1, 2, x(T ) = λ3, we obtain the system of integro-differential
equations with parameters:

du1

dt
= A(t)[u1 + λ1] + ϕ(t)

[ θ1∫
0

ψ(τ)[u1(τ) + λ1]dτ +

T∫
θ1

ψ(τ)[u2(τ) + λ2]dτ

]
+

+N(t)λ1 +W (t)λ2 + Z(t)λ3 + f(t), t ∈ [0, θ1), (3)

du2

dt
= A(t)[u2 + λ2] + ϕ(t)

[ θ1∫
0

ψ(τ)[u1(τ) + λ1]dτ +

T∫
θ1

ψ(τ)[u2(τ) + λ2]dτ

]
+

+N(t)λ1 +W (t)λ2 + Z(t)λ3 + f(t), t ∈ [θ1, T ), (4)

initial conditions at the beginning points of subintervals:

u1(0) = 0, (5)

u2(θ1) = 0, (6)

the boundary condition:
Bλ1 + Cλ3 = d, (7)

and continuity conditions:
λ1 + lim

t→θ1−0
u1(t)− λ2 = 0, (8)
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λ2 + lim
t→T−0

u2(t)− λ3 = 0. (9)

Solving the problem (3)-(9), we determine the solution to problem (1), (2). Sufficient conditions
of solvability of problem (3)-(9) are obtained.
Keywords: Loaded Fredholm integro-differential equation, parameterization method, boundary value problem.
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About construction of laguerre polynomials of many variables
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Confluent hypergeometric functions were studied in the works Of J. Horn, P. Appell, M. P.
Humbert, M. Lauricella, and others [1]. M. P. Humbert has determined confluent hypergeometric
function from n variables and established a link with the Laurichella function FA.
Definition 1. The degenerated hypergeometric function of M. P. Humbert Ψ

(n)
2 n variables is

determined by a series of

Ψ
(n)
2 (λ, γ1, · · · γn;x1, · · · , xn) =

∑ (λ)m1+...+mn

(γ1)m1 ...(γn)mn
· x

m1
1

m1!
· ... · x

mn
n

mn!
(1)

for which equality is fair [1, p. 134]:

Ψ
(n)
2 (λ, γ1, ...γn;x1, ..., xn) = lim

ε→0
FA(λ,

1

ε
, ...,

1

ε
; γ1, ...γn; εx1, ..., εxn).

The series converges absolutely and uniformly at |x1| < ε, ...,|xn| < ε.
Definition 2. Humbert function (1) is a special solution of the system consisting of n partial

differential equations of the second order

xj =
∂2F

∂x2
j

+ [γj − xj]
∂F

∂xj
−
∑
(k 6=j)

xk
∂F

∂xk
− λF = 0, (j = 1, n). (2)

where F = F (x1, x2, ..., xn) is the total unknown for all equations of the system (2).
If n = 2 (1) we obtain a confluent hypergeometric Humbert function of two variables

Ψ
(2)
2 (λ, γ1, γ2, ;x1, x2) which is a particular solution of the Horn system consisting of two equations

of the second order.
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The system of the Horn type 22 has linearly independent partial solutions, and the Horn-
type system has linearly independent partial solutions in the form of Humbert functions from
n variables.

In this paper, particular solutions of the Gorn type system have been established (2), in the
form of Laguerre polynomials from n variables.

Theorem. Let in a system of Horn type (2) consisting of equations the parameters γ1 =
α1 + 1, ..., γn = αn + 1 (α1 > −1, ..., αn > −1, α1 6= 0, ..., αn 6= 0). Then the system of partial
differential equations of the second order (2) has linearly independent partial solutions.

The decision of which is

F1(x1, ..., xn) = Ψ
(n)
2 (−n, 1 + α1, ..., 1 + αn;x1, ...., xn), (3)

if λ = −n ( n > 0 -integer number) defines the generalized Laguerre polynomial and n variables

L(0,...,0)
n,...,n (x1, ..., xn) =

n∑
m1,...mn=0

(λ)m1+...+mn

(1 + α1)m1 ...(1 + αn)mn
· x

m1
1

m1!
· ... · x

mn
n

mn!
(4)

If αj = 0 (j = 1, n) then Laguerre polynomial is represented as

F1(x1, ..., xn) = Ψ
(n)
2 (λ, 1, ..., n;x1, x2, ...., xn),

if λ = −n ( n > 0 -integer number) defines the simple Laguerre polynomial of n variables
of the form

L(0,...,0)
n,...,n (x1, ..., xn) =

n∑
m1,...mn=0

(λ)m1+...+mn

(1)m1 ...(1)mn
· x

m1
1

m1!
· ... · x

mn
n

mn!
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Statement of the problem. The regular homogeneous system is being considered the possibility
of the joint solutions to the private differential equations in the third order consisting of two
equations in the form

x3g(0)p30 + x2yp21 + x2g(2)p20 + xyg(3)p1,1 + xg(4)p10 + yg(5)p01 + g(6)p0,0 = 0,

y3q(0)p03 + xy2p12 + y2q(2)p02 + xyq(3)p1,1 + xq(4)p10 + yq(5)p01 + q(6)p0,0 = 0, (1)
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where p30 = Zxxx, p03 = Zyyy, p12 = Zxyy, p20 = Zxx, p02 = Zyy, p11 = Zxy, p10 = Zx, p01 =
Zy, p0,0 = Z(x, y)-total unknown, coefficients

g(i) = g(i)(x, y) = a
(i)
00 + a

(i)
10 · xh,

q(i) = q(i)(x, y) = b
(i)
00 + b

(i)
10 · yh, (i = 0, 6) (2)

Suppose that system (1) is being implemented and integrability condition is satisfied.

1− g(1)

g(0)
· q

(1)

q(0)
6= 0 (3)

In this case, nine linearly-independent private solutions can be defined. Assertions are true.
Theorem 1. Suppose that the system (1) with coefficients type (2), where a(0)

00 6= 0, b
(0)
00 6=

0, h = 1 conditions of compatibility and integrability are satisfied (3). Then system (1) has nine
linearly independent private solutions in the form

Zt(x, y) = xρt · yσt ·
∞∑

m,n=0

A(t)
m,n · xm · yn, A0,0 6= 0, (t = 1, 9), (4)

near the singularity (0, 0), where ρt, σt, Am,n(m,n = 0, 1, 2, ....; t = 1, 9) unknown permanent.
Theorem 2. Suppose that the system (1) with coefficients type (2), where a(0)

10 6= 0, b(0)
01 6= 0,

h = 1 conditions of compatibility and integrability are satisfied (4). Then system (1) has nine
linearly independent private solutions in the form

Zt(x, y) = xρt · yσt ·
∞∑

m,n=0

B(t)
m,n · xm · yn, B0,0 6= 0, (t = 1, 9), (5)

near feature (∞,∞), where ρt, σt, Bm,n(m,n = 0, 1, 2, ....; t = 1, 9) unknown permanent.
Unknown indicators ρt, σt, t = 1, 9) of series (4) and (5) are determined from systems of

defining equations for singularities (0, 0) and (∞,∞). If the system (1) with coefficient a(0)
00 = 0,

we get a hyper geometric type system. The specific special case of such a system is the example
of Campe de Feriet.

Example.Degenerate hypergeometric system

x2 · p3,0 + x · y · p2,1 + (γ + δ + 1)x · p2,0 + δ · y · p1,1 + γ · δp1,0 − p0,0 = 0,

y2 · p3,0 + x · y · p1,2 + (γ + δ
′
+ 1)y · p0,2 + δ

′ · x · p1,1 + γ · δ′p0,1 − p0,0 = 0 (6)

is obtained by passing the limit of system type Clausen, since it has obtained from the joint
system. For it the integrability condition (3) is not satisfied. Therefore, system (6) does not
accuracy of nine linear-independent solutions. By constructing the method of Frobenius-Laty-
shev, we will see that the first system solution represents the generalized singular Clausen
hypergeometric function of two variables

Thus, we have just satisfied that system (6) composed of two equations to the third order has
been the system type Clausen, and its solutions are expressed through the degenerate Clausen
hypergeometric function.

Keywords: Regularity, irregularity, system, solutions, generalized, particular, linearly independent.
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Absolute stability of a program manifold of non-autonomous
indirect control systems with stationary nonlinearities
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We will introduce for consideration a class of continuously-differentiable at times t and
bounded on a norm matrices Ξ.

Consider the problem of construction of a material system by given (n − s)-dimensional
program manifold Ω (t) ≡ ω(t, x) = 0, in the following form [1]:

ẋ = f (t, x)−B(t)ξ, ξ̇ = ϕ (σ) , σ = P T (t)ω −Q(t)ξ, t ∈ I = [0, ∞) , (1)

provided that Q(t) >> 0, where x ∈ Rn is a state vector of the object, f ∈ Rn is a vector-
function, satisfying to conditions of existence of a solution x(t) = 0, B ∈ Ξn×r, P ∈ Ξs×r, Q ∈
Ξr×r are matrices, ω ∈ Rs(s ≤ n) is a vector, ξ ∈ Rr is a vector-function, satisfying to
conditions of local quadratic connection

ϕ(0) = 0 ∧ 0 < σTϕ(σ) ≤ σTK(t)σ, ∀ σ 6= 0, (2)

K1 ≤
∂ϕ(σ)

∂σ
≤ K2, , [K(t) = KT (t) >> 0] ∈ Ξr×r Ki = KT

i > 0.

This problem reduce to investigation of quality properties of the following system with
respect to vector-function ω [2, 3]:

ω̇ = −A(t)ω −H(t)B(t)ξ, ξ = ϕ (σ) , σ = P T (t)ω −Q(t)ξ, t ∈ I = [0, ∞) . (3)

Here nonlinearity satisfies also to generalized conditions (2).
Great number of works is devoted to the construction of the autonomous systems of equations

on the given program manifold possessing of quality properties and to solving of various inverse
problems of dynamics. The detailed reviews of these works were shown (see [3]-[7]).

Statement of the Problem. To get the condition of absolute stability of a program
manifold Ω(t) of the non-autonomous indirect control systems with stationary nonlinearity in
relation to the given vector-function ω.

Theorem 1. Suppose that there exist matrices

L = LT > 0, β = diag (β1, . . . , βr) > 0,

non-linear function ϕ(σ) satisfies the conditions (2) and −V̇ |(3) = W .
Then in order that, the program manyfold Ω (t) with respect to the vector function ω will

satisfy to inequalities

λ1‖z(t0)‖exp[α1(t− t0)] ≤ ‖z(t)‖ ≤ λ2‖z(t0)‖exp[α2(t− t0)],

it is sufficient performing of the following conditions

l1(‖z‖2 ≤ V ≤ l2(‖z‖2, (4)

g1(‖z‖2 ≤ W ≤ g2(‖z‖2, (5)

where z(t0) = ‖ω(t0) ξ(t0)‖T , z(t) = ‖ω(t) ξ(t)‖T and λ1, λ2, α1, α2, l1, l2, g1, g2 are positive
constants.
Funding: This results are supported by grant of the Ministry education and science of Republic Kazakhstan No. AP
05131369 for 2018-2020 years.
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Тензор Грина уравнений динамики термоупругого стержня

Нурсауле АЙНАКЕЕВА1,a, Асият ДАДАЕВА1,b

1 Институт математики и математического моделирования, Алматы, Казахстан
E-mail: anursaule_math@mail.ru, bdady_1262@mail.ru

Стержневые конструкции широко используются в строительстве и машиностроении в
качестве опор мостов и зданий, соединительных и передаточных звеньев для конструк-
тивных элементов самых разных машин и механизмов. Изучение напряженно-деформиро-
ванного состояния стержневых конструкций с учетом влияния температуры, которая су-
щественно влияет на их прочность и надежность при эксплуатации, является актуаль-
но научно-технической проблемой. Здесь рассматривается термоупругий стержень, кото-
рый характеризуется линейной плотностью , скоростью распространения упругих волн
в стержне и двумя термоупругими константами [1]. Исследуются продольные перемеще-
ния сечений стержня и температурное поле , которые описываются системой гиперболо-
параболических уравнений второго порядка . В работе [2] ранее построено преобразование
Фурье по времени тензора Грина уравнений связанной термоупругости в пространственно-
одномерном случае. Здесь построено обобщенное преобразование Фурье матрицы фун-
даментальных решений уравнений несвязанной термоупругости, проведена его регуля-
ризация, на основе которой построен оригинал этого тензора в исходном пространстве
времени, что не удается в случае связанной термоупругости. Получены обобщенные ре-
шения уравнений несвязанной термоупругости при действии нестационарных силовых и
тепловых источников произвольного вида и даны их регулярные интегральные представ-
ления. Приведены графики расчетов матрицы фундаментальных решений, характеризу-
ющих термонапряженное состояние стержня при действий сосредоточенных силовых и
тепловых источников колебаний для разных значений термоупругих констант среды и
частот колебаний.
Funding: Авторы были поддержаны грантом AP05132272 КН МОН РК.

Ключевые слова: уравнение термоупругости, тензор Грина, преобразование Фурье

2010 Mathematics Subject Classification: 74B05, 74H15

Institute of Mathematics and Mathematical Modeling. – Almaty: April 3–5. – 2019



108 Традиционная апрельская математическая конференция. – 2019

Литература
[1] Новацкий В. Теория упругости, Мир, Москва (1975).
[2] Алексеева Л.А., Ахметжанова М.М. Фундаментальные и обобщенные решения урав-

нений динамики термоупругих стержней. Стационарные колебания, Математический
журнал, 14:2 (2014), 5–20.

— >>> —

Тензор Грина для термоупругой полуплоскости со свободной
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При изучении сейсмических процессов в земной коре для учета реальных свойств по-
родного массива используются различные математические модели механики деформиру-
емых твердых тел. Наиболее изучены процессы распространения и дифракции волн в
упругих средах при действии сосредоточенных и распределенных источников различного
вида. Теоретические исследования в этом направлении на основе классических методов
математической физики имеют довольно обширную библиографию (см.[1-4]). Реальный
породный массив, помимо упругих, обладает целым рядом других свойств, которые ока-
зывают существенное влияние на процессы распространения сейсмических волн и его
напряженно-деформированное состояние. Поэтому усложнение математической модели
для более полного учета действующих факторов при изучении сейсмических процессов
является абсолютно необходимым. Одним из таковых является температура массива, ко-
торая существенно влияет на его напряженно-деформированное состояние и при стати-
ческих, и динамических воздействиях. Исследование динамики термоупругих сред при
действии нестационарных силовых и тепловых источников возмущений относится к чис-
лу мало изученных проблем механики и математической физики. В связи со сложностью
построения решений системы уравнений движения термоупругой среды, которая отно-
сится к классу систем смешанного гиперболо-параболического типа, обычно уравнения
упрощают, пренебрегая воздействием упругих деформаций на температурное поле среды.
Для такой модели, которая получила название несвязанной термоупругости, вначале мож-
но определить температурное поле, решая хорошо изученное параболическое уравнение
теплопроводности, а затем определить перемещения или скорости точек среды, исполь-
зуя классические уравнения динамики упругого тела, в которые градиент температурного
поля входит как массовая сила. Но даже для такой модели класс решенных задач, а тем бо-
лее компьютерных программ очень ограничен. Здесь рассматривается волновая динамика
термоупругого полупространства при нестационарных силовых и тепловых воздействиях,
для чего используется модель связанной термоупругости. В пространстве преобразований
Лапласа построен тензор Грина для термоупругого полупространства, описывающего пе-
ремещения среды при действии мгновенных сосредоточенных силовых и тепловых источ-
ников. Построено обобщенное решение задачи динамики термоупругого полупространства
в условиях плоской деформации при действии произвольных массовых сил и тепловых ис-
точников.
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Математическое моделирование динамики
упругой среды при образовании трещин

Людмила АЛЕКСЕЕВА1,a, Гульмира ЗАКИРЬЯНОВА2,b, Бакытбек САРСЕНОВ3,c

a,b,cИнститут механики и машиноведения им. У.А.Джолдасбекова,
Алматы, К̇азахстан

E-mail: 1alexeeva@math.kz, 2gulmzak@mail.ru

Представление об очаге землетрясения как о результате разрыва сплошности среды под
действием упругих напряжений было сформулировано Д.Рейдом в 1910 году. Землетрясе-
ние происходит за счет разрядки напряжений путем образования трещин в земной коре.
При этом образуются сейсмические дилатационные и сдвиговые волны, которые, распро-
страняясь в земной коре, воздействуют на подземные и надземные сооружения, вызывая
часто разрушительные последствия. Выяснение причин таких явлений, как разрушение
и потеря несущей способности конструкции, разрушение деталей машин и механизмов,
требует изучения процессов образования трещин, разрушения и сопровождающих их ди-
намических явлений в телах и средах.

Механика разрушения, начало которой было положено Гриффитсом в 1921 году, полу-
чила развитие только с середины прошлого столетия и до сих пор далека от завершения.
Для изучения таких процессов наиболее эффективными являются методы математическо-
го моделирования. Для этого используются различные математические модели механики
деформируемого твердого тела, в частности, упругие изотропные и анизотропные среды.
Задачи динамики прямолинейных и плоских трещин в упругих и упругопластических сре-
дах исследовались в работах Д. Райса, Б.Н. Кострова, Л.И. Слепяна [1-3] и др. на основе
аналитических методов механики деформируемого твердого тела, а также с использова-
нием различных численных методов.

Здесь, на основе метода обобщенных функций, разработан новый метод расчета напря-
женно-деформированного состояния упругого массива при образовании трещины произ-
вольной формы с заданным законом взаимодействия берегов трещины [3-5]. Даны ре-
гулярные интегральные представления перемещений, деформаций и напряжений среды,
ядра которых являются фундаментальными решениями уравнений движения упругой сре-
ды. Приведены результаты расчетов динамики упругой среды при образовании сдвиговых
трешин и трещин вертикального разрыва при плоской деформации [6].
Ключевые слова: упругость, трещина, ударные волны, метод обобщенных функций 2010 Mathematics Subject

Classification: 74J40
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Фундаментальные и обобщенные решения уравнений колебаний
двухкомпонентной среды био и их свойства

Людмила АЛЕКСЕЕВА1,a, Ергали Курманов 2,b

1 Институт математики и математического моделирования МОН РК, , Алматы, Казахстан
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При изучении сейсмических процессов в земной коре для учета реальных свойств по-
родного массива используются различные математические модели механики деформиру-
емых твердых тел. Наиболее изучены процессы распространения и дифракции волн в
упругих средах при действии сосредоточенных и распределенных источников различно-
го вида. Но эти модели не учитывают многие реальные, существенные для практики,
свойства окружающего массива. Таковыми являются, например, наличие грунтовых вод,
которое осложняет строительство и эксплуатацию наземных и подземных сооружений,
влияет на величину и распределение напряжений. Пористая среда, насыщенная жидко-
стью или газом, с точки зрения механики сплошной среды, - это, по существу, двухфазная
сплошная среда, одной из фаз которой является частицы жидкости (газа), другой - твер-
дые частицы скелета среды. Существуют различные математические модели таких сред,
разработанные различными авторами. Наиболее известные из них - это модели М.Био,
В.Н.Николаевского[1,2]. Однако класс решенных для них задач очень ограничен и в ос-
новном связан с построением и исследованием частных решений этих уравнений на основе
методов полного и неполного разделений переменных и теории специальных функций в
работах этих авторов, а также Ержанова Ж.С., Айталиева Ш.М., Алексеевой Л.А., В.В.
Шершнева [3-5]. В связи с этим актуальной является разработка эффективных методов
решения краевых задач для таких сред с применением современных математических ме-
тодов. Здесь рассматриваются процессы распространения волн в среде Био, порождае-
мые действующими периодическими силами различного типа. На основе преобразования
Фурье обобщенных функций, построено фундаментально решение уравнений колебаний
среды Био - тензор Грина, который описывает процесс распространения гармонических
по времени волн фиксированной частоты в пространствах размерности N=1,2,3 при дей-
ствии сосредоточенных в начале координат силовых источников, описываемых сингуляр-
ной дельта-функцией. На его основе построены обобщенные решения этих уравнений при
действии разнообразных источников периодических возмущений, которые описываются
как регулярными, так и сингулярными обобщенными функциями. Для регулярных дей-
ствующих сил даны интегральные представления решений, которые могут использовать-
ся для вычислений напряженно-деформированного состояния пористой водонасыщенной
среды.
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Анализ данных из социальных сетей на основе теории социального
влияния Латане
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В связи с развитием интернет технологий стало возможным общаться виртуально при
помощи социальных сетей. Социальная сеть [1,2] представляет собой интерактивный мно-
гопользовательский веб-сайт, содержание (контент) которого наполняется самими участ-
никами сети. Сайт представляет собой автоматизированную социальную среду, позволя-
ющую общаться группе пользователей, объединенных общими интересами. Однако от-
метим, что социальная сеть Џ это инструмент, который может активно использоваться
государствами для формирования и манипулирования общественным мнением. В ряде
стран (США, Китай, Франция и т.д.) приняты решения об исследовании и использовании
социальных сетей в интересах этих стран для моделирования социальных, экономических,
политических и других процессов и разработки механизмов воздействия на эти процессы.
В статье предпринята попытка адаптировать теорию динамического социального влияния
Латане [3,4] для того чтобы вычислить уровень влияния окружающих людей на мнение
конкретного человека. Предложены количественные характеристики, множества, которые
могут быть вычислены или построены на основе информации, полученной из социальных
сетей.Для анализа социальных сетей можно предложить модификацию формулы Латане
в следующем виде:

Iu = −β
N∑
i=1

Followerscount(ui)−
N∑
i=1

N∑
j=2,i>j

Followerscount(uj)OjOi

dα(ui, uj)

В этой формуле силой влияния сичтается количество подписчикой пользователя. Чем
больше количество подписчиков, тем популярнее пользователь. Здесь dα(ui, uj) Џ рас-
стояние от пользователя ui до пользователя uj, которое определяем по несовпадениям
анкетных данных. В случае, когда учитывается реклама, направленная на сообщество,
получаем формулу

Iu = −β
N∑
i=1

Followerscount(ui)−
N∑
i=1

Followerscount(s)OiOs−

N∑
i=1

N∑
j=2,i>j

Followerscount(uj)OjOi

dα(ui, uj)

Здесь количество подписчиков сообщества Followerscount(s) - считаем как силу влияния
сообщества на данного пользователя. Если есть реклама на сообщество то Oi принима-
ет значение +1, иначе Џ1. В процессе исследований был разработан программный ком-
плекс на языке Python, содержащий модули извлечения информации из социальных сетей,
обработки, анализа и визуализации данных. Модуль извлечения данных имеет возмож-
ность извлекать данные, в первую очередь, из крупнейших социальных сетей: Twitter и
vkontakte. Ниже представлены результаты тестирования (табл. 1). В последней колонке
приведены уровни влияния подписчиков (друзей) рассматриваемого индивидуума.
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Таблица 1

Друзья Maksat Zhalel Друзья Кол-во несовпадений Уровень влияния
Asselya Moldasheva 828 7 -118.286
Дильшат Аширов 67 8 8.375
Бейбит Тузелбаев 128 7 -18.2857
Сергей Коробицин 34 7 -4.85714

Ключевые слова: анализ социальных сетей, социальные сети, теория Латане, интернет, vkontakte
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Связь одной задачи финансовой математики с задачей Стефана
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Предположим, что на фильтрованном вероятностном пространстве(
Ω, F,

(
Ft
)
t≥0
, P
)
, где

(
Ft
)
t≥0

– броуновская (винеровская) фильтрация, т.е. поток σ-

алгебр Ft = σ
(
F 0
t ∪ N

)
, F 0

t = σ
(
Bs, s ≤ t

)
, N =

{
A ∈ F : P

(
A
)

= 0
}
, задан стандарт-

ный винеровский процессWt =
(
Wt

)
t≥0

и диффузионный
(
B, S

)
-рынок имеет следующую

структуру:
dBt = rBtdt, B0 > 0, (1)

dSt = St
(
µdt+ σdWt

)
, S0 > 0, (2)

где r – процентная ставка, µ и σ – параметры геометрического броуновского движения
St =

(
St
)
t≥0

. Уравнение (2) с начальным условием S0 не зависящим от стандартного ви-

неровского процесса W =
(
Wt

)
t≥0

, имеет явное решение St = S0e
µteσWt−σ

2

2
t. Отметим, что

параметр µ характеризует среднюю величину изменения скорости броуновского движе-
ния, а диффузию σ2 часто называют волатильностью, и они могут иметь другие смыслы
в зависимости от постановки задачи. Эти параметры в нашей задаче являются детерми-
нированными.

Для стандартного дисконтируемого опциона покупателя (опциона-колл) функция пла-
тежа ft имеет структуру: ft = e−λtg

(
St
)
, где g(x) = (x −K)+, x ∈ E = (0, ∞), K – цена

исполнения (strike price).
Положим V ∗(x) = supB0Ẽx

fτ
Bτ

, где sup берется по классу всех конечных моментов
остановки M∞

0 =
{
τ = τ(ω) : 0 ≤ τ(ω) < ∞, ω ∈ Ω

}
и Ẽx обозначает математическое

ожидание по мартингальной мере P̃x, относительно которой процесс St =
(
St
)
t≥0

имеет
стохастический дифференциал dSt = St

(
rdt + σdWt

)
, S0 = x. Положим µ = r. В этом

допущении у P̃x и Ẽx символ ∼ можно опускать.
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Итак, пусть
V ∗(x) = sup

τ∈M∞0
Exe

−(λ+r)τ
(
Sτ −K

)+
. (3)

Для многих целей имеет смысл рассматривать наряду с классомM∞
0 также классM∞

0 ={
τ = τ(ω) : 0 ≤ τ(ω) ≤ ∞, ω ∈ Ω

}
тех марковских моментов, которые могут принимать и

значения ∞, и полагать

V
∗
(x) = sup

τ∈M∞0
Exe

−(λ+r)τ
(
Sτ −K

)+
I(τ <∞). (4)

Отыскание функций V ∗(x) и V
∗
(x) имеет самое прямое отношение к рассматриваемого

стандартного опциона-колл Американского типа, поскольку значения V ∗(x) и V ∗(x) в точ-
ности совпадают со значениями рациональных стоимостей, в предположении, что по-
купатель опциона может выбирать момент предъявления опциона или в классеM∞

0 , или
в классе M∞

0 и S0 = x. Случай τ = ∞ соответствует непредъялению опциона к испол-
нению. Если τ ∗ и τ ∗ – оптимальные моменты в решении задач (3), (4), то они будут
оптимальными моментами предъявления покупателем опционов в классахM∞

0 илиM∞
0 .

Тем самым, решение задач (3), (4) сводится к отысканию значения x∗ и функции V ∗(x)(
V ∗(x) = V

∗
(x), или, тоже самое, что требуемое значение x∗ и V ∗(x) – наименьшая β = (λ+

r)-эксцессивная мажоранта функции g(x), должны быть решениями следующей задачи
Стефана, или задачи со свободной границей:

LṼ (x) = (λ+ r)Ṽ (x), x < x̃, (5)

Ṽ (x) = g(x), x ≥ x̃, (6)

dṼ (x)

dx

∣∣∣
x↑x̃

=
dg(x)

dx

∣∣∣
x↓x̃
, (7)

где L = rx ∂
∂x

+ σ2

2
x2 ∂2

∂x2
– инфинитезимальный оператор процесса S =

(
St
)
t≥0

со стохасти-
ческим дифференциалом dSt = St

(
rdt+ σdWt

)
.

Ключевые слова: вероятностное пространство, винеровский процесс, процентная ставка, волотильность, мар-
тингал, рациональная стоимость, оптимальный момент, задача Стефана
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О построении множества стохастических дифференциальных
уравнений устойчивого программного движения
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По заданной программе движения

Λ : λ ≡ y − ϕ(t) = 0, y ∈ Rn, ϕ ∈ C1, ‖ϕ‖ ≤ l, (1)

построить соответствующее множество стохастических уравнений Ито

ẏ = Y (y, t) + σ(y, t)ξ̇, ξ ∈ Rk, (2)
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в классе уравнений, допускающих для начальных условий y|t=t0 = ϕ(t0) существование
и единственность до стохастической эквивалентности решения уравнения (2) и множе-
ство s-мерных вектор-функций Q(y, t) по отношению к составляющим которых имеется
устойчивость по вероятности множества (1).

Здесь ξ(t) = ω(t)+
∫
Rn
c(y)P (t, dy) – случайный процесс с независимыми приращениями,

где ω(t) – винеровский процесс, P (t, A) – пуассоновский процесс как функция t и пуас-
соновская стохастическая мера как функция множества A, а c(y) – векторная функция,
отображающая Rn в пространство значений процесса ξ(t) при каждом t.

Приведенная постановка является обобщением задачи, рассмотренной ранее при σ ≡ 0
в [1,2].

Уравнение возмущенного движения материальной системы, для которой заданное дви-
жение (1) является возможным, может быть представлено в виде

λ̇ = A(λ, y, t) +B(λ, y, t)ξ̇, (3)

где A(λ, y, t) – вектор-функция, B(λ, y, t) – матрица типа Еругина, удовлетворяющие усло-
вию A(0, y, t) ≡ 0, B(0, y, t) ≡ 0.

Определение. Функция a(r) называется функцией класса Хана (a ∈ ∈ K), если она
непрерывна, строго возрастающая и удовлетворяет условию a(0) = 0.

Теорема. Если в окрестности интегрального многообразия Λε существует функция
Ляпунова со свойствами

a(‖λ‖) ≤ V (λ; y, t) ≤ b(‖λ‖), a, b ∈ K,

LV ≤ −c(‖λ‖), c ∈ K,

то программное движение λ ≡ y − ϕ(t) = 0 системы (3) асимптотически ρ-устойчиво по
вероятности относительно произвольной непрерывной по y и t s-мерной вектор-функции
Q(y, t) удовлетворяющей условию

‖x‖ ≤ β(‖λ‖), β ∈ K,

где x = Q(y, t)−Q(ϕ(t), t) и L – производящий оператор процесса ξ(t).
Funding: Авторы были поддержаны грантом AP05131369 КН МОН РК.
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Численное моделирование пространственного турбулентного
перемешивания сверхзвуковой струи в спутном сверхзвуковом

потоке с наложением дополнительных возмущений.

Акерке ЗАДАУЛЫ1,a, Асель БЕКЕТАЕВА2,b
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Изучение свойств смешивания струй играет важную роль во многих задачах промыш-
ленности, таких как: турбулентное смешивание струи топлива с воздухом в камерах сго-
рания, взаимодействие струй при запуске ракеты и космического механизма с пусковым
оборудованием и т.д. Проблема улучшения смешивания струй, как низкоскоростных так и
высокоскоростных, исследовалась экспериментально [1-3] и численно [4-6]. На сегодняш-
ний день известны различные способы улучшения смешения струи и потока к примеру:
введение уступов и каверн на стенках камер сгорания, дополнительное возмущение струи
на входе и т.д. [7-9]. Однако проблема контроля улучшения смешивания остается по сей
день актуальной.

В данной работе численно моделируется сверхзвуковая турбулентная круглая струя
в спутном сверхзвуковом потоке методом LES. Течение описывается системой трехмер-
ных осредненных по пространству уравнений Навье-Стокса для сжимаемого турбулент-
ного совершенного газа, замкнутых моделью Смагоринского. Для корректной постановки
граничных условий на входе наряду с базовыми характеристиками (функция гиперболи-
ческого тангенса) задаются флуктуации скорости спектральным методом, позволяющим
правильно описать анизотропию вихревых турбулентных структур [10]. Далее, с целью
улучшения смешения, налагаются дополнительные нестационарные возмущения на входе,
путем задания периодических функций с максимальной амплитудой 3-10 процентов от
базовой скорости. Исследовалось влияние амплитудных и частотных характеристик этих
возмущений на турбулентное смешение струи и потока. В результате было выявлено, что
вариация частоты приводит к увеличению размеров вихрей и существенному росту слоя
смешения. Дополнительно был проведен сравнительный анализ численного моделирова-
ния с эксперментом [11], в результате которого получено достаточно удовлетворительное
совпадение вычисленных данных с опытными.
Финансирование: Авторы были поддержаны грантом AP05131555 КН МОН РК.

Ключевые слова: Численное моделирование, сверхзвуковая струя, совершенный газ, уравнения Навье-Стокса,
улучшение смешивания, возбужденная струя, спектральные граничные условия.
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Численный алгоритм нахождения решения полупериодической
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В области Ω = [0, ω] × [0, T ] рассматривается полупериодическая краевая задача для
одного неклассического уравнения третьего порядка

∂3u

∂x∂t2
= a0(x, t)

∂2u

∂x∂t
+ a1(x, t)

∂u

∂x
+ a2(x, t)

∂2u

∂t2
+ a3(x, t)

∂u

∂t
+

+a4(x, t)u+ f(x, t), (x, t) ∈ Ω, (1)

u(0, t) = ψ(t), t ∈ [0, T ], (2)

u(x, 0) = u(x, T ), x ∈ [0, ω], (3)

∂u(x, 0)

∂t
=
∂u(x, T )

∂t
, x ∈ [0, ω] (4)

где f(x, t), ai(x, t)(i = 0, 4) непрерывные на Ω функции, ψ(t) дважды непрерывно диффе-
ренцируемая на [0, T ] функция, удовлетворяющая условиям ψ(0) = ψ(T ), ψ̇(0) = ψ̇(T ).

Краевые задачи для уравнений в частных производных третьего порядка описыва-
ют реальные процессы механики, нелинейной акустики, магнитной гидродинамики. Про-
дольные колебания составных стержней, состоящих из упругих и упруго-вязких участков
описываются уравнением третьего порядка [1-3]. Вопросы посвященные корректной раз-
решимости краевых задач для уравнений третьего порядка и методы их исследования
рассмотрены в работах [4,5]. В работе [6] установлено однозначная разрешимость нело-
кальной краевой задачи для дифференциального уравнения третьего порядка и оценки
решения.

В данной сообщении на основе модификации метода ломаных Эйлера [7] построен
алгоритм нахождения приближенного решения задачи (1)-(4). На основе специального
преобразования неизвестной функции уравнение третьего порядка сводится к семействе
периодических краевых задач для систем обыкновенных дифференциальных уравнений.

Institute of Mathematics and Mathematical Modeling. – Almaty: April 3–5. – 2019



118 Традиционная апрельская математическая конференция. – 2019

Для систем обыкновенных дифференциальных уравнений применяется модификация ме-
тода ломаных Эйлера. Получены условия сходимости метода ломаных Эйлера к решению
рассматриваемой краевой задачи.
Funding: Авторы были поддержаны грантом AP 05131220 КН МОН РК.

Ключевые слова: полупериодическая краевая задача, линейное гиперболическое уравнение, модификация ме-
тода ломаных Эйлера, численное решение, условия сходимости
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Моделирование движения толпы на основе клеточных автоматов в
системе ANYLOGIC
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В работе рассматриваются имитационные модели движения людей, базирующиеся на
теории клеточных автоматов [1-4]. Толпа - одно из вездесущих явлений в нашей жизни.
Защита людей от воздействия опасных факторов (пожара, угрозы взрыва, затопления и
др.) является одной из актуальных задач. Ее успешное решение предполагает определение,
прежде всего, временных характеристик движения людей.

Выбор формализма, основанного на теории клеточных автоматов, в ряде случаев да-
ет возможность более быстрого получения результатов с помощью компьютерного мо-
делирования и предпочтителен, когда требуется индивидуальное представление каждого
человека, участвующего в движении.

Практическая значимость такого рода моделирования состоит в том, что разработан-
ные методы могут использоваться для анализа процессов эвакуации из зданий и соору-
жений. На основе этих же методов, с использованием математического моделирования,
могут быть выработаны рекомендации еще на стадии проектирования зданий и улиц, т.е.
перед началом строительства.
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Проведен обзор и анализ многих натурных наблюдений за поведением реальных толп,
в том числе изучение зависимости плотности, скорости толпы и пропускной способности
различных сооружений от различных внешних параметров. Основным инструментальным
средством для выполнения данной работы является программная система AnyLogic [5].
Автором данной работы была создана модель небольшого аэропорта (Рис.1).

AnyLogic является уникальным программным продуктом, поддерживающим три ме-
тодологии имитационного моделирования, называемых: системная динамика, дискретно-
событийное и агентное моделирование. Система включает набор примитивов и библио-
течных объектов для эффективного моделирования производства и логистики, бизнес-
процессов и персонала, финансов, потребительского рынка, а также окружающей инфра-
структуры в их естественном взаимодействии.

В первой разработанной модели имеется возможность 2D-анимации. В следующей мо-
дели используется 3D-анимация. Добавлена камера, возникает соответствующее 3D-окно,
и пассажиры также отображаются в виде 3D-объектов.

Пассажиры, прибывающие в аэропорт, регистрируются на рейс. Затем все пассажиры
должны будут пройти процедуру предполетного досмотра, после чего они смогут напра-
виться в зону ожидания перед гейтами, дожидаясь начала посадки на свой рейс [5,6]. При
объявлении начала посадки, пассажиры направляются к соответствующему гейту. У гей-
та служащие аэропорта проводят проверку посадочных талонов, после чего пассажиры
проходят на посадку на самолет.

Изменения скоростей движения участников толпы зависят от многих причин, трудно
подчиняющихся точному расчету. Поэтому при оценке скорости движения неизбежно при-
ходится прибегать к средним значениям, которые можно считать надежными, если они
установлены на основании статистических методов.

В значительной степени скорость движения зависит от плотности людской массы.
В рассмотренных моделях движение людских потоков носит спокойный характер. Ес-
ли предположить, что в таких скоплениях неожиданно возникнет аварийная ситуация,
легко представить себе к каким серьезным последствиям она может привести. Изучение
подобных ситуаций требует усложнения математических моделей.
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О периодической краевой задаче для дифференциального уравнения
в частных производных третьего порядка

Алия КЕЛДИБЕКОВА1,a, Нургул ОРУМБАЕВА2,b
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На Ω = [0, X]× [0, T ] рассматривается периодическая краевая задача

∂3u

∂x2∂t
= A(x, t)

∂2u

∂x2
+B(x, t)u+ f(x, t), (x, t) ∈ Ω, (1)

u(x, 0) = u(x, T ), u(0, t) = ϕ(t),
∂u(0, t)

∂x
= ψ(t), (2)

где (n×n) - матрицы A(x, t), B(x, t), n-вектор-функции f(x, t) непрерывны на Ω, n-вектор-
функции ϕ(t), ψ(t) непрерывно-дифференцируемы на [0, T ].

В сообщении исследуются вопросы существования решения периодической краевой за-
дачи для системы дифференциального уравнения в частных производных третьего по-
рядка (1), (2) и предлагается метод построения ее приближенного решения. С помощью
дополнительных функций рассматриваемая задача сводится к эквивалентной задаче, со-
стоящей из семейства многоточечных задач для обыкновенного дифференциального урав-
нения первого порядка с функциональным параметром и интегрального соотношения.
Предложен алгоритм нахождения приближенного решения исследуемой задачи и доказа-
на его сходимость. При установлении условий разрешимости семейства многоточечных за-
дач для обыкновенных дифференциальных уравнений первого порядка использован метод
параметризации [1]. Установлены достаточные условия существования и единственности
решения периодической задачи для системы дифференциального уравнения в частных
производных третьего порядка. Справедлива следующая

Теорема. Пусть при некоторых h > 0 : Nh = T,N = 1, 2, ..., (nN × nN) матрица
Q(x, h) обратима при всех x ∈ [0, ω] и выполняются неравенства
1) ‖[Q(x, h)]−1‖ ≤ γ(x, h); 2)a(x)q(x, h) ≤ µ < 1, q(x, h) = h[1 + a(x)γ(x, h)h].
Тогда существует единственное решение задачи (1), (2) и справедливы оценки a) max

r=1,N
‖λ∗r(x)−

λ
(k)
r (x)‖+ max

r=1,N
sup

t∈[(r−1)h,rh)

‖ṽ∗r(x, t)− ṽ
(k)
r (x, t)‖ ≤

≤ σ(x, h)b(x)
∞∑

j=2k−1

1

j!

( x∫
0

ξ∫
0

σ(η, h)b(η)dηdξ

)j x∫
0

ξ∫
0

χ(η, h)dηdξ×

×max

{
max
t∈[0,T ]

‖ϕ(t)‖, max
t∈[0,T ]

‖ψ(t)‖, ‖f‖0

}
,

b) max
r=1,N

sup
t∈[(r−1)h,rh)

‖u∗r(x, t)− u(k)
r (x, t)‖ ≤

≤
x∫

0

ξ∫
0

(
max
r=1,N

‖λ∗r(η)− λ(k)
r (η)‖+ max

r=1,N
sup

t∈[(r−1)h,rh)

‖ṽ∗r(η, t)− ṽ(k)
r (η, t)‖

)
dηdξ,

k = 1, 2, ..., где a(x) = max
t∈[0,T ]

‖A(x, t)‖, b(x) = max
t∈[0,T ]

‖B(x, t)‖, ‖f‖0 = max
(x,t)∈Ω

‖f(x, t)‖,

χ(x, h) =

[
σ(x, h)q(x, h) + γ(x, h)h

]
[a(x) + b(x)]ρ(x), σ(x, h) =

[q(x, h) + γ(x, h)h]

1− a(x)q(x, h)
,
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ρ(x) = max

{
[b(x) + 1]q(x, h), x+

x∫
0

ξ∫
0

[
b(η) + 1][q(η, h) + γ(η, h)h

]
dηdξ

}
×

×max

{
max
t∈[0,T ]

‖ϕ(t)‖, max
t∈[0,T ]

‖ψ(t)‖, ‖f‖0

}
.
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Численное моделирование процесса образования структур
Лизеганга под действием электрического поля
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Колебательные химические реакции, в которых концентрации реагирующих веществ
изменяются периодически, на протяжении более ста лет являются предметом изучения
ученых различных специальностей: химиков, физиков, биологов, геологов, медиков, ма-
тематиков [1]. Наиболее известными примерами колебательных химических являются ре-
акции Брея-Либавски (1921), Белоусова-Жаботинского (1958) и Бриггса-Раушера (1972).
Кольца (или слои) Лизеганга, представляющие собой пространственные периодические
структуры, были впервые обнаружены немецким химиком Рафаэлем Эдуардом Лизеган-
гом в 1896 году, но до сих пор не создана теория, способная объяснить все механизмы,
лежащие в основе этой периодической реакции [2-3]. Дальнейшее теоретическое и экспе-
риментальное изучение закономерностей образования структур Лизеганга может, в част-
ности, способствовать более глубокому пониманию особенностей осадкообразования в раз-
личных технологических процессах нефтехимических производств.

В работе с помощью численного моделирования исследуется процесс образования струк-
тур Лизеганга, т.е. процесс периодического осаждения при взаимной диффузии двух реа-
гирующих химических веществ, при наличии внешнего постоянного электрического поля.
Математическая модель процесса состоит из трех дифференциальных уравнений диффу-
зии-реакции для концентраций исходных компонент и образующегося осадка. Кинетика
образования осадка описывается в соответствии теорией перенасыщения В. Оствальда.
Уравнения математической модели в одномерной и двумерной постановках решались чис-
ленно методом контрольного объема с использованием написанного авторами работы на
языке C++ компьютерного кода.

В результате численного моделирования при отсутствии электрического поля были
получены периодические структуры из образовавшегося осадка, которые качественно со-
ответствуют картинам, наблюдавшихся в экспериментах. Показано, что полученные чис-
ленно кольца Лизеганга удовлетворяют известным закономерностям: соотношение рассто-
яний до соседних колец остается постоянным и существует степенная зависимость меж-
ду расстояниями до колец и временем их образования. Исследовано влияние отношения
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концентрации исходных веществ и напряженности электрического поля на характер об-
разующихся структур. Обнаружено, что увеличение напряженности электрического поля
приводит к уменьшению числа образующихся структур.
Funding: Авторы были поддержаны грантом АР05134098 КН МОН РК.
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Решение одной граничной задачи для уравнения теплопроводности
в области с подвижной границей
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Аннотация. Получено явное решение одной граничной задачи для уравнения теп-
лопроводности с подвижной границей, в области вырождающейся в начальный момент
времени.

Краевые задачи для уравнений теплопроводности в областях с движущейся границей
принципиально отличны от классических. Вследствие зависимости размера области от
времени, к этому типу задач в общем случае не применимы методы разделения перемен-
ных и интегральных преобразований, так как оставаясь в рамках классических методов
математической физики, не удается согласовать решение уравнения теплопроводности с
движением границы области теплопереноса.

Решение этой проблемы являлось предметом исследования многих отечественных и
зарубежных математиков. Большое число работ посвящены краевым задачам в невырож-
дающихся областях, в них рассматривались вопросы существования классических реше-
ний методом тепловых потенциалов как для уравнения теплопроводности, так и для более
общих уравнений параболического типа.

Когда область вырождается в начальный момент времени, то метод последователь-
ных приближений решения интегральных уравнений невозможно применить. Так как при
вырождении области интегральные операторы становятся особыми, то есть, при их воз-
действии на постоянную и стремлении верхнего предела к нулю, они не стремится к нулю.
Интегральные уравнения такого рода было получено в работе [8] , при изучении теплового
поля жидких контактных мостиков и найдено асимптотическое решение, которое можно
использовать для решения практических задач.

Данная работа посвящена исследованию одной граничной задачи для уравнения теп-
лопроводности в области, вырождающейся в начальный момент времени, когда граница
движется по линейному закону.

Получен явный вид решения данной задачи, впоследствии которого можно применять
для численного решения.
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Рассматривается следующая задача: требуется найти функцию u(x, t) в области D(0 <
x < αt, t >), где α > 0, удовлетворяющее уравнению:

ut = a2uxx, (x, t) ∈ D = {(x, t), 0 < x < αt, 0 < t < T}, (1)

граничным условиям:

u(0, t) = ϕ(t), u(αt, t) = ψ(t), (0 < t < T ), (2)

Решение задачи (1) – (2) имеет следующий вид:

u(x, t) = −4a2

t∫
0

+∞∑
n=−∞

∂G(x+ 2nαt, t− τ)

∂x
· e

αn(x+αnt)

a2 ϕ(τ)dτ−

−4a2

t∫
0

+∞∑
n=−∞

∂G(x+ (2n− 1)αt, t− τ)

∂x
· e

2(2n−1)αx+(2n−1)2α2t+α2τ

4a2 ψ(τ)dτ,

где G(x, t) =
1

2a
√
πt
e

x2

4a2t ;

Нетрудно проверить, что полученное решение удовлетворяет уравнению (1) и гранич-
ным условиям (2). Аналогичным образом можно найти решение и других граничных за-
дач.
Ключевые слова: уравнения теплопроводности, граничная задача, подвижная граница, вырождающейся об-
ласть, явное решение.
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Теоремы о существовании и компактности резольвенты оператора
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Оператор Шредингера L = −∆+ q(x), x ∈ Rn является одним из основных операторов
современной квантовой механики и теоретической физики. Известно, что для операто-
ра Шредингера L получено немало фундаментальных результатов. Среди них, например,
вопросы о существовании резольвенты, разделимости (коэрцитивная оценка), различные
весовые оценки, оценки промежуточных производных функций из области определения
оператора, оценки собственных и сингулярных чисел (s-чисел). В настоящее время име-
ются различные обобщения вышеуказанных результатов для эллиптических операторов.

Для общих дифференциальных операторов решение такой задачи в целом далеко от
завершения. В частности, насколько нам известно, до сих пор не было результата, пока-
зывающего существование резольвенты и коэрцитивности, а также дискретности спектра
оператора гиперболического типа в бесконечной области с растущими и колеблющимися
коэффициентами.
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Нетрудно видеть, что изучение некоторых классов дифференциальных операторов ги-
перболического типа, определенных в пространстве L2(Rn+1) можно свести с помощью
метода Фурье к изучению оператора Шредингера с отрицательным параметром:

Lt = −∆ +
(
−t2 + itb(x) + q(x)

)
,

где t – параметр (−∞ < t <∞), i2 = −1.
Отсюда, нетрудно заметить, что в операторе Lt при |t| → ∞ получим, что −t2 → −∞.

Следовательно, здесь возникает совершенно иная ситуация по сравнению с оператором
Шредингера L = −∆ + q(x), и в частности, методы, отработанные для оператора Шре-
дингера L оказываются мало приспособленными при изучении оператора Шредингера Lt
с отрицательным параметром.

Рассмотрим оператор

(Lt + µI)u = −∆u+
(
−t2 + itb (x) + q (x) + µ

)
u,

первоначально определенный на множестве C∞0 (Rn), где µ ≥ 0.
В дальнейшем предположим, что коэффициенты b (x), q (x) удовлетворяют условию

i) |b (x)| ≥ δ0 > 0, q (x) ≥ δ > 0 - непрерывные функции в Rn.
Оператор Lt + µI допускает замыкание в пространстве L2 (Rn), которое обозначим

также через Lt + µI.
Теорема 1.1. Пусть выполнено условие i). Тогда оператор L + µE при µ ≥ 0 ограни-

ченно обратим в пространстве L2 (Rn).
Теорема 1.2. Пусть выполнено условие i). Тогда при µ ≥ 0 для всех u ∈ D (Lt)

справедливы оценки:
а)
∑n

i=1

∥∥∥ ∂u
∂xi

∥∥∥
2

+
∥∥∥√q (x)u

∥∥∥
2
≤ c · ‖(Lt + µI)u‖2, c > 0 – постоянное число;

б)
∑n

i=1

∥∥∥ ∂u
∂xi

∥∥∥
2

+
∥∥∥√q (x)u

∥∥∥
2

+
∥∥∥√|t| · b (x)u

∥∥∥
2
≤ c · ‖(Lt + µI)u‖2 для всех |t| ≥ β >

0, c > 0 – постоянное число.
Теорема 1.3. Пусть выполнены условия теоремы 1.2. Тогда резольвента оператора Lt

компактна в том и только в том случае, если

lim inf
e∈N(Qd)

∫
Qd\e

(|tb(x)|+ q(x)) dx =∞,

когда куб Qd удаляется в бесконечность, где Qd – открытый n-мерный куб с длиной ребра
d, N(Qd) – совокупность всех подмножеств куба Qd, имеющих достаточно малую емкость.
Funding: Авторы были поддержаны грантом AP0513108 КН МОН РК.
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Некоторые особенности прямых и обратных задач гравиметрии

Данияр НУРСЕИТОВ1,a, Алтын НУРСЕИТОВА2,b Семен СЕРОВАЙСКИЙ2,c

1 Казахский национальный технический университет имени К.И. Сатпаева, Алматы, Казахстан
2 Казахский национальный университет им. аль-Фараби, Алматы, Казахстан

E-mail: andb80@mail.ru, baltynna@mail.ru, cserovajskys@mail.ru

Длительная разработка месторождений нефти и газа может привести к последствиям
негативного характера. Для оценки соответствующих геодинамических событий осуществ-
ляется комплекс методов мониторинга этих процессов. Одним из таких методов является
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гравиметрический мониторинг, суть которого заключается в оценке деформационных про-
цессов в продуктивных отложениях. В основе гравиметрического мониторинга лежат изме-
рения гравитационного поля, проводимого, как правило, на поверхности земли с помощью
специальных приборов, называемых гравиметрами. Однако эффективное использование
результатов наблюдений предполагает сочетание результатов измерения с применением
современных методов математического анализа и компьютерных технологий, обеспечива-
ющих решение прямых и обратных задач гравиметрии.

Прямые задачи гравиметрии предполагают расчет гравитационного поля в исследу-
емой области по имеющейся ее геофизической характеристике. Как известно, основной
характеристикой рассматриваемого процесса является потенциал гравитационного поля,
удовлетворяющий уравнению Пуассона. В правую часть данного уравнения входит распре-
деление плотности в соответствующей области. Общая информация такого рода для раз-
рабатываемых нефтяных месторождений известна. При этом возникает проблема поста-
новки граничных условий. Следует иметь в виду, что информация о величине потенциала
гравитационного поля и его производных на внутренних (подземных) границах области,
подлежащей исследованию, как правило, отсутствует. Однако известно, что потенциал
гравитационного поля убывает по мере удаления от исследуемого объекта и стремится
к нулю на бесконечности. В этой связи для решения прямой задачи гравиметрии рас-
сматриваемая область достаточно сильно расширяется, и на границах расширенной обла-
сти потенциал полагается равным нулю. Предварительные расчеты показывает, что для
устранения влияния искусственных границ на гравитационное поле в заданной области
последняя должна быть расширена примерно на порядок.

Обратные задачи гравиметрии предполагают идентификацию структуры рассматри-
ваемой области (месторождения) по результатам измерения гравитационного поля, как
правило, на поверхности земли. Используемая на практике измерительная аппаратура
(гравиметры) установлена в определенных местах, их географические координаты и вы-
соты известны. Объектом измерения является ускорение силы тяжести, что соответству-
ет вертикальной производной потенциала гравитационного поля. Общая обратная задача
гравиметрии предполагает восстановление распределения плотности по всей интересую-
щей области на основе имеющей математической модели и результатов измерения. Однако
в такой постановке решение обратной задачи существенно не единственно, т.е. одни и те
же данные производной потенциала в отдельных точках на внешней поверхности могут
быть вызваны разными распределениями плотности. В этой связи рассматриваются част-
ные обратные задачи, в которых значительная информация о структуре месторождения
считается известной, а требуется восстановить отдельные ее характеристики, например,
толщину нефтяного пласта, глубину ее залегания, размеры имеющихся пустот и т.п. Отме-
тим, соответствующие геометрические обратные задачи сводятся к задачам минимизации
негладких функционалов, что предъявляет повышенные требования к разрабатываемым
численным алгоритмам.

Результаты решения прямых и обратных задач гравиметрии позволяет дать некоторые
практические рекомендации по эксплуатации нефтегазовых месторождений.
Funding: Авторы были поддержаны грантом АР05135158 КН МОН РК.
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Коэрцитивная разрешимость сингулярного эллиптического
уравнения со смещением

Кордан ОСПАНОВ

Евразийский национальный университет им. Л.Н. Гумилева, Астана, Казахстан
E-mail: ospanov_kn@enu.kz

Пусть Ω = {(x, y) : −∞ < x <∞, −π < y < π}. Рассмотрим следующую задачу:

Lu = −uxx − uyy + a (x)ux + b (x)u = f(x, y), (1)

u (x, −π) = u(x, π), uy (x, −π) = uy(x, π), (2)

где a непрерывно дифференцируема, b непрерывна, а f ∈ L2(Ω). В докладе обсуждаются
условия на коэффициенты a и b, достаточные для корректной разрешимости задачи (1),
(2) и выполнения следующей, т.н. оценки максимальной регулярности:

‖uxx‖2, Ω + ‖uyy‖2, Ω + ‖aux‖2, Ω + ‖(|b|+ 1)u‖2, Ω ≤ C‖f‖2, Ω,

где u - решение (1), (2), а ‖ · ‖2, Ω - норма в L2(Ω).
Наиболее интересен случай, когда рост промежуточного коэффициента a не контро-

лируется функцией b. Сингулярные линейные эллиптические уравнения, когда их про-
межуточные коэффициенты растут на бесконечности либо линейно, либо как функция
|x|ln(1+|x|), исследованы в работах A. Lunardi и V. Vespri (1997), M. Chicco и M. Venturino
(2000), P.J. Rabier (2005), M. Hieber, L. Lorenzi, J. Pruss, A. Rhandi и R. Schnaubelt (2009).
В настоящей работе предполагается, что a допускает более быстрый рост и колебание.

Уравнение (1) встречается в задачах распространения колебаний в среде с сопротив-
лением, стохастического анализа, биологии и финансовой математики.
Funding: Автор был поддержан грантом AP05131649 КН МОН РК.
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Об одном свойстве решения псевдопараболического уравнения
третьего порядка в бесконечной области

Мырзагали ОСПАНОВ

Евразийский национальный университет им. Л.Н. Гумилева, Астана, Казахстан
E-mail: myrzan66@mail.ru

Рассмотрим псевдопараболическое уравнение третьего порядка

uxtt = a0(x, t)uxt + a1(x, t)utt + a2(x, t)ux + a3(x, t)ut + a4(x, t)u = f(x, t), (1)

где (x, t) ∈ Ω = (0, ω) × (−∞,∞). Будем предполагать, что функции ai (i = 0, 4) и f
непрерывны на Ω (Ω − замыкание Ω).

В настоящее время весьма активно изучаются и вызывают большой практический и
теоретический интерес локальные и нелокальные краевые задачи для уравнения (1), по-
скольку к нему сводятся ряд прикладных задач физики, механики и биологии [1]. Урав-
нение (1) в случае, когда a1 = 0, исследовалось в работе [2].
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Через C∗(Ω) обозначим пространство ограниченных функций, непрерывных по t ∈ R
при x ∈ [0, ω] и равномерно относительно t ∈ R непрерывных по x ∈ [0, ω]. Мы иссле-
дуем свойства решения u из C∗(Ω) уравнения (1), имеющего непрерывные в Ω частные
производные ux, ut, uxt, utt, и удовлетворяющего условиям

u(0, t) = ψ(t), ux(x, t), uxt(x, t) ∈ C∗(Ω̄). (2)

Положим Pα,β(x, t) = α(x,t)√
β(x,t)

.

Теорема. Пусть коэффициенты ai (i = 0, 4) уравнения (1) непрерывны на Ω, функция
ψ(t) и его производные ψ̇(t), ψ̈(t) непрерывны и ограничены на R и выполнены условия:
a) a2(x, t) ≥ γ > 0;

b) a2(x,t)

a2(x,t̃)
≤ C (C − const, C > 1) при x ∈ [0, ω], t, t̃ ∈ R, |t− t̃| ≤ 1;

c) для каждого ε > 0 найдется число δ > 0, такое, что для всех t ∈ R и x
′
, x
′′ ∈ [0, ω] :

|x′ − x′′| < δ выполнено неравенство |a2(x
′
,t)−a2(x

′′
,t)

a2(x′′ ,t)
| < ε;

d) Pa0,a2(x, t) ≤ K, Paj ,a2(x, t), Pf,a2(x, t) ∈ C∗(Ω) (j = 1, 3, 4).
Тогда существует единственное решение u задачи (1), (2) и для него справедлива следую-
щая оценка:

max {‖u‖, ‖ux‖, ‖ut‖, ‖utt‖, ‖uxt‖} ≤ C1,

где ‖V ‖ = sup
(x,t)∈Ω

|V (x, t)|, а C1 не зависит от u.
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Обратная задача подземного трубопровода
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Магистральные трубопроводы транспортируют: нефть и нефтепродукты, сжиженный
углеводородный газ, товарную продукцию в пределах компрессорных и нефтеперекачи-
вающих станций, воду в системах отопления и прочих системах водоснабжения, импульс-
ный, топливный и пусковой газ. Тепловой расчет горячего трубопровода довольно сложен,
поскольку эксплуатация трубопровода зависит от многих факторов, начиная от реологи-
ческих характеристик жидкости и заканчивая меняющимися во времени метеорологи-
ческими условиями [1]. Чтобы точнее прогнозировать работу подземного трубопровода
необходимо располагаться исходными параметрами подземного трубопровода. Поэтому
нахождение исходных параметров становится актуальной задачей.
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Процесс тепломассопереноса моделируется в цилиндрической системе координат сим-
метрично относительно плоскости , при этом уравнение тепломассопереноса выглядит
следующим образом [2]

CpWx
∂T

∂x
= λ

(
∂2T

∂r2
+

1

r

∂T

∂r

)
+
λ

r2

∂2T

∂ϕ2
, (1)

r ∈ [0; r0] ; ϕ ∈ [0; 2π] .

где Cp−объемная теплоемкость, Wx−средняя по сечению скорость, L−длина трубопрово-
да, λ−коэффициент теплопроводности, T−температура жидкости. Распределение скоро-
сти потока Wx при перекачке высоковязкой и высокозастывающей нефти примем парабо-
лическим, зависящим от безразмерного радиуса [2]

Wx = 2Wcp

(
1−R2

)
cos

ϕ

3
,

где R = r
r0

; Wcp−средняя по сечению скорость; r0−радиус трубы. Начальные и граничные
условия:

T
∣∣∣
x=0

= T0; λ
∂T

∂r

∣∣∣
r=r0

= −α
(
T − Tc

∣∣∣
r=r0

)
;
∂T

∂r

∣∣∣
r=0

= 0; T (r, ϕ) = T (r, ϕ+ 2π) . (2)

В настоящей работе разрабатывается приближенный метод нахождения характеристи-
ки жидкости λ и Wcp в подземном трубопроводе:
- Составлена прямая разностная задача проблемы (1)-(2);
- Составлена сопряженная разностная задача;
- Найден градиент минимизируемого функционала;
- Разработаны приближенные расчетные формулы для λ и Wcp;
- Проведены численные расчеты.
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Субградиентный метод в локационной обратной задаче
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В связи с разработкой новых месторожений, а также c необходимостью экспертной
оценки старых – на выработку и на риски техногенного возействия, в практике недрополь-
зования возникают математические обратные задачи идентификации. Частое возникнове-
ние таких проблем в реальных полевых условиях обусловливает актуальность их изучения
и решения. К ним относится и данная обратная локационная задача гравиметрии. Кратко
сформулируем ее постановку.

Постановка задачи: Требуется восстановить координаты (a; b) центра гравитацион-
ной аномалии известной формы и структуры (плотности) по данным замеров гравитаци-
онного потенциала и его градиента с поверхности Земли. Основное уравнение модели –
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уравнение Пуассона ∆φ = −4πGρ , где φ = φ(x; y) – функция гравитационного потен-
циала, а ρ = ρ(x; y) – функция плотности. Граничные условия ставятся на заглубленной
части прямоугольной области поиска так: а) на верхней части границы известны значения
φ и ∇φ ; б) при стремлении координат x и y к заглубленным и расширяемым границам
области поиска имеет место |φ− φ0| → 0 , где φ0 – нормальное значение для вмещающей
неоднородность породы. Решение поставленной обратной задачи должно удовлетворять
граничному условию на градиент функции потенциала, а сама функция – быть решением
соответствующей прямой задачи, сформулированной в [1]. Обратная задача сводится к
минимизации целевого функционала. В ходе работы было доказано [1], что функциональ-
ная производная, не являясь производной Гато, является производной по направлению, и
имеет вид:

J ′(a; b) = −4πGψ∗ · (|h1| · I1 + |h2| · I2), (1)

где −4πGψ∗ – отрицательная константа, а I1, I2 – положительные числовые результаты
интегрирования. Этот результат позволяет применить субградиентный метод, что тре-
бует вывода формулы субдифференциала. Функцию вида f(x1, x2) = |x1| + |x2| назовем
модулеподобной функцией. Т.к. все величины в правой части (1), кроме модулей – зна-
копостоянные константы, то искомый субдифференциал совпадет с субдифференциалом
модулеподобной функции.

Теорема 1. Субдифференциал модулеподобной функции равен

∂f(x1, x2) =



(−1;−1), x1 < 0, x2 < 0;

(−1; 1), x1 < 0, x2 > 0;

(1;−1), x1 > 0, x2 < 0;

(1; 1), x1 > 0, x2 > 0;

(−1; y2), y2 ∈ [−1; 1], x1 < 0, x2 = 0;

(1; y2), y2 ∈ [−1; 1], x1 > 0, x2 = 0;

(y1;−1), y1 ∈ [−1; 1], x1 = 0, x2 < 0;

(y1; 1), y1 ∈ [−1; 1], x1 = 0, x2 > 0;

(y1; y2), y1 ∈ [−1; 1], y2 ∈ [−1; 1], x1 = 0, x2 = 0;

(2)

Замечание. Если на X ∈ Rn субдифференциал функции векторного аргумента f(x)
непуст, то субградиентный алгоритм ее минимизации задается итерационной формулой
xk+1 = PX(xk − αkck), αk > 0, ck ∈ ∂f(xk),k = 0, 1, 2, ...;x0 ∈ X; субградиент ck ∈ ∂f(xk)
из субддифференциала ∂f(xk) выбирается произвольно. Процесс прекращается, если най-
дется k, для которого будет выполнено xk+1 = xk [2].
Funding: Автор был поддержан грантом АР05135158 КН МОН РК.
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ал, условия на части границы.

2010 Mathematics Subject Classification: 49M30, 86A22, 35J05 , 35R30.

Литература
[1] Сигаловский, M.А. Дифференциальные свойства целевого функционала в одной

обратной задаче гравиметрии, Abai University Bulletin, Phys.Math.Sciences 3(63) 2018, с.
138-Џ146;

[2] Васильев, Ф.П., Методы оптимизации, т. I, М.:МЦНМО, 2011, с. 303.

— >>> —

Institute of Mathematics and Mathematical Modeling. – Almaty: April 3–5. – 2019



130 Традиционная апрельская математическая конференция. – 2019

О приближенном методе решения краевой задачи для
параболического уравнения

1,2,3,aСветлана ТЕМЕШЕВА, 1,2,4,bНаркеш ИСКАКОВА
1Институт математики и математического моделирования,
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Рассматривается полупериодическая краевая задача для неоднородного параболиче-
ского уравнения

∂Z

∂t
= a(x, t)

∂2Z

∂x2
+ f̃(x, t, Z), (x, t) ∈ Ω̄ = [0, ω]× [0, T ], Z ∈ R, (1)

Z(x, 0) = Z(x, T ), x ∈ [0, ω], (2)

Z(0, t) = ψ1(t), Z(ω, t) = ψ2(t), t ∈ [0, T ]. (3)

где a(x, t), f(x, t, Z) непрерывны соответственно на Ω̄, Ω̄ × R, ψ1(t), ψ2(t) – непрерывно
дифференцируемые на [0, T ] функции.

Через C(Ω̄, R) обозначим пространство непрерывных функций
u : Ω̄→ R с нормой ‖u‖1 = max

(x,t)∈Ω̄
‖u(x, t)‖.

Функция u(x, t) ∈ C(Ω̄, R), имеющая частные производные
∂u(x, t)

∂t
∈ C(Ω̄, R),

∂2u(x, t)

∂x2
∈ C(Ω̄, R) называется решением задачи (1)-(3), если она удовлетворяет парабо-

лическому уравнению (1) при всех (x, t) ∈ Ω̄ (при этом u(x, t) на границе Ω имеет одно-
сторонние частные производные) и краевым условиям (2)-(3).

Для отыскания приближенного решения задачи (1)-(3) построим аппроксимирующую
задачу следующим образом. Выберем число θ > 0 : (m + 1)θ = ω, m ∈ N. Введем
обозначения: Zi(t) = Z(iθ, t), i = 1,m+ 1, Z0(t) = ψ1(t), Zm(t) = ψ2(t), ai(t) = a(iθ, t),
f̂i(t, Zi) = f̃(iθ, t, Z(iθ, t)), i = 1,m+ 1, t ∈ [0, T ]. Для функции Z(x, t) на прямой xi = iθ
имеет место приближенное равенство

∂2Z

∂x2

∣∣∣∣
(iθ,t)

≈ 1

θ2
(Zi−1(t)− 2Zi(t) + Zi+1(t)), i = 1,m, t ∈ [0, T ].

Получим периодическую краевую задачу для системы нелинейных обыкновенных диф-
ференциальных уравнений

dz

dt
= f(t, z), t ∈ (0, T ), z ∈ Rm, (4)

z(0) = z(T ), (5)

где z(t) = (Z1(t), Z2(t), . . . , Zm(t))′ , f(t, Z) = A(t)Z + f̂(t, Z),

f̂(t, Z) = ( 1
θ2
a1(t)ψ1(t)+f1(t, Z1), f2(t, Z2), f3(t, Z3), . . . , fm−1(t, Zm−1), 1

θ2
am(t)ψ2(t)+fm(t, Zm))′,

A(t) =
1

θ2


−2a1(t) a1(t) 0 . . . 0 0 0
a2(t) −2a2 a2 . . . 0 0 0
0 a3(t) −2a3(t) . . . 0 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . am−1(t) −2am−1(t) am−1(t)
0 0 0 . . . 0 am(t) −2am(t)

 .
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Для исследования и решения аппроксимирующей периодической краевой задачи (4),
(5) используется метод параметризации [1]. Установлены оценки аппроксимации решения
смешанной краевой задачи (1)-(3) решением периодической краевой задачи (4), (5).
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Ключевые слова: полупериодическая краевая задача, параболическое уравнение, метод параметризации, ап-
проксимация

2010 Mathematics Subject Classification: 35B10, 65D05, 65D15

References
[1] D.S.Dzhumabaev, S.M.Temesheva, A parametrization method for solving nonlinear two-

point boundary value problems, Comput. Maths. Math. Phys. 47(2007), pp. 37-61.

— >>> —

Задача типа Гурса для системы
дифференциальных уравнений в частных производных четвертого

порядка

Жанибек ТОКМУРЗИН1,a

1 Актюбинский региональный государственный университет им. К.Жубанова, Актобе,
Казахстан

E-mail: a tokmurzinzh@gmail.com

В области Ω = [0, T ]× [0, ω] рассматривается нелокальная задача для системы диффе-
ренциальных уравнений в частных производных четвертого порядка

∂4u

∂t∂x3
= A1(t, x)

∂3u

∂x3
+ A2(t, x)

∂3u

∂t∂x2
+ A3(t, x)

∂2u

∂x2
+ A4(t, x)

∂2u

∂t∂x
+

+A5(t, x)
∂u

∂x
+ A6(t, x)

∂u

∂t
+ A7(t, x)u+ f(t, x), (1)

u(0, x) = ϕ(x), x ∈ [0, ω], (2)

u(t, 0) = ψ1(t), t ∈ [0, T ], (3)

∂u(t, x)

∂x
|x=0 = ψ2(t), t ∈ [0, T ], (4)

∂2u(t, x)

∂x2
|x=0 = ψ3(t), t ∈ [0, T ], (5)

где u(t, x) = col(u1(t, x), u2(t, x), ..., un(t, x)) - неизвестная функция, n×n - матрицы Ai(t, x),
i = 1, 7, n - вектор-функция f(t, x) непрерывны на Ω, n - вектор-функция ϕ(x) трижды
непрерывно дифференцируема на [0, ω], n - вектор-функции ψi(t), i = 1, 3, непрерывно
дифференцируемы на [0, T ].

Функция u(t, x), имеющая частные производные, называется классическим решением
задачи (1)–(5), если она удовлетворяет системе (1) для всех (t, x) ∈ Ω, краевому условию
(2) для всех x ∈ [0, ω], начальным условиям (3)–(5) для всех t ∈ [0, T ].

Дифференциальные уравнения в частных производных высоких порядков находят ши-
рокое применение в различных задачах естествознания и техники [1-3]. В настоящем со-
общении исследуются вопросы существования классического решения задачи типа Гурса
для системы дифференциальных уравнений в частных производных четвертого порядка
(1)–(5) и способы построения ее приближенного решения.
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Вводятся новые неизвестные функции [4]

∂u

∂x
= v1(t, x),

∂2u

∂x2
= v(t, x)

и исследуемая задача сводится к задаче Гурса для системы гиперболических уравнений
второго порядка с функциональными параметрами и интегральными условиями. Уста-
новлены условия однозначной разрешимости задачи Гурса для системы гиперболических
уравнений второго порядка с функциональными параметрами и интегральными условия-
ми. Предложен алгоритм нахождения решения исследуемой задачи и доказана его сходи-
мость. Полученный результат приведен в следующем утвержденим.

Теорема. Пусть a) n × n - матрицы Ai(t, x), i = 1, 7, n - вектор-функция f(t, x)
непрерывны на Ω; b) n - вектор-функция ϕ(x) трижды непрерывно дифференцируема на
[0, ω]; c) n - вектор-функции ψi(t), i = 1, 3 непрерывно дифференцируемы на [0, T ].

Тогда задача типа Гурса для системы дифференциальных уравнений в частных про-
изводных четвертого порядка (1)–(5) имеет единственное классическое решение.
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Об одной особой граничной задаче тепло-массообмена
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Рассматривается краевая задача

∂uk(x, y, t)

∂t
= λk∆uk(x, y, t), k = 1, 3 (1)

в области QT ≡ {(x, y, t) : x ∈ R+, y ∈ R, t ∈ ]0, t[ }, удовлетворяющее начальным условиям

uk(x, y, 0, ) = 0 (2)

и граничным условиям

(u1(x, y, t) + a1u2(x, y, t))|x=0 = ϕ1(y, t), (3)

(u2(x, y, t) + a2u3(x, y, t))|x=0 = ϕ2(y, t), (4)
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3∑
k=1

(
bk
∂uk(x, y, t)

∂x
+ ck

∂uk(x, y, t)

∂y
+ b3+kuk(x, y, t)

)∣∣∣∣
x=0

= ϕ3(y, t), (5)

где ∆ – оператор Лапласа; λk – положительные постоянные, причем 0 < λ1 < λ2 <
λ3; a1, a2, bk, ck – заданные постоянные; ϕk(y, t) – заданные ограниченные непрерывные
функции.

Решение краевой задачи (1) – (5) ищется в виде потенциала двойного слоя. Используя
граничные условия, получена система интегро-дифференциальных уравнений (СИДУ).

Характеристическая часть СИДУ решена методом интегральных преобразований Фурье-
Лапласа. Найдены условия корректности и некорректности задачи, выраженные через
заданные постоянные системы.

Методом регуляризации СИДУ сведена к системе интегральных уравнений Вольтерра-
Фредгольма.

Теорема 1. Если ϕk(y, t) ∈ C2,1
y,t (QT\x), то при выполнении условия разрешимости

существует решение uk(x, y, t) ∈ C2,2,1
x,y,t (QT ) краевой задачи (1)–(5)
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Метод потенциалов для первой краевой задачи теплопроводности в
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Рассматривается краевая задача для уравнения теплопроводности

∂u(x, t)

∂t
= a2∂

2u(x, t)

∂x2
+ f(x, t), (1)

в области Ω = { 0 < x < α0t, 0 < t < T } с граничными условиями

u(0, t) = ϕ(t), (2)

u(α0t, t) = ψ(t), (3)

Для решения задачи (1)–(3) используется интегральное представление

u(x, t) = u1(x, t) +W (x, t) + F (x, t), (4)

где:
1) u1(x, t) есть решение начально-краевой задачи для однородного уравнения (1)

(f(x, t) ≡ 0) в области Ω1 = { 0 < x <∞, 0 < t < T }, удовлетворяющее краевому условию
(2) и нулевому начальному условию;

2) W (x, t) – тепловой потенциал двойного слоя с плотностью θ(t), определенный отно-
сительно подвижной границы x = α0t;

3) F (x, t) – тепловой объемный потенциал с плотностью f(x, t);
В качестве фундаментального решения в потенциалах W (x, t) и F (x, t) используется

функция

G(x, ξ, t− τ) =
1

2a
√
π(t− τ)

[
exp

(
− (x− ξ)2

4a2(t− τ)

)
− exp

(
− (x+ ξ)2

4a2(t− τ)

)]
,
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обеспечивающая обращение в нуль этих потенциалов на границе x = 0.
Требование соблюдения условия (3) для интегрального представления (4) и исполь-

зование свойства скачка потенциала двойного слоя в окрестности подвижной границы
приводит к особому интегральному уравнению типа Вольтерра 2-го рода

θ(t) = g(t) +

∫ t

0

K(t, τ)θ(τ)dτ, (5)

относительно неизвестной плотности θ(t) потенциала W (x, t), в котором

g(t) = u1(α0t, t)− ψ(t) + F (α0t, t). (6)

Определение 1. К функциональному классу Mµ(0, T ), отнесҷм все непрерывные
функции h(t), определҷнные на интервале (0, T ) и удовлетворяющие условию |h(t)| ≤ Aht

δ,
где δ > µ, µ ∈ (−∞,∞).

В работе [1] показано, что если g(t) ∈M 1
2
(0, T ), то уравнение (5) однозначно разрешимо

в классе функцийM0(0, T ) и его решение θ(t) можно построить методом последовательных
приближений Пикара.

Теорема 1. Пусть функция f(x, t) = f0(x,t)
xβtγ

, где f0(x, t) определена в Ω, непрерывна
по t и удовлетворяет условию Гельдера по x, β+γ < 3

2
. Тогда объемный потенциал F (x, t)

удовлетворяет уравнению (1) и условиям:

lim
x−>0

F (x, t) = 0, lim
t−>0

F (x, t) = 0, (x, t) ∈ Ω1, (7)

F (α0t, t) ∈M 1
2
(0, T ). (8)

Из работы [1] и свойств (7)–(8) объемного потенциала следует, что если ϕ(t) ∈ M 1
2
(0, T ),

ψ(t) ∈M 1
2
(0, T ), то g(t) в (6) принадлежит классуM 1

2
(0, T ), и тогда (4) является решением

задачи (1) – (3).
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The model of temperature field in opening electrical contacts with
tunnel effect
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The mathematical model describing the dynamics of the temperature increase in opening
electrical contacts with the influence of tunnel effect is presented. It is based on the system of
the heat equations for anode and cathode with the boundary conditions relating to the non-ideal
thermal contact with the Kohler heat sources on the contact spot. Using the heat potentials of
the single layer the problem is reduced to the system of integral equations, for which analytical
and approximate methods of solution are elaborated. The final result is obtained in the terms
of the integral error functions which are very convenient for the engineering applications. It
is shown that in the range of low current the influence of the tunnel effect leads to the
essential anode overheating in comparison with the cathode temperature, and neglecting of
this phenomenon will entail the indispensable error.
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The solution of the two-phase spherical Stefan problem using heat
polynomials
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The inverse two-phase spherical Stefan problem for unknown boundary heat flux is solved
by the method of the heat polynomials. Side by side with exact solution two methods for the
approximate solution, collocation and variational methods, convenient for engineering applica-
tions are presented and compared. It is shown that both methods give very good approximation
even for use of several points only. However, the collocation method gives better result for the
initial stage of heating, while the variational method is more preferable for the large values
of the Fourier criterion. The estimation of the error of approximation is obtained using the
principle of maximum for the heat equation. The application of the obtained results for the
calculation of the electrical arc heat flux at the contact opening is presented.
Keywords: Stefan problem, Heat polynomials, heat flux, melting zone.
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Mathematical model of temperature field at closure of electrical
contacts with bouncing
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This study is devoted to the modeling of temperature field at closure of electrical contacts
with bouncing and a continuation of previous study [1]. Electric contact processes are investiga-
ted in three stages. The first stage is described by the system of generalized heat equations.
Temperature field in the last two stages are described on the basis of two phase Stefan problems
where exact solution is represented in the form of combination of Heat polynomials.
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Asymptotic representation of the solution in 2-phases Stefan problem
with boundary heat flux condition

Yuriy SHPADIa Adiya KULAKHMETOVAb, Alexei KAVOKINc,

Institute of Mathematics and Mathematical Modeling of the KN MES RK, Almaty Kazakhstan
E-mail: ayu-shpadi@yandex.ru , bkulakhmetova@mail.ru ckavokin_alex@yahoo.com,

The solvability conditions and the asymptotic representation of the free boundary x = z(t)
at small values of time t, are investigated for the following Stefan problem:

∂Ti(x, t)

∂t
= a2

i

∂2Ti(x, t)

∂x2
;

{i = 1, 2; D1 : {x ∈ (0, z(t))}; D2 : {x ∈ (z(t),∞)}; t > 0}

with the initial and boundary conditions:

T2(x, 0) = f3(x); λ1
∂T1(0, t)

∂x
= g(T (0, t), t); T2(∞, t) = f3(∞),

and Stefan conditions at the free boundary x = z(t):

T1(z, t) = T2(z, t) = T0; λ1
∂T1(0, t)

∂x
− λ2

∂T2(0, t)

∂x
= γ

∂z(t)

∂t

where: λi are – coefficients of thermal conductivity, and γ is the latent heat of phase transforma-
tion (negative in the case of melting and positive by crystallization). It is assumed that f3(x) has
number of derivatives, and g(T1(0, t), t) is also differentiable with respect to both arguments,
but may have a singularity of type t−1/2 when t→ 0.
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We represent solution to this problem in the form:

Ti(x, t) =
i∑

k=i−1

1

2ai
√
πt

∞∫
0

fi+k(ξ) exp
(
−(x+ (−1)k+iξ)2/(4a2

i t)
)
dξ

where the functions, fi+k(ξ), (i = 1, 2, 4), are also assumed to be properly differentiable. Using
the following asymptotic expansions of functions fi(x), (i = 1, 4), and z(t)

fi(x) =
n∑
k=0

fi,kx
k + o(xn) and z(t) =

m∑
k=0

αkθ
k + o(θm), θ =

√
t,

we obtain, from the initial and boundary conditions of the problem, a recurrently solvable
(uniquely) system of equations for determining the coefficients fi,k, αk.

Analysis of the solutions obtained by this method allows us to draw the following conclusions
regarding the solvability conditions of the problem and the asymptotic representation of z(t):

– if the condition of coincidence of the initial and boundary functions: f3(0) = f3,0 = T0, is
not satisfied, then this problem has no classical solution.

– if asymptotic g(T, t) ∼ g0 · t−1/2 takes place at t→ 0, then z(t) ∼ a1 ·
√
t, where α1 is the

root of the known nonlinear equation depending on parameters of the problem.
– if at the initial time the external (g0 = g(T2(0, 0), 0) < ∞) and internal (−λ2f3,1) heat

fluxes at then x = 0 are not equal, then z(t) ∼ α2 · t; α2 = 1
γ
(g0−λ2f3,1), with the necessary

condition: α2 > 0.
– if the area D2 is heated by the same heat flux g0 at x = 0, i.e. α2 = 0, then z(t) ∼ α3 · t3/2;

α3 = 4g0
3πγ
√
t0
, where t0 is the time of heating the surface x = 0, from the initial value to the

temperature of phase transformation. If initial temperature is constant (∀x > 0) then t0 is
explicitly determined from the solution of the corresponding heat equation.

In the last two cases, there is also an asymptotic representation: T1(x, t) ∼ T0 +
g0
λ1

(x− z(t)).
Using the next items of the asymptotic expansions, we can also estimate the time to which

it is possible to use the above formulas.
Funding: The authors were supported by the grant AP05133919 of SC of the MES of RK.
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Тhe mathematical model of the arc to glow transition in electrical
contacts
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The paper presents an attempt to assess the transition of arc to glow discharge on the basis
of a comparison of selected theoretical indicators and these provided by the experiments. The
evaluation includes the dynamics change of the discharge volume during the opening of the
contact. The tests were carried out for a low voltage DC circuit with a discharge energy not
exceeding 10J . Based on the results obtained, appropriate practical conclusions were formulated
regarding the need for further consideration.
Keywords: Switching DC arc, low voltage and low power electric grid, arc-to-glow transition
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