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МОДЕЛИРОВАНИЕ НЕЛИНЕЙНЫХ ПОПЕРЕЧНЫХ КОЛЕБАНИЙ  
БУРОВОЙ КОЛОННЫ 

Аскар К. Кудайбергенов 
Казахский национальный университет им. аль-Фараби 

050040 Алматы, пр. аль-Фараби, 71, e-mail: as5kar@mail.ru 

В данной работе разрабатывается нелинейная математическая модель пространственных попе-
речных колебаний бурильной колонны, моделируемой в виде упругого стержня. Стержень подверга-
ется действию продольной сжимающей нагрузки и крутящего момента. Для получения математиче-
ской модели используются основные соотношения нелинейной теории упругости В.В.Новожилова и 
применяется вариационный принцип Остроградского-Гамильтона. Находится численное решение 
модели и проводится визуализация результатов. 

 
Ключевые слова: бурильная колонна, нелинейная математическая модель, поперечные колебания, 

стержень, принцип Остроградского-Гамильтона. 
 

Введение 
Буровые колонны, применяемые для проходки нефтяных и газовых скважин, состоят из 

бурильных труб, соединенных между собой бурильными замками. Общая длина объединен-
ных бурильных труб может составлять от нескольких десятков до нескольких сотен метров 
при неглубинном бурении. При бурении глубоких скважин длина бурильной колонны может 
достигать нескольких километров. Если предполагать, что бурильная колонна представляет 
собой единую конструкцию, то ее длина оказывается значительно большей, чем ее попереч-
ные размеры. Поэтому в данной работе, как и в большинстве работ, посвященных проблемам 
колебаний при бурении скважин, бурильная колонна моделируется как удлиненный изги-
бающийся стержень, подверженный действию внешних нагрузок. 

В [1] было показано, что в случае плоского изгиба нелинейная математическая модель 
дает меньшие амплитудные колебания стержня, чем линейная модель. При увеличении дли-
ны бурильной колонны или частоты вращения линейные поперечные колебания неограни-
ченно возрастали, тогда как при использовании нелинейной модели наблюдался устойчивый 
колебательный процесс. 

Исследованию взаимодействия нелинейных плоских изгибных, продольных и крутиль-
ных волн в стержнях были посвящены работы [2, 3]. В [2] также рассматривалось отдельно 
уравнение нелинейных изгибных колебаний закрученного стержня, решение которого иска-
лось в классе стационарных волн.  

Целью настоящей работы является разработка нелинейной математической модели про-
странственных поперечных колебаний бурильной колонны, возникающих при неглубинном 
бурении. 
 

Разработка нелинейной математической модели 
При построении математической модели движения бурильной колонны неглубинного бу-

рения будем основываться на нелинейной теории упругости В.В.Новожилова [4]. Согласно 
данной теории компоненты тензора деформаций ijε  для общего трехмерного случая дефор-
мирования выражаются через проекции перемещений ( ) ( ) ( ), , , , , , , , , , ,U x y z t V x y z t W x y z t  нели-
нейным образом. 

Бурильная колонна представляется как изотропный упругий вращающийся стержень 
симметричного поперечного сечения длиной l . 

Вводятся следующие зависимости: 
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где , ,xx yy zze e e  определяют относительные удлинения параллельно осям , , ,x y z  соответст-
венно; , ,xy yz zxe e e  - сдвиги; , ,x y zω ω ω  - углы поворота относительно соответствующих осей. 

Принимается вторая система упрощений по В.В. Новожилову, в соответствии с которой 
удлинения, сдвиги и углы поворота принимаются бесконечно малыми, а перемещения не ог-
раничиваются. 

В отличие от [1, 5], в работе рассматривается случай, когда поперечные колебания 
стержня происходят в двух плоскостях Oxz  и Oyz. Тогда компоненты перемещений стержня 
задаются в виде: 
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где ( , ), ( , )u z t v z t  определяют перемещения центра изгиба поперечного сечения стержня 
вдоль осей x, y вследствие изгиба. 

Выражая компоненты деформаций через относительные удлинения, сдвиги и углы пово-
рота с учетом (2), находим выражение для упругого потенциала Φ  через перемещения 
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где 
( )2 1

EG
ν

=
+

 - модуль сдвига, E  - модуль Юнга, ν  - коэффициент Пуассона. 

Через найденный потенциал Φ  определяется потенциальная энергия стержня: 
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Здесь ,x yI I  - осевые моменты инерции, xyI  - центробежный момент инерции. 
Выражение для кинетической энергии стержня, учитывающей вращение бурильной ко-

лонны, записывается в виде 

 ( ) ( )
]
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t t zt y zt zt xy zt x y x

t t
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u vF v uF dz
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ω ω
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+ −

∫  (5) 

где ρ  - плотность материала, из которого изготовлена бурильная колонна, F  - площадь по-
перечного сечения стержня, ω  - угловая скорость вращения стержня. 

Чтобы получить уравнения колебаний бурильной колонны в плоскостях Oxz  и Oyz, при-
меняем вариационный принцип Остроградского-Гамильтона, согласно которому 
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J T U dtδ δ= − + Π =∫  (6) 

где Π  - потенциал внешних сил, учитывающий действие продольной нагрузки ( , )N z t  и кру-
тящего момента ( ),M z t . 

Принимаем, что координатные оси x и y являются осями симметрии буровой колонны. 
Тогда относительно этих осей центробежный момент инерции равен нулю, 0xyI = . Это озна-
чает, что в выражениях для энергий (4)-(5) мы можем пренебречь слагаемыми, содержащими 
влияние центробежного момента. Кроме того, т.к. бурильная колонна рассматривается как 
вращающийся стержень симметричного поперечного сечения, то .x yI I I= =  

Тогда, применяя вариационный принцип Остроградского-Гамильтона и проводя необхо-
димые преобразования, получаем следующую нелинейную математическую модель попе-
речных колебаний бурильной колонны с учетом продольного сжатия и крутящего момента: 
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 (7)  

Принимается шарнирное закрепление стержня по концам, которое соответствует сле-
дующим граничным условиям: 
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Опуская слагаемые, несущие в себе геометрическую нелинейность в математической мо-
дели (7), мы приходим к ее линейной модели, полученной и изученной в [6]. 

 
Численные результаты 
Ввиду того, что прямое интегрирование уравнений движения (7) крайне затруднительно, 

методом Бубнова-Галеркина задача о поперечных колебаниях бурильной колонны сводится к 
системе обыкновенных дифференциальных уравнений, решение которой далее находится 
численно с применением метода с переключением жесткости [5]. 

Чтобы удовлетворить всем условиям метода Бубнова-Галеркина, компоненты вектора пе-
ремещений ( , ), ( , )u z t v z t  выражаются в виде: 
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Рассматриваются случаи одномодового приближения решения ( 1n = ) и двухмодового 
приближения ( 2n = ). 

Полагаем, что действие от продольной нагрузки и крутящего момента равномерно рас-
пределяется по всей длине штанги, т.е. ( ) ( ), , , .N z t N M z t M= =  
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Получены графики поперечных колебаний стальной бурильной колонны с внешним диа-
метром 0.2D м= , внутренним диаметром 0.12d м=  и следующими значениями остальных 
параметров: 2 22.01 10 ,F м−= ×  5 46.84 10 ,I м−= ×  32.2 10 .N Н= ×  

Рис. 1,2 показывают результаты, полученные при рассмотрении одномодового прибли-
жения решения по методу Бубнова-Галеркина, который дает затухающий колебательный 
процесс. Однако характер поперечных колебаний стержня сильно меняется при учете второй 
моды колебаний. Если в начальный промежуток времени колебания являются затухающими, 
то при дальнейшем непрерывном процессе бурения они бесконечно возрастают с большой 
интенсивностью (Рис.3) и наблюдается расхождение поперечных колебаний в плоскостях 
Oxz и Oyz, что обуславливается действием крутящего момента (Рис.4). 

Таким образом, в отличие от [7], была подтверждена необходимость учета второй моды в 
разложении метода Бубнова-Галеркина для получения достоверной картины возникающих 
поперечных колебаний бурильной колонны. 

    

  
Рис. 1. Поперечные колебания бурильной  
колонны при 30.033 , 5 10 ,рад с M Нмω = = ×  

360t c=  (одномодовое приближение) 

Рис. 2. Поперечные колебания бурильной  
колонны при 30.083 , 5 10 ,рад с M Нмω = = ×  

360t c=  (одномодовое приближение) 
 
 

  
Рис. 3. Поперечные колебания бурильной  
колонны при 30.033 , 5 10 ,рад с M Нмω = = ×  

360t c=  (двухмодовое приближение) 

Рис. 4. Поперечные колебания бурильной  
колонны при 30.033 , 5 10рад с M Нмω = = ×  за 
промежуток времени 350 360t c= −  (двухмо-

довое приближение) 
   

Заключение 
Основываясь на нелинейной теории упругости В.В. Новожилова и использовании вариа-

ционного метода Остроградского-Гамильтона, была разработана новая нелинейная матема-
тическая модель поперечных колебаний бурильной колонны в двух плоскостях под действи-
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ем продольной силы и крутящего момента. Учет в модели геометрической нелинейности по-
зволит получать более точные результаты и исследовать колебательные процессы бурильных 
колонн на новом качественном и количественном уровне. Проведенные численные расчеты 
показали важность учета большего числа мод при изучении динамики бурильных колонн как 
упругих стержней методом Бубнова-Галеркина.  

 
Данная работа была выполнена в рамках проекта ГФ4 №311 МОН РК. 
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