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АППРОКСИМАЦИЯ МНОЖЕСТВ ГАРАНТИРОВАННОЙ ДОСТИЖИМОСТИ 
УПРАВЛЯЕМЫХ СИСТЕМ СО СМЕШАННЫМИ ОГРАНИЧЕНИЯМИ 

ПРИ НАЛИЧИИ ПОМЕХ 

Получена линейная оценка в метрике Хаусдорфа для погрешности аппроксимации 
множества точек фазового пространства, в которые можно привести управляемую систему 
при любых реализациях помех, воздействию которых она подвержена. 

Для анализа потенциальных возможностей управляемых систем полезно 
использование их множеств достижимости, различные подходы к исследованию 
и построению которых предложены в ряде работ, например в [ 1 ] — [4]. 
Однако на реальные системы обычно воздействуют неопределенные факторы — 
помехи, о которых заранее известна лишь область изменения, и задача 
управления ими имеет теоретико-игровой характер [5] — [8 ]. Отметим также, 
что, особенно • в экономических и экологических системах, множества 
управлений зависят от фазовых переменных. Для дискретных систем в [9] — 
[11] разработаны численные методы построения множеств достижимости и 
управления в условиях неопределенности. В настоящей статье для управляемых 
систем ставится задача определения множества точек фазового пространства, 
гарантированно достижимых с заданной точностью при любых реализациях 
помех, для двух различных гипотез информированности о ходе процесса. 
Предлагается аппроксимировать • его множеством гарантированной достижимо­
сти системы, полученной из исходной путем дискретизации. Указана оценка 
для погрешности в смысле -расстояния по Хаусдорфу. 

§ 1. Множества гарантированной достижимости 

Через Ж (К п) будем обозначать пространство непустых компактов из Г с 
метрикой Хаусдорфа А ( см. [12] — [14]). Пусть задан отрезок [ t 0 , 0], функция 
/: [tQy 0] х к " х К m н> к множество VG Ж (R п) и многозначное отображение 
U: [tQ, 0] X К " ч > Я Г ( К т ) . 

Рассмотрим управляемую систему 

(1.1) x=f(t, х, и) - V, х Оо) = х09 

uGU(t,x), vEV, t0< t < 0, 
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где х Е К " — вектор фазовых переменных, и Е К m — вектор управлений, 
v E R " —вектор помех, о котором априори известно лишь то, что vGV. 

З а м е ч а н и е ! . Как отмечено ниже,' полученные в настоящей статье результаты можно 
распространить на системы более общего вида, чем (1.1), в частности на системы с уравнением 
движения 

(1.Г) x = f(Ux,u) + g(Ux;v). 

Предположим, что отображения/(•) и U (•) удовлетворяют условию Липшица 
с константами L и Ц соответственно. Тогда многозначное отображение F (•), 
где F х) = f(t, х, U х)), также удовлетворяет условию Липшица с константой 
р = L (1 + Z,,). Пусть множество х) выпукло на [t0, 0 ] х 9С, где «27— мно­
жество достижимости системы (1.1), которое, как нетрудно показать, ограниченно. 

Возможности управления системой (1.1) существенно зависят от ин­
формированности о ходе процесса. Рассмотрим две гипотезы. Первая: как и в 
[5 ], [7 ], в каждый момент времени считаются известными состояние х (t) и 
реализация функций помех v ( - ) на полуинтервале [ 7 , * + Е ) , где е > 0 сколь 
угодно мало. Вторая: для каждого t известен лишь вектор х (t). 

Возьмем произвольное разбиение со = {£0, . . . , tN} отрезка [t0, 0 ], где 
*0< . .. < tN = 0 . Положим т, = ti+] - tr Тогда т 0 + . . .•+ = Г, где Т = 0 — 7 0 . 
Число I (о I = max {т. 10 < i < N — 1} называется диаметром разбиения со. Сово­
купность измеримых селекторов ц(') многозначного отображения V на отрезке 
[tp ti+l ] обозначим через V[. Пусть xt (t) = xt (t; хи щ (•), ц (•)) — решение задачи 

(1.2) х = / ( ^ х , ц ( 0 ) - ч ( 0 - * (0 = *i. ^<г<г^ 

т. е. (•) — абсолютно непрерывная функция, почти всюду на [̂ , ^ + | ] удовлет­
воряющая уравнению (1.2) (см. [15]). 

Используя лемму Гронуолла, можно указать константу Ь>0 такую, что 
F (t, х) С bS, tQ < t < ft, х Е SO, где S — единичный замкнутый шар в R ". Тогда 
если ц(-) Е 2 ,̂ а — измеримая функция со значениями в U ( f , xL (t)) для 
it < t < то справедлива оценка 

(1.3) II xt (0 - xL\\ < b (t - t), tL < t< ti+l. 

Рассмотрим вначале первую гипотезу информированности. Для ц ( • ) Е 2^ 
через % (хп ц (•)) обозначим множество измеримых на [tp функций 
таких, что 

ц (О Е 17 (Г, х, ( * ; * „ и, ( • ) , Ч ( • ) ) ) , ^ < Г < * | + | . 

О п р е д е л е н и е ! . Точка w G Rn называется гарантированно /-достижимой 
(/ > 0) для системы (1.1) при первой гипотезе информированности, если для 
любого разбиения со существует кусочно-программная стратегия, т. е. правило 
выбора щ(') из % (x„ для i = 0, 1,.... у N — 1, которая обеспечивает 
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попадание состояния я (ft) в /-окрестность точки w при любой реализации 
функции помех v ( - ) . 

Введем множества 

X" (хю I) = xN + /5 , xN Е R X1 (хп Г) = 

х / Е R Я

: 0 < i < N - 1. Обозначим также Xй (х 0, /) = Х ° (х 0, /) и положим 
X9 (х 0, /) = П X й (х 0, /), где пересечение берется по всевозможным разбиениям 
со отрезка [tQi ft]. 

Л е м м а 1. Множество X* (х 0, /) представляет собой множество 
гарантированной l-достижимости системы (1.1) при первой гипотезе ин­
формированности. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если и> Е Х * (х 0 , / ) , то w Е Х° (х 0, /) для любого 
разбиения со и, значит, w EX 0 (х 0, /). Допустим, что и> Е X' (х,, /). Тогда для 
любого гг. (•) Е 2^ найдется щ{ • ) Е % (х„ 4 (•)) такое, что и> Е Х ' + | /), где 
xi+l = xt(ti+l). Применяя последовательно эти рассуждения для 
i = 0, 1, . . . YN - 1, получаем w G XN (xN, /), где = x^_t (tN), т. е. 
w G % + /5. Значит, точка w гарантированно /-достижима. 

А если W$IX*{XQ /), то, по определению X* (х 0 , / ) , найдется разбиение (о, 
при котором w £ X* (х 0, /), т. е. и> Х ° (х 0, /). Для шага i предположим, что 
w £ X1 (х„ /), х, Е R Тогда существует г* ( - ) Е 2 ^ такое, что при любом 
щ ( • ) Е ( х р ч(")) имеет место w £ Х / + 1 (х / +,, I), где х / + , = хк (ti+,; xt, и, (-) > 
ц (•)). Это означает, что на каждом шаге i = 0, 1, . . . , N — 1 можно так подбирать 
помехи ц(-)> что при любой стратегии выбора управлений щ(-) в момент ^ 
система (1.1) окажется в состоянии хю для которого w §: X* (х^,/) , т. е. 
w ф. xN + /5. Следовательно, точка w не является гарантированно /-достижимой. 
Утверждение доказано. 

Теперь рассмотрим вторую гипотезу информированности. Через %1 (х )̂ обоз­
начим множество измеримых на [tn tl+l] функций таких, что 
щ (О Е U (t, xt (t; xt; щ (•), ц (•))), tL< t < tM, для любой функции ц ( • ) Е 2£ 

О п р е д е л е н и е 2. Точка w Е К п называется /-достижимой для системы 
(1.1) при второй гипотезе информированности, если существует рвзбиение (о и 
кусочно-программная стратегия, т. е. правило выбора и, ( - ) ' и з %{x{t)) для 
I = 0, 1, . . . , N - 1, которая обеспечивает попадание состояния х (ft) системы 

•в /-окрестность точки w при любой реализации функции помех v(-) . 
Рекуррентным образом введем множества 

X, (х,, /) = U П Х ж (х, х„ ц4 (•), ч (•)), О» 
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xt Е; к ' 0 < i < N - 1. Обозначим также Хш (х0, I) = Х 0 (х0, I) и положим 

х. ( * о , / ) = и хш (*0, /)» 
где объединение берется по всевозможным разбиениям со отрезка [J0, ft ]. 

Л е м м а 2. МножествоX, (я 0 , 7) представляет собой множество гарантированной 
l-достижимости системы (1.1) при второй гипотезе информированности. 

Доказательство проводится аналогично доказательству леммы 1. 

3 а м е ч а н и е 2. Для системы (1.1) рассмотрим дифференциальную игру сближения-уклонения 
с терминальным множеством M C R " . Если X* (хо, /) П М * 0 или X* (хо, /) П М * 0 , то, соот-т 
ветственно, при первой или второй гипотезах информированности у первого игрока, распоряжающегося 
выбором и, имеется стратегия, которая обеспечивает ему вывод состояния системы в /-окрестность 
множества М. Если, кроме того, задана функция платы Ф ( ) от конечного фазового состояния, то 
в качестве оценки значения дифференциальной игры можно взять inf Ф (х) на X* (хо, /) П М или 
X. (х 0 , 1)ПМ. 

§ 2. Некоторые свойства операций над множествами 

Вначале отметим следующие известные свойства: 

(2.1) П (Х а + У) = U Х а + У, 
аЕА аЕА 

(2.2) П (Ха + У) Э П Ха + Y, 
a Е А аЕА 

(2.3) U П Х . С П J J . X . . 
а Е Л р е В ' р G 5 аЕА 

Через с (ф, X), где ф Е К обозначим опорную функцию множества 
X С К я

; через 3S — единичную сферу в К \ Если X — выпуклое ограниченное 
замкнутое множество, то, как известно [14] , 

X = {х Е R п I (ф, *) < с (ф, X), ф Е 6S}, 

где (ф, х) — скалярное произведение векторов ф, х. Однако может оказаться, что 
имеет место равенство 

X = {х Е R М (ф, *) < с (ф, X), ф Е ¥ } , 

где ¥ С 65. Например, если X — многогранник, то множество ¥ можно выбрать 
конечным. Заметим, что, вообще говоря, справедливо неравенство 

с(ф, П X J < inf с ( ф , Х а ) . 
аЕА аЕА 

/ 
О п р е д е л е н и е З . Будем говорить, что Семейство {Xa}aSA выпуклых ком­

пактных множеств из К " выметается по направлению ф Е 3S, если 

с(ф, П Х а ) = inf с ( ф , Х а ) . 
аЕА аЕА 
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Л е м м а 3 . Пусть множество ¥ С дБ таково, что Ха = {х Е В? r t I х) < 

< с (\|>, Х а ) , \|) Е ¥ } д л я в с е х а Е А Т о г д а 

(2.4) n i a = { x G r i ( \ | ) , j c ) < inf с ( ф , X J , \J> Е ¥ } . 
a G А аЕА 

Д о к а з а т е л ь с т в о . М н о ж е с т в о в п р а в о й ч а с т и (2.4) о б о з н а ч и м ч е р е з 

X. Е с л и х Е Ш а п о а Е Л , т о х Е Z a , a Е Л , и (\ |) , х) < с (\ |), X a ) , \|) Е ¥ , 

а Е Л . П о э т о м у п о л у ч а е м ( ф , х ) < inf с ( ф , Z a ) п о а Е Л д л я ф Е ¥ , т . е . 

J C G X 

О б р а т н о . П у с т ь х Е X Т о г д а я ) < с (\|), Х а ) , аЕА, \|) Е ¥ . У ч и т ы в а я у с ­

л о в и я л е м м ы , п о л у ч а е м х Е Z a , a Е Л , т . е . х Е П Z a п о ос Е Л . У т в е р ж д е н и е 

д о к а з а н о . 
П у с т ь ¥ — м н о ж е с т в о н а п р а в л е н и й \ | ) , у д о в л е т в о р я ю щ е е у с л о в и я м л е м м ы 3 . 

П о л о ж и м ' 

¥ 0 = {ф Е ¥ I с ( ф , П Z J = inf с ( ф , Z J } , 
аЕА аЕА 

т . е . э т о м н о ж е с т в о н а п р а в л е н и й \ | ) , п о к о т о р ы м . в ы м е т а е т с я с е м е й с т в о м н о ж е с т в 

Л е м м а 4. Имеет место равенство 

f l I a = { x G r i ( i x ) < inf с ( ф , Х а ) , ф Е ¥ 0 } . 
аЕА аЕА 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Е с л и \J) Е ¥ \ ¥ 0 , т о 

(2.5) с (v|), П Z J < inf с ( ф , X J . 
a G Л аЕА 

З н а ч и т , в с и с т е м е н е р а в е н с т в (2.4) о г р а н и ч е н и е (2.5) и з б ы т о ч н о . О т б р а с ы в а я 
в с е т а к и е и з б ы т о ч н ы е н е р а в е н с т в а и з (2.4), п о л у ч а е м т р е б у е м о е р а в е н с т в о . 
У т в е р ж д е н и е д о к а з а н о . 

Л е м м а 5. Пусть имеет место равенство 

П Ха + У = {х Е К " I х) < с ( ф , П Х а + У ) , ф Е ¥ 0 } , 
а 6 Л а € А 

причем семейство множеств {Ха}а е д выметается по всем направлениям 

\j>e¥0. Тогда 

Г\ (Xa + Y)= С) Xa+Y. 
аЕА аЕА 

Д о к а з а т е л ь с т в о . И м е е м 

П Ха + У = { х Е Г I (i|>, < с ( ф , П Z J + с ( ф , У ) , ф Е ¥ 0 } = 
a G Л a G А 

= { л £ R - I О, х ) < i n f с (ij>, X J + с (\|>, У ) , \|> G W0} Э 
аЕА 

Э { * £ R " I 0J), х ) < с ( ф , П ( Х а + У ) , > £ f 0 } D П ( Х „ + У ) . 
а G Л а € Л 
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Но, по свойству (2.2), всегда справедливо противоположное включение. Значит, 
лемма доказана. 

Л е м м а 6. Пусть {Ха}аЕА — семейство непустых выпуклых компактных 
множеств из К X — неотрицательное число. Тогда справедливо равенство 

П (Ха + X П X ) = Г) Ха + X П X . 
a G Л $ Е А а Е А р G Л 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Через W0 по-прежнему будем обозначать множество 
направлений ф Е f, по которым выметается семейство множеств {Ха}аЕА. Ис­
пользуя лемму 4, получаем 

' . П 1 а + 1 Л Х = ( 1 Н ) п ха = 
а G Л $ Е А аЕА 

= {х £ R » I (ф, х) < (1 + X) inf с (ф, Z J , ф Е ¥ 0 } = 
аЕА 

= {х• е к -1 fl>, х) < с (ф, п ха + X n х), ф е ¥ 0 } . 
а G Л р G Л 

Значит, для семейства множеств {Х а } а еАж множества Y = X П Х а выполнены 
а G Л 

условия леммы 5, из которой поэтому следует требуемое равенство. Утверждение 
доказано. 

§ 3. Оценки для погрешностей аппроксимации 

Пусть (о, v — разбиения отрезка [t09 0]. Используя свойство (2.3), нетрудно 
показать, что справедлива 

Л е м м а ? . Если разбиение v более тонкое, чем разбиение (о, т. е. (о С v, 
то 

Xй (х 0, I) с х (*0, о, x w f e O c x v ( v O . 
Л е м м а 8. Для любых разбиений (о, v имеет место включение 

Х„ (х 0, О С X (х 0, I) и X, (х 0, О С X (х 0, /). 
' Д о к а з а т е л ь с т в о . Поскольку (о, v С аьи v, то из предыдущей леммы 

и свойства (2.3) следуют включения 

Х„ (х 0, I) С Хшиу (х 0, [) С X°Uv (х 0 ,1) С X (х 0, О, 

т. е. Хш (х 0, /) С X (х 0, /) для любых разбиений (о, v. Взяв объединение по со и 
пересечение по v, получим второе требуемое включение. Утверждение доказано. 

При аппроксимации множеств гарантированной достижимости системы (1.1) 
будет использоваться дискретная система 

(3.1) z / + l = zt + xj (tn zi9 и) - Xft, z0 = x 0 , 

uLELU{ti9z), цЕсоУ, i = 0, 1, . . . , N - 1. 

Для разбиения (о определим множества 



Аппроксимация множеств гарантированной достижимости 341 

Z»(zN,l) = Z„(zN,l) = zN+lS, 

Z' (z„ Z) = П U Z ' + l (z 1 + 1, о, 
GcoH ^ 6 1 / 

Z, = U П Z j + 1 ( z i + „ 0 
u z EU (tt, zL) vt G со К 

для 0 < z < N — 1, где х ж определяется из (3.1). Положим также Z* (х 0, /) = 
= Z 0 (х 0, /), Z w (х 0, Т) = Z 0 (х 0, /). Аналогично доказательству леммы 1 и [10] 
можно показать, что Z* (х 0, /) и (х 0, /) — множества гарантированной /-дости­
жимости дискретной системы (3.1), соответствующие следующим двум гипотезам 
информированности на каждом шаге i: первая — известны состояние z.t и вектор 
помех vt и вторая — известно лишь состояние хг 

Л е м м а 9. Имеет место включение 

Xй (хо, I) С 7? (х 0, I + С,т), 

гЭе т = I (о I, С, = 0.5рТ (1 + й) ехр (рТ). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть х1У zi — некоторые векторы из Щ ц Е соУ, 

uL ( • ) Е (хп и хг (•) — решение задачи (1.2). Тоща 

= ^ ft+i) = *i + ff(t, xt ft), и, (0) dt - w 

В силу липшицевости отображения U (•) и оценки (1.3) существует измеримая 
функция и(-) со значениями из U ft, zz) такая, что II щ ft) - ц (г) II < 
< [ (1 + b) ft - t) + Их, - z. II] при tt < t < * ж (см. [13], [14]). Тогда 

VH 
(3.2) Х м £х ( . + / / f t , z,, и, (0) Л - + 

+ р [ I ( l + J)xf + И х , - z , Нт,] 5. 

По свойствам интегралов от многозначных отображений [13], [14] получим, 
что существует вектор щ Е U ft, z,), для которого 

'ж 
/ / ft* z<> Ц (0) dt = т 4 / ft, z„ и). 
h 

Если для х,., ц, ц определить z i + l из (3.1), то из (3.2) следует неравенство 

(3.3) н Х м _ z . + i н < 0 . 5р (1 + Ь) х] + (1 + p t j II х, - z, II. 

Возьмем произвольный вектор w Е X» (х 0, /). Тогда для системы (1.1) найдется 
стратегия, которая для состояния х^ = х (tN) гарантирует выполнение неравенства 
II xN - w II < / при любых ц ( • ) Е % в частности при любых ц ft) = ц Е coF, 
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0 < i < N — 1. Учитывая, что z 0 = х 0 , применяя неравенство (3.3) для 
1 = 0, 1, . . . , N — 1, получаем 

п - z N \ \ < \ р ( \ + Е'Х? П а + pt)^ v. 

Следовательно, для дискретной системы (3.1) существует стратегия, обеспе­
чивающая неравенство II zN - w II < I + с,т, т. е. w Е Z* (х 0, I 4- с,т). Утверждение 
доказано. 

Л е м м а 10. Для 0 < i < N справедливо включение 

Z, (х, 4- \iS9 О С Z. (х„ / + ^ т ) 9 

где ч^гсло [1 > 0, вектор ziGRn. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Покажем, что выполняются включения 

(3.4) Z. (z, 4- jiS, О С Z. ( Z | ,'/ + ,1 П (1 + 

для 0 < i < N. При i = N включение (3.4) следует из определения ZN (zN, I). 
Предположим, что (3.4) справедливо для номера г + 1 , и докажем его для 
номера U 0 < i < N — I. Учитывая липшицевость / ( • ) и U (•), можно записать 

Z, (z, 4- (iS, I) С U П Zl+l(zt + xtf(tt9zt9u)-
ц ( 6 tj 6 со С 

- т # + (1 + рх) (iS, I) С U П Z 1 + l ( z, + т , / ft, zt, и) -
ut е U(tp z.) t». € соК V 

- т л , / + (1 + рх)р П (1 + рх) ) = Z, ( z , 7 + ^П*(1 + рх) ) . 

Значит, включение (3.4) доказано. Из него очевидным образом вытекает 
утверждение леммы. 

Сделаем следующее предположение о телесности множества U (t9 х): существует 
число р > 0 такое, что U(t9 х) -- pS & 0 , т. е. для некоторого a (t, х) Е к т 

выполняется включение 

(3.5) a (t9 х) + р5, С U (t9 х)9 t0<t<$9 J C G ^ -

где 5, — единичный замкнутый шар из К Т. В силу ограниченности U (•) найдется 
число г > 0, для которого 

(3.6) U (t9 х) С a (t9 х) 4- rSl9 t0< t< tl9 x E Ж 

Через % (х )̂ обозначим множество всех измеримых селекторов многозначного 
отображения t -» U (ti9 х) 4- L, (1 4 Ъ) (t — t) Sl9 tt < t < ti+]. Для решения задачи 
(1.2), где и, (•) Е %• (х^), v. (•) Е % используя лемму Гронуолла, получаем оценку 

II х, - х, II < dfr 4- 0.5L [1 + L, (1 + i ) ] т? exp (Lx)9 
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где dt = А ({0}, U (tn х) - V). Если Ь,х таковы, что 

2dt + L (1 + Lx) т exp (Lx) 
- "~' 2 - ZX,x exp (Lx) ' 

то будет выполнено неравенство II xt (tl+x) — xt II < bit для любых щ(-) G % (x), 
ц(-) G Щ. Тогда, имея в виду липшицевость отображения U(•), получаем 

U (tif x)CU (U х, (0) + Ц (1 + Ъ) AtLSx С 

С U (U (0) + Ш, (U ft, x j - a ft, х,)), 

где обозначено Att = t — tn к = Lx (1 + i ) / p . Положим 

£7 (Г , х,) = П П С / ft, xL ft)). 

Будем считать, что для чисел х > 0, Ъ > 0 выполнены условия 

р 2d + L (1 + Z,,) х exp (Lx) 
Х К Ц (1 + Ъ) ' Ъ ~ 2 - LLX exp (Lx) ' 

где d — sup h ({0}, J7 ft, x) — V) на [£0, Q ]хЖ Тогда для x < x получим включение 

1 ~ kAt 
U x> c Т="Щ u <*• x* " т ^ щ f l ('» 

На основании ( 3 . 6 ) и липшицевости £/(•) имеем 

17 ft, x^-a ft, x) С ft, xt ft)) - a ft, *,) С 

С £/ ft, ^ - a ft, + A (1 + ЬЩБ, С (r + L, (1 '+ 6) AO 5,. 

Поэтому 

( 3 . 7 ) U ft, *,) С *7ft, дс,) + qbt£it t, < t < tM. 

Здесь обозначено 

_ L, (1 + b) (r + L, (1 + b) x) 
q ~ p (1 - la) 

Следовательно, если т '< т, то U (t, x,(i))*0, ti+l, при любых 

Л е м м а 11. При х = I со I < х справедливо включение 

Z w (z 0, I) С Хы (х 0, / + С2х), где С 2 = 0.5LT (1 + Ъ + ?) ехр (рГ). 

. Д о к а з а т е л ь с т в о . Для 0 < i < N покажем, что 

(3.8) * лг-1 
Zk(z, I) С Хй (z„ I4- \ L (1 4- А + q) £ х> ехр (рГ). , 

/ = / 

При i = очевидно, (3.8) выполняется как равенство. Допустим, что для 



344 Б. М. Мухамедиев 

номера i: + 1 включение (3.8) справедливо, и докажем его для номера i, 
О < i < N — 1. Можно записать 

где z i (•) — решение задачи 

z = / zo иЬ - Ч (0> 2 (0 = z/> ^ *< t l + r 

Из включения (3.7) тогда получим 

Zt(zpl)C . и П ' Z l + I (У/Й+|), о, 
где объединение берется по всевозможным измеримым селекторам 2] (•) и 
st (•) многозначных отображений t-*> U(t9 z) и £ 5, соответственно, а уД •) — 
решение задачи 

У = /Й,^,Ц;(0 + ^ ( Г - О ^ ( 0 ) - Ч ( 0 » У(0 = ^ t ^ t ^ t ^ . 

Пусть ^ (•) — решение задачи (1.2) при xt = zL и ц(-) = и, (•), гг. ( • ) €= ^ 
Тогда 

Заметим, что U(t9 zt) С U (U xt (t)) С U ft, z) + Ц (1 + 6) (7 - Q £„ 

Поэтому E % (zj. Имеем 

В частности, п р и ц ( - ) = щ(-) отсюда получим, что щ(-) £ 2^(zf), и тогда 

(z„ 0 = U П 

+ ^ Z , (1 + b + я) = xk ft+l) + ^ (1 + i + <z) T; 

ZL{zL9l)C_ U U П 

Получено включение (3.8). Из него при i = 0 следует требуемое включение. 
Утверждение доказано. 

Л е м м а 12. Имеет место включение 

7? (z 0, I) С Z„ (z0, Z + С 3т), 

гае т = I соI, С 3 = [1 + ехр (рТ) ] I V\, IFI = Л ({0}, V). 
Д о к а з а т е л ь с т в о. Покажем, что 
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(3.9) Zl (z„ / ) С П Z ^ ^ - T V , / + I F I T ) 
v G соН , 

для 0 < i < N. При i = N имеем 

ZN (z„, Z) = П (z„ + IS + xcoV — xv) С 
v G c o V 

С П ZN (zN - тг>, / + I V\ x). 
v G c o K 

Предположим, что (3.10) выполняется для номера i.+ l , и докажем для 
номера I, 0 < i < N•— 1. Используя свойство (2.3) и выпуклость со F, получаем 

Zl(zl9l)<Z Л ' U П (z, + т 4 / г |Э М | ) 
1$, г/ 6 соК U / G */ ẑ ) t/ ' G соК 

- т у - х# - (т - г/, 7 + I Fix) = П Z i (z, - т о , / + I Fix), 
t>GcoH 

т. е. включение (3.9) доказано. При i = 0 из (3.9) и леммы 10 получим требуемое 
включение. Утверждение доказано. 

Определим множества 

H»(zN,l) = lS, 

IP(zl9l) П U [H»*(zM9l) + zM - z j 
v. G соИ ^ G U (tp zL) , 

для 0 < i <N — 1, где z / + l определяется из (3.1). Нетрудно проверить, что 

Z1 (z;, Z) = z, + Я 1 (z„ Z), 0 < / < AT, 
и что 

(ЗЛО) # ° (*<>, 0 с (/ + ЬТ) s. 
Л е м м а 13. Для любых чисел X, [А > 0 справедливы включения 

(3.11) № (z„ X) + jiS С #< (z„ X + ц), 0 < i < N. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . При i = TV, как следует из определения, включение 
(3.11) выполняется. Предположим справедливость (3.11) для номера г + 1 и 
докажем для номера г, 0 < i < N - 1: 

H'^X+^D П U [H*«(zM,X) + 

v. GcoH u.euitpz^ 

+ (lS + 2 i + | ~ 2 j D t f ( z ^ ) + ^ . 
Здесь использованы свойства (2.1) и (2.2). Утверждение доказано. 
Далее предположим, что 

(3.12) VCF(t9x)9 tQ<t<$9 хЕ%. 

Тоща выполняются включения 0 G Hl (z£., 0) и, в силу предыдущей леммы, 
IS С Hl (z„ I) для z, G 9С, 0 < i < N. 
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Л е м м а 14. Для I > О, \i > О имеет место включение 

. Z 0 ( * о , Z + Ц) С Z* (х 0, Z) + Ц (1 + ЪТ/1) ехр (ЬТ/1). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Методом математической индукции покажем, что 

(3.13) u "-«. , Zrr./ 

z-(z4,z + |i)cz'(z l fo +1 Ц ( i + Y ) * 1 ^ ^ 
для 0 < i < N. При Z = имеем 

ZN (z„, I + \L) = z„ + /5 +. |i,S = Z" (z„, Z) + (fi/Z) Я " (z„, Z). 

Предположим, что (3.13) выполняется для номера i + 1, и покажем, что 
тогда (3.13) справедливо и для номера Z, 0 < i < N — 1: 

Z ' ^ Z + ^ C П и rz l + I(z i + I ,o + 

где z j + 1 определяется из (3.1) Используя оценку llz ( + l — .z, II < йт(, получаем 

Zf (z„ / + С П U { tf<+1 (z 1 + l , 0 + z i +, + 
t>. G coK u f G £/ (tt, zt) 1 

+ i 7 П ( 1 +т0 [ Я ' + 1 <z<+" 0 + z«' " z' + ^<5] 1 • 

С учетом включения IS С Я^(я., Z) из леммы 6 следуют соотношения 

2 (z„ I + ц) С z .+ [ 1 + ± Д ( 1 + ^ ) ] Я ' (z„ I) + 

+ ? П. ( 1 + ^ ) ^ Л « ( « , 0 » * ( * 0 + ^ П ( l + ^ ) t f < ( z „ Z ) . 

Включение (3.13) доказано. Из него при i = 0 и из включения (3.10) следует 
включение 

Z° (z 0, Z + |i) С Z° (z0, Z) + (1 + ЬТ/l) exp (ЪТ/l) jiS, 

что доказывает лемму. 
Обозначим т4 = min {т, (1/2) (с2 + с 3)~'}. 
Т е о р е м а ! . Бели выполнены условия (3.5), (3.12), mo X, (х 0, Z) ^ Й Зля 

Z > 0 w справедливы включения 

(3.14)' Z° (x 0, Z + С,х) Э X* (х 0, Z) Э Х 0 (х 0, I) D (x 0, Z — С 2т), 

причем множество Z^ (х 0, Z — С2т) непусто и 

(3.15) A (Z° (хо, Z + С,т), Z^ (х 0, Z - С2х)) < Ст Зля т < ?, 
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где 

С = ( 1 + , п ч-) е х р ( > J7! п ч - ) < С ' + С * + С»>-V / - (С 2 + С3)т / W - (С 2 + С3) т / 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть / > 0. Множество ZN (zH, Г), очевидно, непусто. 
Предположим, что Zi+I (z j + l , Т)* 0 , zl+l G 30. Тогда, как легко проверить, 

Я ( z , I) Э Z - + I ( z f + Т, ( F f t , z,) -1 У), О 

и, значит, Z' (z., /) для z. G «2̂  0 < i < N — 1. Поэтому Z° (х 0, I) непусто. 
По леммам 11 и 12, для т < х, т = 1о>1 справедливы включения 

Z* (хо, О С Z e (хо, / + С3т) С Хш (хо, / + (С 2 + С3) т), 

т. е. множество Хш (х 0, /) непусто при I > (С 2 + С3) т, т < т. Тогда при Z > 0 для 
разбиений (о таких, что I со I < х, множество Хш (х 0, /) непусто. Поэтому и 

Из лемм 8, 9 и 11 следуют включения 

Z e ( x b , Z + C l T ) D J ^ ( x b , O D ^ ( X o , 0 ^ . ^ ( x 0 , O D 

D ^ (хь, Z) D Z e (хь, Z - С 2т), t < f , 
т. е. справедливы включения (3.14). Так как Z° (х 0, I) непусто при I > 0, то из 
леммы 12 получим, что Zw (х 0, I — С2т) непусто при / — (С 2 + С3) х > 0, что 
заведомо выполняется для т < х. 

И, наконец, из лемм 12 и 14 следуют включения 

Z 0 (х 0, / +. С,т) С Z° (х 0, / - (С 2 + С3) т) + 

. + ( 1 + I . (С2 + Сз) х ) е Х Р ( / - (cf+ Сз) х ) < С ' + С> + С з ) ^ С 

С Z e ( х 0 Л - С2т) + Ст5 

для х < £ Вместе с (3.14) эти включения означают, что справедливо неравенство 
(3.15). Теорема доказана. ' 

Можно проверить, что в рассматриваемых условиях на систему (1.1) множество 
X9 (х 0, I) компактно. 

С л е д с т в и е . Замыкание множества Х> (х 0, I) совпадает с множеством 

З а м е ч а н и е 3. Неравенство (3.15) дает априорную оценку точности аппроксимации множества 
гарантированной достижимости. Однако при численных расчетах можно получать более точные 
оценки, если непосредственно вычислять отклонение множества (хо, / + С\Х) от множества 
2** (хо, / - СгХ). 



348 Б. М. Мухамедиев 

Список литературы 
1. Аотов А. В. Численный метод построения множества достижимости для линейных управляемых 

систем с фазовыми ограничениями//Ж. вычисл. матем. и матем. физ. 1975. Т. 15. № 1. С. 67—78. 
2. Никольский М. С. Об аппроксимации множества достижимости управляемого процесса//Матем. 

заметки. 1987. Т. 41. С. 71—76. 
3. Черноусько Ф. Л. Оценивание фазового, состояния динамических систем. M.: Наука, 1988. 
4. Панасюк И. 77. Уравнения областей достижимости и их применения в задачах оптимального 

управления//Автоматика и телемехан. 1982. № 5. С. 67—78. 
5. Понтрягин Л. С. Линейные дифференциальные игры преследования//Матем. сб. 1980. Т. 112. 

№ 3. С. 307—330. 
6. Красовский 77. 77., Субботин А. И. Позиционные дифференциальные игры. M.: Наука, 1974. 
7. Пшеничный Б. 77., Сагайдак М. И. О дифференциальных играх с фиксированным временем//Ки-

бернетика. 1970. № 2. С. 54—63. 
8. Петросян Л. А. Дифференциальные игры преследования. Л.: Изд-во ЛГУ, 1977. 
9. Иванилов Ю. 77., Мухамедиев Б. М. Линейные многошаговые игры с противоположными 

интересами//Изв. АН СССР. Техн. кибернетика. 1977. № 4. С. 49—55. 
10. Мухамедиев Б. М. Построение множества достижимости для линейной динамической задачи 

при наличии помех//Ж. вычисл. матем. и матем. физ. 1977. Т. 17. № 2. С. 508—512. 
11. Мухамедиев Б. М. Численный метод для многошаговой задачи принятия решений в условиях 

неопределенности//Ж. вычисл. матем. и матем. физ. 1985. Т. 25. № 6. С. 803—814. 
12. Хадвигер Г. Лекции об объеме, площади поверхности и изопериметрии. M.: Наука, 1966. 
13. Castaing С , Valadier М. Convex analysis and measurable multifunctions. Berlin: Springer, 1977. 
14. Благодатских В. И. Теория дифференциальных включений. M.: Изд-во МГУ, 1979. Ч. 1. 
15. Филиппов А. Ф. Дифференциальные уравнения с разрывной правой частью. М.: Наука, 1985. 

Поступила в редакцию 04.03.91 
Переработанный вариант 10.06.92 


