
1. Грин формуласының көмегімен аудан есептеу. Жоғарыдағы Грин формуласындағы функцияларды  P(x,y)= -y, Q(x,y)=x деп алсақ,
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Мұндағы S – тұйық D аймағының ауданы. Ендеше, [image: image2.wmf]ò
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   астроида сызығымен шектелген фигураның ауданын есептейік.
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2.  Бірінші текті беттік интеграл және оны есептеу. Айталық, [image: image8.wmf]3
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Енді бірінші текті беттік интегралды есептеу жолдарын көрсетейік. 

а) Айталық, [image: image23.wmf]S
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                                                                                                    1.5-сурет
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теңдігін аламыз.Мұндағы,
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 жаңа айнымалылар бойынша алынған Якобиандар. 

б) Енді [image: image43.wmf]S
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бірінші текті беттік интегралды есептеудің сәйкес формуласын аламыз. 
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5.  Бетті бағдарлау.
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 Айталық, [image: image72.wmf]3
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 жазық беті берілген болсын. Осы бетте жатқан ішкі [image: image74.wmf]M

 нүктесін алып оны белгілі бір бағыты бар (мысал үшін, сағат тіліне қарсы) [image: image75.wmf]G

 тұйық сызықпен қоршайық. Енді [image: image76.wmf]M

 нүктесінен [image: image77.wmf]S

 бетіне нормаль [image: image78.wmf]n
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 векторын жүргізейік   (1.6–сурет) Сонымен, әрбір нүктесінде нормаль векторы [image: image79.wmf]n
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 тұрғызылған және [image: image80.wmf]G

 қисығының айналу бағыты көрсетілген бет, бағдарланған деп аталады. 

                                                                                     1.6-сурет

Беттің әрбір нүктесіне тұрғызылған [image: image81.wmf]n
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 нормаль векторы бар шағы оң немесе сыртқы жағы, ал оған қарсы, яғни - [image: image82.wmf]n
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 векторы бағытындағы жағы теріс немесе ішкі жағы деп аталады. Оң және теріс жағы бар беттер - екі жақты деп аталады. Оларға мысал ретінде жазықтықты, сфераны, конусты т.с.с. беттерді алуға болады. Екі жақты беттерді басқаша да анықтауға болады. Егер бір нүктеде тұрғызылған векторды тұйық сызық бойымен бетті толық айналып шыққан кезде нормаль вектор бастапқы қалпын сақтайтын болса, онда бет екі жақты деп аталады. (1. 7- сурет). 

                     1.7-сурет
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Қоршаған ортада бір жақты беттер де кездеседі. Мысал үшін, Мевиус жапырағын (17-сурет)                                                                                          

алуға болады. Сонымен, бір жақты бет деп, бір нүктеге тұрғызылған нормаль векторды тұйық сызық бойымен толық айналдырып бастапқы нүктеге оралған кезде, вектор бағыты қарама - қарсыға   өзгеретін бетті айтамыз. Мысал үшін, ұзын етіп тілінген қағаздың бір шетін 1800 - қа  бұрып екінші жағымен жабыстырсақ, алынған бет бір жақты Мебус жапырағы болып шығады. 


6. Бетке тұрғызылған нормаль. а) Айталық, [image: image84.wmf]S
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3. Остроградский формуласы. Айталық, [image: image208.wmf]S
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 қисығымен шектелген (шенделген) бет болсын. Әрине, бұл тұйық қисық бірнеше беттің шекарасы болуы мүмкін. Мысал үшін. (1.11 сурет)
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теңдігі орындалады. Бұл теңдік Остроградский формуласы деп аталады. 
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Ñîíûìåí, Îñòðîãðàäñêèé ôîðìóëàñûí ºîëäàíó àðºûëû ê¼ïòåãåí ò½éûº áåòòiê èíòåãðàëäàðäû åñåïòåóãå áîëàäû. 
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4.  Ñòîêñ ôîðìóëàñû. Á½ë ôîðìóëàíû» íåãiçãi ìàºñàòû [image: image234.wmf]S
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òå»äiãi îðûíäàëàäû. Á½ë òå»äiê Ñòîêñ формуласы äåï àòàëàäû. 
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òå»äiãií ºîëä
àíó¹à áîëàäû. 


30
. Ñòîêñ ôîðìóëàñûí ä¸ëåëäåóäå [image: image256.wmf]G

 æèåêòi [image: image257.wmf]S

 áåòiнің îíøà ðөëi æîº. Îíû» êå»iñòiêòåãi áà¹äàðûíû» ðөëi ìà»ûçäû. Ñîíäûºòàí, åñåï øû¹àðó êåçiíäå [image: image258.wmf]S

 áåòií áåòòiê èíòåãðàëäû åñåïòåóãå ºîëàéëû áîëàòûíäàé åòiï àëàìûç. 


40. Áiðiíøi æ¸íå åêiíøi òåêòi áåòòiê èíòåãðàëäàð àðàñûíäà¹û áàéëàíûñòû (1.44)-және Ñòîêñ ôîðìóëàñûí ïàéäàëàíûï мûíà ò¾ðäå æàçó¹à áîëàäû:
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 áåòiíå ò½ð¹ûçûë¹àí íîðìàëü âåêòîðäû» áà¹ûòòàóøû êîñèíóñòàðû. 
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           Әдебиеттер:      [11]:  74-87  беттер

                                      [22]:  435-440 беттер

Бақылау сұрақтары: 

1. Екінші текті беттік интегралдың анықтамасы және қасиеттері
2. Екінші текті беттік интегралды есептеу жолдары
3. Остроградский формуласының мағынасы.

4. Стокс формуласы. Оны қолдану.

4-ДӘРІС. 1.4. Өрістер теориясының элементтері
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саны болып шығады. Мұндағы [image: image286.wmf],
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2. Векторлық өріс. Айталық, кеңістіктің немесе оның белгілі бір бөлігінде [image: image316.wmf](
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теңдіктерімен анықталады. Себебі, [image: image322.wmf](
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Шешуі. Жоғарыдағы (1.55) теңдеулер жүйесі бойынша, 


   




[image: image327.wmf](

)

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

þ

ý

ü

+

-

=

=

Û

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

=

-

=

+

dy

z

y

xdx

xdz

xdy

x

dz

x

dy

z

y

dx

.

Онда бірінші теңдеуден - [image: image328.wmf]c

z

y

=

-

. Ал екінші теңдеуден, [image: image329.wmf]dz

dy

=

болғандықтан,



[image: image330.wmf](

)

(

)

2

2

2

2

0

R

z

y

x

zdz

ydy

xdx

=

+

+

Þ

=

+

+

. 

Сонымен, векторлық сызықтң теңдеулері, 



[image: image331.wmf]þ

ý

ü

=

-

=

+

+

c

z

y

R

z

y

x

2

2

2

2


сфера мен параллель жазықтықтардың қиылсысуынан шыққан шеңбер болып табылады. 

Бүтіндей векторлық сызықтардан құралған кеңістіктегі аймақ векторлық түтіктер деп аталады. Оның бетіндегі әрбір [image: image332.wmf]M

 нүктесіндегі [image: image333.wmf](

)

M

a

r

 векторы бейне жүргізілген жанама жазықтықта жатады. 

Градиенттік өріс және градиент сызығы. Егер [image: image334.wmf](

)

z

y

x

u

u

,

,

=

- скалярлық өріс болса, онда [image: image335.wmf]u

grad

a

=

r

 скалярлық өрістің градиенттік өрісі деп аталады. Ал градиенттік өрістің векторлық сызығы немесе градиент сызығы деп, әрбір нүктесіне жүргізілген жанама [image: image336.wmf](

)

z

y

x

u

grad

,

,

 векторымен бағыттас болатын сызықты айтады. [image: image337.wmf](

)

z

y

x

u

u

,

,

=

 градиенттік өрістің қасиеті бойынша, градиент сызығы - [image: image338.wmf](

)

z

y

x

u

u

,

,

=

 функциясының ең көп өсетін (ең көп кемитін) бағыттағы қисық. Екінші жағынан, градиент сызығы [image: image339.wmf]U

- скалярлық өрістің беттік деңгейіне ортогональ болып табылады. Өз кезегінде, [image: image340.wmf](

)

z

y

x

u

u

u

u

grad

¢

¢

¢

,

,

 болғандықтан, (1.57) теңдеулер жүйесі секілді, градиент сызығының дифференциалдық теңдеулер жүйесі 

[image: image341.wmf]z

y

x

u

dz

u

dy

u

dx

¢

=

¢

=

¢

   







     (1.58)

теңдіктерімен анықталады. 
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Ендеше, градиент сызығы: 
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- жазықтықпен цилиндрлік беттердің қиылысуынан шығатын сызық болып шығады.      


3.  Бет арқылы өтетін векторлық өрістің ағымы және оның физикалық мағынасы. Айталық,   [image: image347.wmf](
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 сығылмайтын сұйық ағысы жылдамдығының векторлық өрісі, S – үзікті – жазық бет болсын. Осы бет арқылы бір өлшем уақыты ағып өтетін сұйықтың мөлшерін (көлемін) анықтау қажет болсын. 
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- іздеп отырған,  бір өлшем уақыттағы S беті бойынша ағып өтетін сұйықтық дәл көлемін аламыз. 


Сонымен, [image: image359.wmf](
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векторлық өріс, S – үзікті – жазық бағдарланған бет болса, онда (1.59) беттік  интеграл - [image: image360.wmf]a
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Егер [image: image361.wmf](

)

2

0

p

<

Ù

n

,

a

r

r

 болсы, онда [image: image362.wmf]0

>

P

 болады. Бұл кезде векторлық ағым [image: image363.wmf]S

 бетінің ішінен сыртына қарай бағытталады. (17 а-сурет). Ал [image: image364.wmf](

)

2

0

p

<

Ù

n

,

a

r

r

 болса, онда [image: image365.wmf]0

<

P

 болады да, [image: image366.wmf]a

r

 векторының ағымы S бетінің сыртынан ішіне қарай бағытталады. Егер екінші текті беттік интегралды (1.45) алсақ [image: image367.wmf](

)

-

=

R

,

Q

,

P

a

r

 векторлық ағымы

[image: image368.wmf](

)

(

)

ds

cos

R

cos

Q

cos

p

Rdxdy

Qdzdx

Pdydz

ds

n

,

a

S

S

S

òò

òò

òò

g

+

b

+

a

=

+

+

=

=

P

Ù

0

r

r
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Мұндағы [image: image410.wmf]V

- S тұйық беті қоршаған дене. 


Айталық, [image: image411.wmf](

)

R

,

Q

,

P

a

=

r

 - сығылмайтын сұйық ағысының жылдамдығы болсын. Егер [image: image412.wmf]0

=

P

 болса, онда S  бетімен қоршалған [image: image413.wmf]V

 денесінен ағып шығатын сұйық мөлшері мен ағып келетін (енетін) сұйықтың  мөлшері бірдей болады. Егер [image: image414.wmf]0

>

P

 болса, онда денеден ағып шығатын сұйық мөлшері ағып келетін мөлшерден көп болады, яғни [image: image415.wmf]V

 денесінің ішінде қайнар (сұйық көзі) болады. 


Ал [image: image416.wmf]0

<

P

 болса, денеден ағып шығатын сұйық мөлшеріне қарағанда ағып келетін (енетін) сұйық мөлшері көп болады, яғни [image: image417.wmf]V

 денесінің ішінде сұйықты сіңіргіш көз орналасқан болады.


Ескерту. Егер тұйық бет [image: image418.wmf]2

1

S

S

S

+

=

 екі беттер қосындысынан тұратын болса, онда [image: image419.wmf](

)

R

,

Q

,

P

a

=

r

 векторлық өрістің [image: image420.wmf]1

S

  беті бойынша ағымы, аддитивтік заңға сүйеніп, 

[image: image421.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

òò

òò

òòò

òò

òò

-

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

¶

+

¶

¶

+

¶

¶

=

-

=

=

P

1

2

0

2

0

0

0

S

S

V

S

S

ds

n

,

a

dxdydz

z

R

y

Q

x

p

ds

n

,

a

ds

n

,

a

ds

n

,

a

r

r

r

r

r

r

r

r



(1.64)

теңдігі бойынша анықталады. 
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Векторлық өрісінің ағымын есептейік (сыртқы нормаль). 
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4.  Векторлық өрістің дивергенциясы. [image: image426.wmf](
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Айталық, [image: image436.wmf]3
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Мұндағы: [image: image440.wmf](
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Анықтама бойынша,  [image: image442.wmf](
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Дивергенцияны пайдалансақ, Остроградский формуласы мына түрді қабылдайды, 
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яғни, тұйық S беті арқылы өтетін [image: image453.wmf]a
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 векторлық өрістің ағымы (П), осы бетпен қоршалған [image: image454.wmf]V

көлем бойынша дивергенциядан алынған үш еселі интегралға тең. 


М. Кез келген тұйық бет бойынша алынған радиус – вектордың ағымын табайық (сыртқы нормаль). 
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[image: image456.wmf](

)

(

)

òòò

òòò

òòò

òò

u

=

=

+

+

=

u

=

V

V

V

S

dxdydz

dxdydz

dxdysz

V

di

ds

n

,

V

3

3

1

1

1

0

r

r

r

.
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 денесінің көлемі
              Әдебиеттер:        [11]:  89-96 беттер

                                           [22]:  445-457 беттер 

                                           [15]:  380-390 беттер
            Бақылау сұрақтары

1. Скалярлық және векторлық өрістер. 

2. Векторлық өрістің дивергенциясы. Оның физикалық мағынасы.

3. Бет арқылы өтетін векторлық өрістің ағымы.

4. Векторлық өрістің дивергенциясы.

           5-ДӘРІС. 1. Векторлық өрістің айналымы (циркуляциясы). 
Оның физикалық мағанасы. Айталық, тік бұрышты декарттық координаталар жүйесінде [image: image458.wmf](
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- Г тұрақты сызық бойыша алынған екінші текті қисық сызықты интеграл, [image: image460.wmf](
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 - векторлық өрстің айналымы деп аталады. Мұндағы [image: image461.wmf]0
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- қисық бойымен жылжу бағытын көрсететін бірлік жанама вектор. 


Егер [image: image462.wmf]a
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 - күш векторы (немесе күш өрісі) болса, онда (1.68)  айналым, Г тұйық сызық бойынша берілген күштің жасайтын жұмыс мөлшерін береді. 
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 векторлық өрістің айналымын есептейік. 
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 болғандықтан, (1.66) формула бойынша
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2.  Векторлық өрістің иірімі (роторы). Оның физикалық мағынасы.Жоғарыдағы (1.66 – векторлық өрістің айналымы формуласын Стокс формуласы бойынша түрлендірейік, 
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(1.69)

- S беті бойынша [image: image475.wmf](
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 векторлық өрістің иірімі деп аталады. Бұл вектордың  координаталарын ойға сақтау үшін, символикалық [image: image476.wmf]R
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Алынған (1.76) формуланы пайдаланып, Стокс формуласын, қысқаша 
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векторлық түрде жазуға болады, яғни [image: image478.wmf](
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 векторлық өрістің тұйық Г сызығы бойынша алынған айналымы жиегі Г сызығы болатын S беті арқылы өтетін векторлық өріс ағымының иіріміне тең болады. 


Енді өріс иірімі тікілей тік бұрышты декарттық координаталар жүйесімен байланысты болғандықтан, координаталар жүйесінен тәуелсіздігін көрсетейін иірімінің инварианттық анықтамасын келтірейік. 


Айталық, S –нормаль векторы [image: image479.wmf]0
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 болатын бағдарланған жазық бет Г –жылжу бағыты көрсетілген беттің жиек сызығы болсын. Енді [image: image480.wmf]a
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 векторлық өріс айналымының бет ауаны S-ке қатнасын қарастырайық, яғни [image: image481.wmf](
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- бір өлшем аудан бойынша айналымының орта, тығыздығын сипаттайды. Ал оның (қатынастық) S ауданының  [image: image482.wmf]M
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нүктесіне қарай тартылып ұмтылғандығы шегі, [image: image483.wmf](
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 бағыты бойынша М нүктесіндегі [image: image485.wmf]a
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 векторлық өріс айналымының тығыздығы деп аталады және мына түрді 
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қабылдайды. Бұл теңдіктің оң жағына Стокс формуласын қолдансақ,  
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Ал беттік интегралға қарасты орта мән жөніндегі теорема бойынша 
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 векторының S бетке тұрғызылған [image: image493.wmf]0
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 бағытына проекция сан мәні жағынан [image: image494.wmf]a

r

 векторының М  нүктесіндегі [image: image495.wmf]0
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бағыты бойынша айнымалының тығыздығына тең. Осы қасиет иірімінің инварианттық анықтамасын нақтылай түседі. 


Иірімінің физикалық мағанасын белгілі бір өсті айналатын нүктесінің жылдамдықтар өрісі мысалында көрсетейік. [image: image496.wmf]u
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 сызықты жылдамдық пен [image: image497.wmf]w
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- бұрыштық айналу жылдамдығы арасындағы байланыс механикадан белгілі.
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Демек, [image: image503.wmf](
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Ендеше, белгілі бір өрісті айналатын нүктенің жылдамдықтар иірімі нөлден ерекше және екі еселенген [image: image504.wmf]w

- айналу бұрыштың жылдамдығына тең. Сонымен, 
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 векторының өрісінің иірілуі айналуы жөніндегі ұғымды береді. 

Енді [image: image507.wmf]a
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- иірім векторының қасиеттерін келтірейік. 
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  3.  Соленоидтық өріс.  Потенциалдық өріс және олардың шарттары. Соленоидальды немесе құбырлы өріс деп, 
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теңдігін қанағаттандыратын [image: image514.wmf](
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 векторлық өрісті айтады және бұл теңдік [image: image515.wmf]a
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 векторлық өрістің соленоидальдық шартын деп аталады. Соленоидальдық өрісте қайнар көзі де, сіңіргіш көзде болмайды. Егер [image: image516.wmf](
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- Остроградский формуласы мен (1.72) соленоидальдыық шартты ескерсек, [image: image517.wmf]a
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 векторлық өрістің соленоидальды болуы үшін, [image: image518.wmf]S

 тұйық беті арқылы өтетін [image: image519.wmf]a

r

 векторлық ағымының нөлге тең болуы қажетті және жеткілікті. Өріс соленоиальды болғанда векторлық құбырдың әрбір көлденең қимасындағы векторлық өріс ағымының қарқыны бірдей болады. 

Векторлқ құбырдың екі шеткі көлденең қималары [image: image520.wmf]1
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 және [image: image521.wmf]2
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 әртүрлі, оған бүйір беті [image: image522.wmf]3
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- ті қоссақ тұйық болатын [image: image523.wmf]S

 бетін қарастырайық (1.20- сурет). Қарастырылып отырған [image: image524.wmf]a
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 векторлық өріс соленоидальды болғандықтан, 
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Мұндағы [image: image526.wmf]S
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 беті қоршаған дене (көлем). Мұндағы [image: image527.wmf](
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 Себебі, [image: image528.wmf]3
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 бетіне тұрғызылған нормаль мен векторлық құбырға жанамамен бағыттас болатын [image: image529.wmf]a
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 векторлық өріс арасындағы бұрыш тік [image: image530.wmf]÷
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 беттеріне тұрғызылған нормальдардың біреуінің бағытын қарама – қарсыға өзгертсек (1.73) теңдіктен, [image: image533.wmf](

)

(

)

òò

òò

=

2

1

S

S

ds

n

,

a

ds

n

,

a

o

o

r

r

r

r

. Демек, векторлық құбырдың кез келген көлденең қимасынан өтетін [image: image534.wmf]a

r

 векторлық өріс ағымының қарқыны (шамас) бірдей болатындығын көреміз. 

Бұл құбылысты гидродинамикалық көзқарастан бақыласақ. Егер [image: image535.wmf]a

r

- сығылмайтын сұйық ағымының жылдамдықтар өрісі болса, онда бір өлшем уақытты векторлық құбырдың кез келген көлденең қимасынан ағып өтетітн сұйықтың мөлшері бірдей болатындығын көреміз. 

Егер  


[image: image536.wmf](

)

0

=

"

'

M

a

rot

,

M

V

r

                                    



                 (1.74) 

болса, онда [image: image537.wmf]V

 денесі бойынша алынған [image: image538.wmf]a
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 векторлық өріс потенциалды немесе иірімсіз деп аталады. 

Бұл теңдік [image: image539.wmf]a
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 векторлық өріс үшін потенциалдық шарт деп аталады. Ендеше, иірімнің анықтамасы және (1.72) шарт бойынша 
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теңдіктерін аламыз.  

Теорема.  Айталық, [image: image541.wmf](
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 - бір байланысты [image: image542.wmf]V

 аймағында берілген векторлық өріс, [image: image543.wmf](
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 векторлық өріс [image: image545.wmf]V

 аймағында потенциалды (иірімсіз) болуы үшін, екі рет үзіліссіз дифференциалданатын [image: image546.wmf](
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  векторлық өрістің потенциалдыққа тексерейік және оның потенциалын табайық. 
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Демек, берілген векторлық өріс – потенциалды. Енді  потенциалды функцияны анықтаймыз. 
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Соңғы теңдіктен, [image: image553.wmf](

)

y

x

xz

u

,

j

+

=

. Мұндағы [image: image554.wmf](

)

y

x

,

j

 - интеграл [image: image555.wmf]z

бойынша анықталғандықтан,  тұрақтылану ролін атқарушы кейбір функция. Онда. 



[image: image556.wmf]ï

ï

þ

ï

ï

ý

ü

-

=

¶

j

¶

=

¶

¶

=

¶

j

¶

Þ

+

=

¶

j

¶

+

=

¶

¶

y

x

y

y

u

xy

x

z

xy

x

z

x

u

2

2

2

2

                                                                       (*) 
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символикалық вектор, Гамильтон оператры деп аталады. Оның скаляр функциясымен ара қатынасы: 
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теңдігін береді. 
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(1.87) теңдігі алынады. Ал, векторлық көбейтінді,  
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Жоғарыдағы дивергенция және иірім қасиеттеріне сәйкес келеді.
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Лаплас операторы (немесе Лапласиан) деп, [image: image594.wmf]2
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Теңдіктерден көрсетілгендей, Лаплас операторын, символикалық түрде Гамильтон операторының скалярлық квадраты ретінде қарастыруға болады, яғни, 
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5. Гармоникалық функциялар.

Енді екінші ретті дифференциалдық амалдар үшін кейбір нақты өрнектерді қарастыырайық. 
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 - Лаплас теңдеуі деп аталады. Бұл теңдеу арқылы әртүрлі тұрақталған процестерді, мысал үшін, сығылмайтын сұйықтар қозғалысының тұрақталғандығын сипаттауға болады, т.с.с. Ал Лаплас теңдеуін қанағаттандратын [image: image605.wmf](
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2. Векторлық өрістің иірімі (роторы). Оның физикалық мағынасы.  

3. Соленоидты өріс. Потенциалды өріс, олардың  шарттары.

4. Гамильтон және Лаплас операторлары.

5 .Гармоникалық функциялар. 

Ôункция теориясы және амалдық есептеу.

6-ДӘРІС. Комплекс айнымалы функциялар
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(2.1) 
êîìïëåêñ ñàííûң  òðèãîíîìåòðèÿëûº ò¾ðäå æàçûëóûí àëàìûç. Ì½íäà¹û  
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øàìàñûìåí àíûºòàëàäû. Ì½íäà¹û [image: image666.wmf]-
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                            (2.5)                         ò¾ðiíäåãi ì¸íäåðäi ºàáûëäàéäû.
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 (2.6) 
æàçûëàäû. Ä¸ë îñû ñèÿºòû, [image: image709.wmf]¥
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 (2.7) 
øàðòûí ºàíà¹àòòàíäûðàòûí í¾êòåëåð æèûíòû¹û àëûíàäû. °ðèíå, ä¼ңãåëåê [image: image712.wmf]e

 øàìàñûíà áàéëàíûñòû. Åãåð [image: image713.wmf]0
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 í¾êòåñiíiң  [image: image714.wmf]-
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 í¾êòåñiíiң  ¼çi åíáåãåí áîëñà, îíäà 
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 í¾êòåñiíiң  îéûº ìàңàéû äåï àòàëàäû. 

Ескерту. Комплекс айнымалы функциялар үшін нақты айнымалы функциялар сияқты: тізбектің шегі, функцияның нүктедегі шегі, функция үзіліссіздігі т.с.с. дерекрердің барлығын қайталауға болады.   
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 êîìïëåêñ æàçûºòû¹ûíäà (íåìåñå, êåңåéòiëãåí [image: image719.wmf]Z
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 êåңåéòiëãåí)  êîìïëåêñ æàçûºòû¹ûíäà¹û [image: image724.wmf]Е

 æèûíûíàí áið íåìåñå áiðíåøå ì¸í òàáûëàòûí áîëñà, îíäà [image: image725.wmf]w
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(2.8) 

òåңäiãi àðºûëû æàçûëàäû.  Åãåð äå, [image: image728.wmf]w

 æàë¹ûç  áîëñà áið ì¸íäi, àë áiðíåøåó  áîëñà – ê¼ï ì¸íäi ôóíêöèÿ áîëûï òàáûëàäû. Ì½íäà¹û: [image: image729.wmf]D

– ôóíêöèÿíûң  àíûºòàëó àéìà¹û; [image: image730.wmf]z

 – арãóìåíò; [image: image731.wmf]E
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 – ôóíêöèÿ ì¸íäåðiíiң  ¼çãåðó àéìà¹û áîëûï òàáûëàäû.(2.2-сурет).
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 ôóíêöèÿëàðûìåí àíûºòàëàäû. 
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 (2.10)
 ñèìâîëûìåí áåëãiëåíåäi; åêiíøiäåí, [image: image747.wmf])
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áîëàòûíäû¹û áåëãiëi. Åíäåøå, (2.10) ôîðìóëàíû
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ò¾ðiíäå æàçó¹à áîëàäû.
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                  (2.12)                               òåңäiêòåðiíiң îðûíäàëóû ºàæåòòi æ¸íå æåòêiëiêòi. Á½ë òåңäiêòåð Êîøè-Ðèìàí [image: image768.wmf])
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Áåðiëãåí ôóíêöèÿíû àíàëèòèêàëûº ºàñèåòêå çåðòòåéiê: 
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Äåìåê, áåðiëãåí [image: image783.wmf]3
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 ôóíêöèÿñû ¾øií Êîøè-Ðèìàí øàðòòàðû îðûíäàëàäû. Åíäåøå, îë [image: image784.wmf])
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 êîìïëåêñ æàçûºòû¹ûíûң áàðëûº í¾êòåëåðiíäå àíàëèòèêàëûº ôóíêöèÿ áîëàäû.

Åíäi (2.11) ôóíêöèÿ  òóûíäûñûíûң àíûºòàìàñûí ºîëäàíàéûº,
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Åíäi ôóíêöèÿñûíûң òóûíäûñûí òàáó ¾øií (2.11) ôîðìóëàсын ºîëäàíàéûº.
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Ñîíûìåí, [image: image787.wmf])
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 ôóíêöèÿñûíûң òóûíäûñûí òàáóäûң ¾ø ò¾ðëi æîëûí òåêñåðäiê. Áàðëûº æà¹äàéäà äà æàóàáû áiðäåé áîë¹àíûí ê¼ðäiê.

  Еñêåðòó: Á½ë òàðìàºòà ºàðàñòûðûë¹àí ò¾ñiíiêòåðäiң áàðëû¹û äà: áiðiíøiäåí, áið àéíûìàëû ôóíêöèÿëàð ¾øií; åêiíøiäåí, [image: image788.wmf]¥
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Ñîíûìåí, áåðiëãåí [image: image800.wmf])
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  (2.13)

Ëàïëàñ òåңäåói äåï àòàëàäû. ´ç êåçåãiíäå, Ëàïëàñ òåңäåóií ºàíà¹àòòàíäûðàòûí [image: image804.wmf]-
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 ãàðìîíèêàëûº ôóíêöèÿëàð äåï àòàëàäû æ¸íå ¼çàðà ò¾éiíäåñ ôóíêöèÿëàð áîëûï òàáûëàäû.

Òåîðåìà. Åãåð [image: image805.wmf]))
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 àéìà¹ûíäà ãàðìîíèêàëûº ôóíêöèÿ áîëñà, îíäà îë îñû àéìàºòà¹û àíàëèòèêàëûº ôóíêöèÿíûң íàºòû (æîðàìàë) á¼ëiãi  áîëûï òàáûëàäû.

        Әдебиеттер:      [11]:  140-164 беттер

                                   [22]:  248--256 беттер 

        Бақылау сұрақтары: 

1. Комплекс санның модулі, аргументі.

2. Комплекс жазықтықтағы нүктенің маңайы.

3. Комплекс айнымалы функциялар. 

4. Коши – Риман шарттары.

5. Аналитикалық және гармоникалық функциялар дегеніміз

7- ДӘРІС. 2.2. Комплекс айнымалы функциялардың интегралдық есептеу. 

1. Êîìïëåêñ àéíûìàëû ôóíêöèÿëàðäû èíòåãðàëäàó æ¸íå îíû åñåïòåó. Àéòàëûº, [image: image807.wmf])
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3. Көп байланысты аймақ үшін Коши теоремасы. 
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îðûíäàëàäû.
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4. Орта мән жөніндегі теорема.  Êîøèäiң èíòåãðàëäûº ôîðìóëàñûí (2.23) ïàéäàëàíûï [image: image924.wmf]D
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òåңäåóiìåí àíûºòàëàäû. Ì½íäà¹û [image: image929.wmf]l

 ( îң áà¹ûòïåí àëûí¹àí [image: image930.wmf]D

 àéìà¹ûíûң øåêàðà ñûçû¹û.


Æî¹àðû ðåòòi òóûíäûíû, êîìïëåêñ àéíûìàëû ôóíêöèÿíû èíòåãðàëäàó ¾øií ïàéäàëàíó¹à áîëàäû. 


Ì. [image: image931.wmf]ò

-

l

z

)

i

z

(

dz

e

3

  èíòåãðàëûí êåç êåëãåí ò½éûº ñûçûº áîéûíøà åñåïòåéiê (îң áà¹ûò àëàéûº).


Øåøói. [image: image932.wmf]z

e

)

z

(

f

=

 ( àíàëèòèêàëûº ôóíêöèÿ. Åíäåøå, 



[image: image933.wmf]).

sin

cos

i

(

e

i

)

z

(

f

!

i

)

i

z

(

dz

e

i

i

z

l

z

1

1

2

2

2

2

3

-

p

=

p

=

¢

¢

p

=

-

=

ò



Енді кåéáið ºàæåòòi òåîðåìàëàðға тоқталайық. 

Òåîðåìà. (Îðòà ì¸í òóðàëû òåîðåìà). Àíàëèòèêàëûº ôóíêöèÿíûң ä¼ңãåëåê êiíäiãiíäåãi ì¸íi îñû ä¼ңãåëåêòi øåêòåéòií øåңáåð áîéûíäà¹û í¾êòåëåðäåãi ì¸íäåðäiң àðèôìåòèêàëûº îðòàñûíà òåң. 
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Бақылау сұрақтары: 

1. Комплекс айнымалы функцияны интегралдау жолдары. 

2. Кошидің интегралдық формуласы. 
3. Көп байланысты аймақ үшін Коши теоремасы
4. Орта мән жөнінідегі теорема.
5. Модульдің максимумдық принципі.
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мұндаңы Res – франсуздық residu – шегерім (айырым, саңлау) деген сөзінен алынған.
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Åíäi ôóíêöèÿíûң îéûң ì¸íäåðií ºîëäàíûï åñåïòåëåòií èíòåãðàëäàðäûң áiðíåøå àðíàóëû ò¾ðëåðií ê¼ðñåòåéiê.
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òåңäiãi îðûíäàëäû.

             Әдебиеттер:     [11]:  189-201 беттер  

                                       [22]: 663-667  беттер 

Бақылау сұрақтары:

1.   Функция нөлдері. Оның түрлері.

2.   Оқшауланған 

3. Функцияның шегерімінің анықтамасы. 

4. Шегерім туралы Коши теоремасы 

5. Шегерімді анықталған интегралды есептеуге қолдану  

9-ДӘРІС. 2.4.Амалдық есептеу

1. Лаплас түрлендіруі. Түпнұсқа және бейне. Айталық, [image: image1140.wmf]f (t)-уақытша  негізделген t  нақты  аргумент бойынша  қарастылатын  функция болсын.Біріншіден,  [image: image1141.wmf]f (t) және оның  туындысы[image: image1142.wmf]f (t)- ақырлы аралықта  санаулы ғана I- текті  үзіліс  нүктелері бар, екіншіден,  кез келген  t<0  саны үшін [image: image1143.wmf]f (t)[image: image1144.wmf]º

 0; үшіншіден,  кез келген  t[image: image1145.wmf]³
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тенсіздігін қанағаттандыратын  нақты   аргументті  f (t)  функциясы түпнұсқа деп аталады. 

Бұл  анықтама  осы  тарауға  қатысты  негізгі  ұғым жайында  болғандықтан, жоғарғы  шарттарға  жеке – жеке  түсініктеме  бере кетейік. Біріншіден,  түп нұсқа  деп  аталатын, уақыттан  тәуелді f (t)  үзінді – жазық  функция  болып табылады. Демек, қарастылатын f осы  бойында  жатқан  аралықты  санаулы  кіші  аралықтарға  бөлуге  болатындығы  белгілі  және әр бөлікше  аралықта  f (t) мен f (t) функциялары  үзіліссіз, оған қоса  олардың  шеткі  нүктелерінде  оң жақ  және сол  жақ  ақырлы  шектері бар. Тәжірибеде  кездесетін  көпшілік  функциялар  осы шарттарды  қанағаттандырады. Екіншіден, кездесетін  құбылыстарды  сипаттайтын функциялар қарастырылатын  уақытқа  дейін қандай болды, қалай  өзгерді одан байланыссыз бастапқы уақыт үшін t =0 уақыт   алынады да  осыдан  бастап   функцияның  қасиеттері қарастырылады. Бұл  кезде  түпнұсқаның t =0  нүктесіндегі  f (0)  мәні  үшін, осы нүктедегі  оң жақ шегі  алынады, яғни 
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Үшіншіден, түп нұсқа  деп  аталатын [image: image1148.wmf]f (t)  функциясының  өсуіне  байланысты белгілі бір  шектеу  қойылады, яғни t[image: image1149.wmf]-
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да [image: image1150.wmf]f (t) көрсеткіштік   функциядан  асып  кетпеу (тез өспеу)  керектігін   сипаттайды. 

Ескерту. Кей  кездері ,  қажет  болған жағдайда,  түпнұсқа ретінде f (t)= U (t)+ v (t) -   нақты t  аргументті  комплексті  функцияны  қарастыруға  болады. Бұл   кезде   f (t)  түп нұсқа  болу үшін, U (t), v (t) функцияларының  түп нұқалар болуы тиіс. 

Енді кез келген f (t)       түп  нұсқаға  сәйкес, [image: image1151.wmf]w
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меншіксіз  интегралымен  анықталатын комплекс  айнымалы  функцияны  қарастырайық. Бұл  теңдіктің  оң жағы f (t)    функциясы  үшін Лаплас  интегралы деп аталады. Ал жағындағы табылған жаңа  функция Ғ(Р),  берілген  f (t)         түп  нұсқаға сәйкес Лаплас  бойынша  бейне (Лаплас бейнесі) немесе, тек қана  бейне деп аталады. Берілген  түпнұсқа  бойынша сәйкес бейнені табу, немесе  керісінше, берілген бейне  бойынша  түпнұсқаның өзін  табу, жаңа   амал – амалдық қисап деп аталады.  
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 ( бейнеден  түпнұсқаға  бағытталған) түрінде  белгіленеді. Бұл кезде 
түпнұсқаны  кіші  әріппен, ал бейнені  үлкен баспа  әрпімен  белгілеу келісілген.  Кей кездері f (t) түпнұсқа  бейнесін [image: image1156.wmf]{
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Дәлелдеуі. Алдымен, Лаплас  интегралының [image: image1161.wmf]0
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Бұдан  Вейерштрасс белгілі  бойынша  (*) интеграл   болғанда  бірқалыпты  жинақты. Ендеше, 15. Моррера теоремасы бойынша, Ғ(Р)  функциясы дифференциалданады. Шынында да, [image: image1168.wmf]0
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-жіктелудің негізгі формуласын аламыз. 
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    Соңғы (2.64) және (2.65) теңдіктер жіктелу формулалары деп аталады.
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3.  Амалдық есептеудің көмегімен дифференциалдық теңдеулерді  шешу


Айталық,
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Дифференциалдың теңдеу берілген болсын. Мұндағы 
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         (2.67)                                       

бастапқы шарттарды қанағаттандыратындай шешімін табайық.


Шешуі. Лаплас түрлендірулерін қолданайық.
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Өз кезінде, 
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түрді қабылдайды. Бұл теңдік операторлық теңдеу деп аталады. Одан 
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Ескерту. Бұл теңдіктегі 
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2. Коэффициенттері тұрақты дифференцииалдық теңдеулер жүйесін шешу. Айталық,
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Теңдеулер жүйесі берілген және 
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бастапқы шарттары бойынша Коши есебін шешейік. 


Кейбір кездері, берілген 
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Бұл теңдеулер жүйесін шешу арқылы 
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  шешімдерді тауып, оларға сәйкес түпнұсқаларды табамыз, яғни 
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           Бойынша Коши есебін шешейік. 

            Шешуі. Айталық 
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Онда операторлық теңдеу:
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Енді  жіктеу формуласын қолдану арқылы:
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Дәл осы сияқты, 
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Әдебиеттер:      [11]:  228-238 беттер 

                                        [22]: 676-679  беттер 
      Бақылау сұрақтары:

1.   Меллин формуласы.
2. Рационал функциялардың түпнұсқалары.
3. Амалдық есептеудің көмегімен жәй дифференциалды теңдеулерді шешу.
4. Амалдық есептеу көмегімен дифференциалдық теңдеулерді шешу.
III . Ықтималдықтар теориясы және математикалық статистика элементтері.


11-ДӘРІС. 3.1. Кездейсоқ оқиғалар және олардың ықтималдығы


1. Комбинаторика элементтер

Қосынды ережесі. Егер А объектісі 
[image: image1461.wmf]m

 тәсілдерімен, ал В объектісі басқа  п  тәсілдермен таңдалса және де А мен В объектілері қиылыспайтын болса, онда  «не А не В» таңдауы 
[image: image1462.wmf]n

m

+

 тәсілдермен іске асады.

Көбейтінді ережесі. Егер А  объектісі 
[image: image1463.wmf]m

 тәсілдермен таңдалса және осы таңдаулардың әрқайсысынан кейін В объектісі п  тәсілдерімен таңдалса, онда реттелген 
[image: image1464.wmf]{

}

B

A

,

 парын таңдау 
[image: image1465.wmf]mn

 тәсілдерімен іске алады.

М. Кітап сөресіеде алгебраның  20 кітабы, ықтималдықтар теориясының 12, математикалық анализдің  7, әдебиеттің 25 кітаптары тұр. Математиканың кітабын қанша тәсілмен таңдауға болады?

Шешуі.   Алгебраның, немесе ықтималдықтар теориясының, немесе математикалық анализдің кітабын  таңдауға болатын тәсілдердің санын табамыз. Алгебраның кітабын 20 тәсілмен, ықтималдықтар теориясының – 12 тәсілмен және математикалық анализдің – 7 тәсілмен таңдауға болады. Бұл таңдауда қиылыспайды. Сондықтан қосынды ережесі бойынша математиканың  кітабын N=20+12+7=39  тәсілдермен таңдауға болатындығын табамыз. 

М.  Саңдағы цифрлар қайталамайтын болса, 1, 3, 5  цифрларынан үш орынды қанша сан жасауға болады?
Шешуі.   Жүздіктің орнына үш цифрдың кез келгенін қоямыз. Әрбір осындай таңдаудан кейін ондықтың орнына  қалаған екі цифрдың кез келген біреуін қоюға болады. Көбейтінді ережесін қайталай қолданып, үш орынды сандардың санын табамыз:

Көбейтінді ережесінің графикалық сипаттамасы «терек» деп аталатын әдейі граф болады. Теректің шығу нүктесінен А объектісін таңдауға сәйкес 
[image: image1466.wmf]1

n

  бұтақтар жүргізіледі, пайда болған терек бұтақтарының әрбір ұшынан В объектісін таңдауға сәйкес 
[image: image1467.wmf]2

n

 бұтақтар жүргізіледі және т.б. 

Әртүрлі эелементтерден тұруы міндетті емес, 
[image: image1468.wmf](
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 тізбегін 
[image: image1469.wmf]m

 ұзындықты комбинация деп атаймыз. 

Егер 
[image: image1470.wmf](
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 және 
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 тізбегінің ең болмағанда 
[image: image1472.wmf]i

 бір реті үшін, 
[image: image1473.wmf]m
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, 
[image: image1474.wmf]i

x

 элементі 
[image: image1475.wmf]i

y

-ден өзгеше болса, онда екі комбинацияны әртүрлі деп атайды. 

п элементтен тұратын жиын қарастырайық қарастырып отырған жиын элементінен 
[image: image1476.wmf]m

 ұзындықты комбинация құрайық. 

Комбинация элементтері қайталануы мүмкін.

 Элементтер құрамы бір-бірінен және оның өсу дәрежесі өзгеше болса, онда  
[image: image1477.wmf]m

 ұзындықты комбинацияны 
[image: image1478.wmf]m

 бойынша п-нен жасалған орналастыру қайталанбасы деп атайды. Барлық 
[image: image1479.wmf]m

 бойынша п-нен жасалған орналастыруды қайталанбасын 
[image: image1480.wmf]m

n

A

 деп белгілейді. 

Көбейту ережесінен, 
[image: image1481.wmf]m
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n

n
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=

 тең. 
[image: image1482.wmf]m

 бойынша  п-нен жасалған орналастырулар саны: 
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(3.1)


Элементтер құрамы бір-бірінен өзгеше болатын  
[image: image1484.wmf]m

 ұзындықты  комбинацияны п элементтен 
[image: image1485.wmf]m

 бойынша алынған теру қайталанбасы деп атайды. 
[image: image1486.wmf]m
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-деп белгілейді және 
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Егер анықтама бойынша комбинация элементтері қайталанбайтын болса, онда п элементтен әрқайсысы 
[image: image1488.wmf]m

 элементтен алынған қайталанбайтын терулер аламыз. 
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 арқылы белгіленеді және  
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(3..2)

Элементтер дәрежесінің орналасуы тек бір-біріне өзгешеленетін п ұзындықты комбинацияны  п  элементтен жасалған қайталанбайтын аламстыру деп атайды.

п  элементтен жасалған аламастыру санын 
[image: image1491.wmf]n

P

-деп белгілейміз. Көбейту ережесі бойынша  
[image: image1492.wmf]!
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 тең болады. 
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 элементі 
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 рет, 
[image: image1495.wmf]2
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[image: image1496.wmf]2
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 рет , ..., 
[image: image1497.wmf]k

x

 рет п  ұзындықты комбинация құрайық және 
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. Егер құрастырылған комбинация бір-біріне тең құрастыруда өзгеше болса, онда ондай комбинацияны алмастыру деп атаймыз. 
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               (3..3)

М.   Төрт  студент емтихан тапсырады. Егерде бұлардың еш қайсысына қанағатанарлықсыз баға қойылмайтын болса, оларға бағаларды қанша тәсілдермен қоюға болады?

Шешуі. Әрбір студент «өте жақсы», «жақсы», «қанағаттанарлық» бағаларыныңы кез келген біреуін алады. Демек, қарастырылатын Х жиыны әр түрлі үш элементтен тұрады. Мұнда бағалардың реті маңызды емес, бағалар қайталануы да мүмкін, ал қойылған бағалардың жалпы саны төртеу (мысалы, «өте жақсы», «жақсы», «өте жақсы», «қанағаттанарлық»). Олай болса, үш  элементтен төрттен орналастырулар жасау керек. Ал бұл сан 
[image: image1500.wmf]81
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М.  Комитетке 9 адамнан сайланған. Бұлардан секретарьды және оның орынбасарын сайлау керек. Мұны қанша әдіспен жүргізуге болады?

Шешуі. әр түрлі 9 элементтен тұратын жиыннан 2 элементті таңдап алу керек. Реттің маңызы бар (мысалы, 
[image: image1501.wmf]1

a

- секретарь, 
[image: image1502.wmf]2

a

- орынбасар және 
[image: image1503.wmf]2
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 - секретарь, 
[image: image1504.wmf]1
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 - орынбасар таңдамалары бірдей элементтерден тұр, бірақ айырмасы бар). Элементтер қайталанбайды. Демек, тоғыз элементтен әрқайсысы екі екі элементтен тұратын қайталанбайтын орналастырулардың санын, яғни 
[image: image1505.wmf]2
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 табу керек. Олай болса, секретарь мен оның орынбасарын 
[image: image1506.wmf]72

8

9

2

9

=

×

=

A

 тәсілдермен сайлауға болады. 

М. Гүл дүкенінде  алты түрлі гүл сатылды. Әр бір он түрлі гүлден тұратын букетті қанша тәсілмен құруға болады.?
Шешуі. Алты әртүрлі элементтен тұратын жиын қарастырылады ал ұзындығы  10 комбинациядан тұрады. Гүлдердің орналастыру реті букетте ескерілмеген онда букет саны алтыдан 10 бойынша алынады. Сонымен   
[image: image1507.wmf]3003
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 әр түрлі букетті құрайық.


 Кез келген соңғы немесе жұп жиынды элементар оқиғаны кеңістік деп атайды және 
[image: image1508.wmf]W

 арқылы белгілейді.

[image: image1509.wmf]W

 элементар кеңістігін элементар оқиғалары деп атайды және 
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 арқылы белгілейді, яғни 
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М.  Ойын сүйегі лақтырылады. 
[image: image1512.wmf]i
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 санының түсуі», 
[image: image1514.wmf]6
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 деп белгілейік. Онда элементар оқиғалар кеңістігі 
[image: image1515.wmf]{
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 тең болады. 
[image: image1516.wmf]-
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 «жұп сан түсу» оқиғасы деп белгілейік, онда 
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Егер 
[image: image1518.wmf]A

 оқиғасы 
[image: image1519.wmf]W

 элементар оқиғалар кеңістігімен тура келсе, онда А оқиғасын ақиқат деп атайды.

Егер екі оқиғаның біреуі екіншісінің пайда болуына болса, онда екі оқиға қарама-қарсы деп аталады. 

М. Ойын сүйегі лақтырылады. 
[image: image1520.wmf]{
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 оқиғаларын қарастырайық.   
[image: image1523.wmf]A

 оқиғасына 
[image: image1524.wmf]A

 қарам-қайшы оқиға болады   

Жалпы сынақ нәтижесінде бірнеше элементар (нәтижелер, жағдайлар) пайда болуы мүмкін болса және олардың біреуінің пайда болу мүмкіндігінің екіншісіне қарағанда, артықшылығы бар деп айта алмайтын болса, басқаша айтқанда, сынау нәтижесінің симметриялы қасиет болса, мұндай элементар оқиғалар тең мүмкіндікті делінеді. Мысалы, тиынды лақтырғанда А оқиғаның (сан түсуі) және В оқиғаның (герб түсуі) мүмкіндіктері тең, өйткені, біртекті материалдан жасалған тиынның түрі дұрыс цилиндрден тұрады және оны бір рет лақтырғанда тиынның қай жағы (сан немесе герб) жоғар қарап түссе де оқиға болады. 

А және В оқиғасының қосындысы деп кем дегенде біреуінің пайда болуын айтады. (А+В немесе 
[image: image1525.wmf]B

A

U

 арқылы белгіленеді).

А және В оқиғаларының бірге пайда болуын олардың көбесйтіндісі деп атайды. (АВ немесе 
[image: image1526.wmf]B

A

I

 арқылы белгілейміз).

2. Ықтималдықтардың  анықтамасы.

А оқиғасына қолайлы элементар оқиғалар санының 
[image: image1527.wmf]m

 сынақтың тең мүмкіндікті барлық элементар оқиғалары санына 
[image: image1528.wmf]n

 қатынасын А оқиғасының ықтималдығы деп аталады және 
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(3.4)
формуланы ықтималдықтың классикалық анықтамасы деп атайды.


М.  Туристер он бес ер баладан және бес қыз баладан топ құрайды. Жеребе тастау арқылы құрамында төрт баладан тұратын шаруашылық командасын құрады. Осы команданың құрамында екі ер бала және екі қыз бала болу ықтималдығы қандай?


Шешуі. Тәжірбие жиырма баланың ішінде төрт баланы таңдап алудан тұрады. Таңдау жеребе бойынша жүргізілгендіктен тәжірбие нәтижелері тең ықтималды. Тәжірбие нәтижелерінің саны 
[image: image1530.wmf]4
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, өйткені таңдама төрт элементтен тұрады және олардың орналасуы таңдамада ескертілмейді. А оқиғасы таңдалғандардың құрамында екі ер бала мен екі қыз барлығын білдірсін. Екі жігітті 15-тің ішінен 
[image: image1531.wmf]2
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 тәсілмен таңдауға болады және осындай әрбір таңдамадан кейін екі қызды 
[image: image1532.wmf]2

5

C

 әдіспен таңдауға болады. Көбейтінді ережесі бойынша А оқиғасына тәжірбиенің 
[image: image1533.wmf]2
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C

 нәтижелері қолайлы. Іздеген ықтималдық (1) формула бойынша есептеледі. 
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Ықтималдық қасиеттері.

1) Оқиғаның кез келген ықтималдығы нөл мен бір аралығында анықталған: 
[image: image1535.wmf]1
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2) 
[image: image1536.wmf]1
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3) Мүмкін емес оқиға ықтималдығы нөлге тең: P(Ø)=0


3. Ең болмағанда бір оқиғаның пайда болуы жөніндегі теорема. 
[image: image1537.wmf]W

 элементар оқиғалар кеңістігін қарастырайық.  
L кездейсоқ оқиғалар жүйесін алгебралық оқиға деп атайды, егер мынандай шарттар орындалса:  1)
[image: image1538.wmf]L
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; 2) если 
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[image: image1543.wmf]A

\
[image: image1544.wmf]L

B

Î

. Басқаша айтқанда, L  алгебралық оқиға, егер кезкелген екі оқиғамен бірге ол олардың қосындысын, көбейтіндісін және айырымын, сонымен қатар 
[image: image1545.wmf]W

 жиынында сақтайды. Осы шарттардан кейін 
[image: image1546.wmf]Æ

 құры жиында L-ға тиісті болады. Шынымен-ақ, 
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 және 
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, онда  
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болады. 

М. Ойын сүйегі лақтырылады, сонда 
[image: image1550.wmf]{
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[image: image1551.wmf]W

 кеңістігінің барлық ішкі жиындарын қарастырайық: 
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(1) жиын алгебралық  оқиға болады.  

Р(А) сандық функциясы, L алгебарлық оқиғада анықталған ықтималдық деп аталады, егер келесі аксиомалар орындалса:

1. Р(А) > 0 кез келген 
[image: image1553.wmf]L
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.

2. Р(
[image: image1554.wmf]W

) = 1.

3. Р(А+В)=Р(А)+Р(В),  А және В үйлесімсіз.

4. Кез келген 
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 оқиға L-дан алынған, 
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 (
[image: image1558.wmf]W

, L, Р) үштігі ықтималдық кеңістігі деп аталады. Мұндағы L – алгебралық оқиға, Р   1-4 аксиомаларын қанағаттандырады.  
Олай болса, қазіргі теория ықтималдығында математикалық модельдің кез келген кездейсоқ пайда болуы ықтималдық кеңістігінде жұмыс жасайды. 

М.  Екі тиынды лақтырайық.

1 модель. 
[image: image1559.wmf]{
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 ықтималдық кеңістігі мына түрде болсын, бұл жердегі 
[image: image1560.wmf]1
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- «тиын сан жағымен түсті», 
[image: image1561.wmf]2
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- «тиын герб жағымен түсті»,  
[image: image1562.wmf]3
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 - «тиын әртүрлі жағымен түсті». 
[image: image1563.wmf]A

 - «тиын әртүрлі жағымен түсуі» оқиғасын қарастырайық, яғни 
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. Сонда классикалық ықтималдық формуласы бойынша  
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2 модель. Ықтималдық кеңістігі мына түрде болсын  
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, бұл жердегі 
[image: image1567.wmf]1
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- «тиынның сан жағымен түсуі», 
[image: image1568.wmf]2
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- «тиынның герб жағымен түсуі»,  
[image: image1569.wmf]3
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 - «варианттар табылды: сан, герб» 
[image: image1570.wmf]4
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 - «варианттар табылды: герб, сан». Сонда 
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. Классикалық ықтималдық формуласы бойынша 
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Ықтималдық аксиомасынан

1. 
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)

0

=

Æ

P


2. 
[image: image1574.wmf](

)

(

)

A

P

A

P

-

=

1


3. Кез келген  
[image: image1575.wmf]A

 және 
[image: image1576.wmf]B

 оқиғасы үшін мына теңдік орындалады 

Р(А + В) = Р(А) + Р(В)-Р(АВ).

5. Кез келген А және В оқиғасы үшін мына теңдік орындалады
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6. Егер 
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 жұппен үйлесімсіз және 
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7. Егер 
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4.  Толық ықтималдық формуласы. Байес формуласы.

А оқиғасы орындалғанда  В оқиғасының пайда болу ықтималдығы деп атайды. 

Шартты ықтималдықты Р(А/В) деп белгілейді және 
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   (3.5)

 Шартты ықтималдық ықтималдықтың барлық қасиеттерін қанағаттандырады.

(1) формуладан 
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(2) формула ықтималдықтардың көбейту формуласы деп атайды. 

Жалпы жағдайда,  ықтималдықты көбейту теоремасы 

А1, А2,…An  болса, онда  
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М.  Жәшікте 5 ақ, 2 қара және 3 қызыл шар бар. Жәшіктен алынған үш шардың біріншісі ақ, екіншісіқара, үшіншісіқызыл болу ықтималдығын тап. А1 – оқиғасы біріншісі алынған ақ шар; А2 – оқиғасы екінші алынған қара шар және  А3 – үшінші алынған қызыл шар болсын. Онда ізделінген оқиға 
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 көбейтіндісі түрінде жазылсын. Сондықтан, ықтималдықтың классикалық анықтамасын пайдалана отырып, мынаны аламыз 
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Егер А жне В тәуелсіз екі оқиға болса, онда  
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Тәуелсіз оқиғалар үшін ықтималдықты көбейту теоремасы
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 оқиғалары тәуелсіз болсын, онда оның көбейтіндісінің ықтималдығы ықтималдықтарының көбейтіндісіне тең, яғни 
P(A1A2…An)=P(A1)P(A2)…P(An).

М. Үш мерген нысанаға оқ атқан. Нысанаға тигізу ықтималдығы сәйкесінше 0,7, 0,8, 0,9 тең. Нысанаға бір оқтың тию ықтималдығын тап.

Үш мергеннің нысанаға тигізу ықтималдығын сәйкесінше 
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 арқылы белгілейік.  В – ізделінетін оқиға болсын. Онда былай жазуға болады. 
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Бұл теңдеуде көбейткіштер тәуелсіз, сондықтан  
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Теорема. А1,А2,…,Аn  оқиғалары жұппен үйлесімсіз және В оқиғасы 
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 оқиғасының біреуімен пайда болуы мүмкін   
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P(B)=P(A1)P(B/A1)+P(A2)P(B/A2)+…+P(An)P(B/An).

Бұл формуланы толық ықтималдық формуласы деп атайды..
М.  Бірнеше бұйымдар үш заводтан әкелінсін. Біріншісі заводтан 50%, екіншісі заводтан 30%, үшіншісі заводтан 20% бұйым болсын. Үш заводтан әкелінген бұйымның ішінен жарамсыз болу ықтималдығы сәйкесінше 0,1; 0,2; 0,3 тең. Әкелінген бұймның жарамсызболу ықтималдығын табайық.
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 оқиғалары сәйкесінше әкелінген бұйымның үш заводтан жасалынғаны болсын осы оқиғалардың ықтималдығы тең:
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В -оқиғасы «жарамсыз бұйым түсуі» болсын. Есептің шарты бойынша 


 P(B/A1) = 0,1;   P(B/A2) = 0,2;  P(B/A3) = 0,3.

Бұдан, толық ықтималдық формуласы бойынша Сонымен, толық ықтималдық формуласы бойынша, 
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Байеса теоремасы. А1,А2,…,Аn  оқиғалары жұппен үйлесімсіз болсын және В оқиғасы 
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 оқиғасының біреуімен пайда болуы мүмкін,   
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 бұл жердегі Р(В) толық ықтималдық формуласы бойынша табылады. 
М.  Алдынғы мысалды алып, бірақ әкелінген бұйымның бәрі жарамсыз болсын. Ол бірінші заводтан жасалынған болу ықтималдығын табайық.

i = 1 деп алып, алдыңғы есептің шешуін қолдана отырып, мынадай жауап аламыз 
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5. Бернулли схемасының формулалары. Лаплас теоремалары.

Бернулли схемасы деп үш шарттың орындалуын айтады:
        1) 
[image: image1605.wmf]n

 тәуелсіз тәжірбие жүргізіледі; 

2)
әрбір бөлек тәжірбие екі нәтиже береді: қарастырылып отырған оқиғаның пайда болуы (табыс) және қарастырылып отырған оқиғаның пайда болмауы (сәтсіздік);

3)
әрбір бөлек тәжірбиеде қарастырылып отырған оқиғаның ықтималдығы (табыстары) тұрақты және 
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арқылы белгіленеді.
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 тәуелсіз тәжірбиеде 
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 рет қарастырылып отырған оқиғаның пайда болу ықтималдығын 
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Теорема. Бернулли схемасы үшін мына теңдік тура
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 Бұл жерде q сәтсіздіктің пайда болу ықтималдығы және q = 1 - p. Бұл формуланы Бернулли формуласы деп атайды. 
М. Жанұяда бес бала бар, оның үшеуінің ер жігіт болу ықтималдығын табу керек. Бұл оқиға Бернулли схемасына келеді. n = 5  және  p = 0,5 (ержігіт болу ықтималдығы).  k = 3 үшін
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 функциясы деп мына түрдегі функция айтады. 
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Оның бірнеше қасиеттерін қарастырайық. Бұл функция барлық х үшін анықталған; 
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 функциясы жұп, яғни 
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 аралығында бұл функция өседі, ал 
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 аралығында функция кемиді 
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 функциясы өзінің ең үлкен мәнін қабылдайды:  
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функциясының мәндерін табу үшін оқулықтарда кестесі беріледі. 

Теорема (Муавр – Лапластың  төңіректік теоремасы).

Бернулли схемасы 
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Теоремадан  
[image: image1627.wmf](

)

x

npq

k

P

n

j

1

)

(

»

 шығады. Бұл теңсіздікті Муавр-Лапластың төңіректік формуласы деп атайды. 
М. 400 бұйымның  ішінен 80-і жарамсыз болу ықтималдығын  табайық. Егер әрбір  жарамсыз бұйым үшін ықтималдық 0,2 тең болса  n = 400,  p = 0,2. k = 80 болғандықтан,
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Бернулли схемасының n, p  параметрлері А оқиғасының пайда болу ықтималдығы k санынан 
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  теңсіздігінде қанағатандырылса, Pn(k1,k2) арқылы белгілейік.  

Лаплас функциясы деп мына түрдегі функцияны  
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 Лаплас функциясының келесі қасиеттерін қарастырайық. Бұл функция анықталған және барлық х үшін өспелі;  
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- Лаплас функциясы, оның мәндерін табу үшін оқулықтарды кестесі беріледі, бірақ 
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Теорема  (Муавр- Лапластың интегралдық теоремасы) 

Бернулли схемасы 
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       Осы теоремадан кейін мынадай жуық теңдік шығады. 
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М. Алдыңғы есептің шартын пайдалана отырып, жарамсыз бұйымның саны 100-ден көп емес болу ықтималдығын табайық. 

Яғни,  n = 400, p = 0,2  P400(0;100) ықтималдығын табайық.
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x1 = -10  мәні кестеде жоқ, 
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Теорема. (Пуассон). 

Бернулли схемасы  
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Бұл теоремадан мынадай жуық формула шығады  
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М. 5000 бұйым әкелінген әр бұйымның жарамсыз болу ықтималдығы 0,0002 тең. Бұйымның ішінде ең болмағанда бір бұйымның жарамсыз болу ықтималдығын табайық. 

Шешуі. n=5000 және  p = 0,0002, 
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 Әдебиеттер:               [22]:  517-527 беттер    

                                     [3]:  40-76 беттер 

 Бақылау сұрақтары:

1. Комбинаторика элементтері. 

2. Ықтималдықтардың анықтамасы. 

3. Ең болмағанда бір оқиғаның пайда болуыжөніндегі теорема.

4. Толық ықтималдық және Байес формулалары. 

   5.    Бернулли формуласы. Лаплас теоремалары.

12-ДӘРІС.  3.2. Кездейсоқ шамалар. Олардың сандық сипаттамалары


1. Кездейсоқ шамалар. Олардың түрлері. 
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(1) анықтамасын қысқаша былай жазған ыңғайлы 
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Егер кездейсоқ шаманың қабылдайтын мәндерінің жиыны арқылы немесе саналымды жиын болса, онда мұндай кездейсоқ шаманы дискретті кездейсоқ шама деп атаймыз (ДҚШ).

М.

1) Үш сатып алынған билеттің ішінен ұтысы бар билеттің саны – дискретті кездейсоқ шама.

2) Ұжымдағы  п   бұйымның ішінен жарамсыз бұйым  саны – дискретті кездейсоқ шама.

Дискретті кездейсоқ шаманың үлестірім заңы деп кестені айтады. Кестенің бір жолында барлық мүмкін болатын мәндер, ал келесі жолында олардың пайда болу ықтималдығы.

Х  дискретті кездейсоқ шаманың мәндерін 
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 деп белгілейміз. 
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 . Онда ДҚШ үлестірім заңы мына түрде болады
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ДҚШ үлестрім заңында барлық ықтималдықтың қосындысы бірге тең: 
[image: image1674.wmf]å

=

i

i

p

1

.

М.  Х ойын сүйегін лақтырғандағы түсу саны, онда Х үлестірім заңы мына түрде болады 
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Берілген мысалда  
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Енді бірнеше ДҚШ мысалдарын қарастырайық. 

Х дискретті кездейсоқ шаманың биноминалды үлестірім заңы деп 
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 Бернулли формуласы бойынша анықталады. 

ДҚШ-ң биноминалды үлестірім заңы мына түрде болады. 
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 М.  Жанұяда 5 ер жігіт бар деп үлестірім заңын жазайық. 
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Егер  
[image: image1694.wmf]i
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 ықтималдығы Пуассон формуласымен анықталса, онда ДҚШ үлестірім заңын пуассондық деп атайды.  

М. Әкелінген 5000 бұйымның Х жарамсыз бұйым саны. Әкелінген әрбір бұйымның  жарамсыз болу ықтималдығы 0,0002 тең. Пуассондық үлестірім заңы берілген, 
[image: image1695.wmf].
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Бұл үлестрім заңының келесі мынандай түрі болады 
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Х- кездейсоқ шама, ал x – кез келген нақты сан болсын. 
Кездейсоқ шама Х-тен кіші болатын барлық мүмкін мәндерді қабылдайтын ықтималдығын үлестірім функциясы деп атайды. Яғни 
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Бұл ықтималдықтың геометриялық мағынасы  х  мәнінен түсетін ықтималдығы 
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М. Х дискретті кездейсоқ шаманың келесі үлестірім заңымен қарастырайық
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Оның үлестірім функциясының ықтималдығын табайық:
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Үлестірім функция ықтималдығының қасиеттерін қарастырайық.

1 қасиет. 
[image: image1727.wmf]1
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. Бқл қасиет F(x) функциясының анықтамасынан және ықтималдық қасиеттерінен шығады. 
2 қасиет. Егер 
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3 қасиет. 
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4 қасиет.  Кез келген  Х  кездейсоқ шамасы үшін мына теңдік тура:  
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Дербес жағдайда, егер Х-тің барлық мүмкін болатын мәндері 
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Дискретті кездейсоқ шаманың математикалық үміті деп  
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Басқаша айтқанда, шексіз үлестірім заңында жазылған қатарды жинақты деп қарастырамыз. 
М. Ойын сүйегін лақтырғанда Х ұпай саны түсуінің математикалық үміті мынаған тең 
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яғни, ойын сүйегін лақтырғанда орташа 3,5 ұпай түсетінін көрдік.  

1 қасиет. ДҚШ-ң барлық мүмкін болатын мәндері 
[image: image1742.wmf],
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2 қасиет.  Тұрақты санның математикалық үміті тұрақты санға тең, яғни М(С)=С.

Мысал. Егер ойын сүйегінің барлық қырына 6 саны жазылса, онда сондай ойын сүйегін лақтырғанда математикалық үміттің саны ұпай 6 санына тең. 

3 қасиет.  Х  кездейсоқ шама және С саны үшін мына теңдік орындалады. М(СХ)=СМ(Х).

М. Егер ойын сүйегінің қырларына  10, 20, 30, 40, 50, 60 сандары жазылса, онда 
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Бұл жерде кәдімгі ойын сүйегі лақтырғанда  Х – ұпай санының түсуі және  М(
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Үлестірім заңының ықтималдығы Х және Y кездейсоқ шаманың көбейтіндісі (қосындысы) деп 
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 барлық мүмкін болатын мәндерін қабылдайтын ықтималдықтармен 
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 мәндері мен бірге пайда болатын ықтималдықтарға тең кездейсоқ шаманы айтады. 
Егер  Х  және Y кездейсоқ шаманың әрбіреуі бір-бірінің қандай   мән қабылдайтынына тәуелсіз болса, онда Х және У кездейсоқ шамалары тәуелсіз деп аталады. 
4 қасиет.  Егер Х және У тәуелсіз шамалар болса, онда M(XY) = M(X)M(Y).


М. Екі ойын сүйегін лақтырғанда ұпай саны көбейтіндісінің математикалық үмітін табайық. 


Бұл кездейсоқ шамалар тәуелсіз, онда 




[image: image1756.wmf]25

,

12

5

.

3

5

,

3

)

(

)

(

)

(

=

×

=

=

×

Y

M

X

M

Y

Х

М

.

Бұл жердегі, Х  және Y  бірінші және екінші ойын сүйегінің ұпай түсу саны.

Бұдан, 
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 екенін көреміз.

Осы мысалдан тәуелсіз кездейсоқ шаманың шарты қасиеттен табылатынын көреміз. Х және У кездейсоқ шамалары үшін мына теңдік тура. 

5 қасиет. Х және У кездейсоқ шамалары үшін мына теңдік тура. M(X+Y)=M(X)+M(Y).

М. Екі ойын сүйегі лақтырылған. Ұпай түсу саны қосындысының математикалық үмітін табайық, яғни  M(X+Y)=3,5+3,5=7.

Салдар. Х биноминальды кездейсоқ шаманың математикалық үміті M(X)=n p тең. 

М. 100 баланың ішінде ер бала санының математикалық үміті 



[image: image1759.wmf](

)

50

5

0

100

=

×

=

M

,

X


 тең.

Бұл жерде  Х - биноминальды шаманың  ер бала болу саны, n=100, р=0,5.
Х кездейсоқ шаманың дисперсиясы деп  кездейсоқ шама квадратының математикалық үміті математикалық үміттің квадратының айырымын айтады.

Дисперсияны D(X) арқылы белгілейді: D(X) = M (( X- M (X))2).
Дисперсияны табу үшін басқа да  ыңғайлы формула бар. 

Теорема. Х кездейсоқ шаманың дисперсиясы мына теңдікке тең. D(X)=M(X2)-M(X)2.  
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М.  Ойын сүйегін лақтырылғанда ұпай саны түсуінің дисперсиясын және орта квадратты ауытқуын табайық. 
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4. Қалыпты үлестірім заңы.
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Дербес жағдайда, 
[image: image1865.wmf]0

=

a

 үшін


[image: image1866.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

F

=

<

s

d

d

2

)

|

(|

X

P

.
М. X кездейсоқ шаманың қалыпты үлестірімі берілген. Математикалық үміт және орта квадратты ауытқу сәйкесінше 20 және 10 тең. Ауытқудың абсолют шамасы бойынша үштен кіші болу ықтималдығын табамыз.
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Кесте бойынша Лаплас функциясының мәні  
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Басқа сөзбен айтқанда, айырымының абсолют шамасы орта квадратты ауытқудан өте аз ықтималдыққа тең болады, яғни 0,0027 тең. Бұл оқиға 0,27% пайда болатынын білдіреді.

Бұл тұжырымды үш сигма ережесі деп атайды, оны қалыпты заңға бағынатын кездейсоқ шаманың 
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 аралығынан шықпауы мейлінше бірге (0,9973) жуық ықтималдық-пен айтамыз. Қалыпты заң тәжірибеде өте жиі кездеседі. Мәселен, егер кездейсоқ шаманың қабылдайтын мәндері әрқайсысы өте аз әсер ететін көптеген кездейсоқ факторлардың әрбіріне байланысты болмастан, олардың жиынына байланысты болса, ол кезде ондай кездейсоқ шама үлестіруі қалыпты заңға бағынады. Бұл құбылыс үлкен сандар заңының негізін қалайды.
Әдебиет:    [22]:  528-534 беттер 

                   [3]:  82-103 беттер 

Бақылау сұрақтары:

1. Кездейсоқ шамалар. Олардың түрлері. 

2. Үлестірім функциялары. 
3. Кездейсоқ шамалардың сандық сипаттамалары.
4. Кездейсоқ шамалардың моменттері, модасы, медианасы.
5. Қалыпты үлестірім заңы.

6. «Үш сигма» ережесі.

13-ДӘРІС. 3.3. Үлестірім және үлкен сандар заңы


1. Биноминалдық және Пуассон үлестірім заңы. 
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2. Бірқалыпты үлестірім заңы.

Сонымен, бірқалыпты үлестірімзаңын мына түрде жазуға болады:
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Осы шаманың математикалық үміті бөліктеп интегралдау арқылы табылады. 
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Көрсеткіштік кездейсоқ шама массалық қызмет теориясында қолданылады. Кезекті өтініш уақытын күтуде, қызмет пунктіне тапсырыс бергенде (телефон қоңырауы және т.б.) 
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 параметрімен көрсеткіштік шама беріледі. Бұл жердегі, 
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Теория жүзінде бұйымның істен шығуға дейінгі жұмыс уақыты көбінесе көрсеткіштік шама болып табылады, бұл жердегі 
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М. Телевизордың бұзылмай істейтін орта уақыты 4 жыл  болсын. Ал жөндеу мерзімі тек 1 жылға берілген. Сатып алынған телевизордың жөндеуді талап ететін ықтималдығын тап.

Х телевизордың бұзылмай жұмыс істеу уақытысының көрсеткіштік шамасы  
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Тығыздықтың екіншісі қасиетін пайдаланып, ықтималдықты табайық. 
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3. Сирек құбылыстар заңы.  Ықтималдықтар теориясында үлкен сандар заңы көп теоремалармен түсіндіріледі. Кездейсоқ шама үлкен сандар қосындысымен анықталады. Бірнеше қасиеттер орындалар кезінде  осы қосындылар тәжірбиелік қасиеттен жіктеу қасиеттеріне тәуелсіз екендігін көрсетеді. (Ляпунов теорема сияқты), көбінесе бұл қосынды кездейсоқ қасиетті жоғалтып алады да тұрақтыға жақындайды. 
Теорема  (Чебышев теңсіздігі).
Х – кездейсоқ шама М(
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М. Х – ойын сүйегін лақтырғанда түсу саны болсын. Алдынғы мысалдарда тексерілген, онда  
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Сондықтан Чебышев теңсіздігі мынадай түрде болады 
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Бұл теореманың мағнасы мынада, орта арифметикалық кездейсоқ шама оның орта арифметикалық математикалық математикалық үмітмен ауытқуының ықтималдығы кез келген 
[image: image1925.wmf]e

  аз санынан кіші болсын,  
[image: image1926.wmf]¥

®

n

 ұмтылғандығы шегі бірге тең болады.
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Сәйкесінше былай белгілейді 
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Бернулли теоремасы.  Сынақ тізбегі берілсін. Әрбір сынақта 
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3.4 Математикалық статистика
1. Бас жиынтық. Іріктеме. Көптеген кездейсоқ жағдайлар бағынатын  белгілі бір заңдылықтарды  қорытып шығару үшін статистикалық есептерді пайдаланады. Ол үшін бірталай уақыт тәжірибелердің қортындысын жинақтайды. Математикалық статистиканың І-ші есебі – статистикалық мәліметтерді жинақтаудың әдістерін, топтамаларын көрсету. Математикалық статистиканың ІІ-ші  есебі – зерттеудің мақсатына сай статистикалық мәліметтерге анализ жасау, әдістерін көрсету. Ғылым мен практиканың көтерген мәселелеріне шешуде математикалық статистиканың әдістері негізгі болып табылады. (Технологиялық  процесстерді дұрыс ұйымдастыру, жоспарлау, болжам жасау) Сонымен математикалық статистиканың мақсаты статистикалық мәліметтерді жинақтау мен анализ жасау, зерттеп ғылыми және практикалық қорытынды жасау. 
Таңдаулы жинақтық деп немесе выборка деп кездейсоқ алынған объектілердің жиынтығын айтады.

Бас жинақтылық деп таңдама жасалатын объектілер жиынтығын айтады. Жиынтық көлемі деп жиынтықтағы  объектілер санын айтады. 

М. 1000 детальдан зерттеуге 100 деталь алынсын. Сонда 
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 бас жиынтық, ал  
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таңдама көлемі болады.  Таңдаманың белгілері бойынша бас жиынтық белгілері жайында толыққанды қорытынды жасау үшін таңдама объектілері толық кең көлемде айғақталуы қажет. Бұны таңдама репрезентивті  болуы керек деп айтады. 

Таңдама құрастырудың тәсілдерін қарастырайық 

1. Кездейсоқ таңдау. Бұл жерде жеке бірліктерді таңдау үшін не теңгені не ойын кубын лақтыру арқылы, жеребе тастаумен немесе кездейсоқ сандар таблицасы арқылы анықтайды. Бұл жағдайда жинақтықтың әрбір бірлігінің таңдамада болу мүмкіндігі бірдей болады. Таңдама бірліктерін мұндай тәсілмен алу көп жұмысты ұзақ орындауға  әкелетіндіктен, оны практикада сирек қолданады. 

2. Механикалық таңдау. Таңдаманы мұндай тәсілмен ұйымдастырғанда  таңдама құрайтын бірліктер тағайындалғанда таңдама құрйтын бірліктер тағайындалған белгілі бір ретпен формальды анықталады. Мысалы, объект   бірліктерін ойша нөмірлеп әрбір  5 сондай-ақ 10,20 т.т нөмірден соң алтыншысын 11-шісін, 21-шісін т.т. алу арқылы таңдаманы ұйымдастырады және т.с.с. 

3. Сериялық таңдау. Бұл жағдайда таңдама серия бойынша кездейсоқ алынып жасалады. Ал кездейсоқ алынған серияның бірліктерін бақылау жаппай орындалады. 

4. Тиіптік таңдау. Таңдаманы мұндай тәсілмен ұйымдастыру үшін бақылаудан бұрын бас жиынды қандай да бір белгі бойынша біртектес жинақтарға бөлінеді, сөйтіп одан бізге қажетті бірліктерді кездейсоқ тық тәртіппен алады. Кейбір есептерді шешкенде (мысалы лингвистикада т.т) типтік таңдама мен сериялық таңдама үлестіріп алынады. 

Бақылау нәтижесінде қарастырып отырған белгінің жинақтығы  әрбір бірлікке қатысты сандық немесе сапалық  өзгерісі туралы мәлімет аламыз. Статистикалық бақылау мақсаты сол жиынтықта белгінің өзгеруін (вариациясын) шешу. Ал белгінің мүмкін мәндерін статистикада варианта деп айтады. Варианталар сандық (дискретті немесе үздіксіз) болу да мүмкіндігін көрдік. 

Тәжірибе жүргізілгенде белгілі мәндер қалай болса солай орналасуы мүмкін. Мысалы, тексерілген 10 вал диаметрі  см-мен 15, 12, 16, 12, 13, 14, 16, 13, 14, 12 болып шықты. Мұны реттеп жазсақ 12, 12, 12, 13, 14, 14, 15, 16, 16 болар еді. Мұндай жазу өте созыңқы. Мұны ықшамдап таблица түрінде жазсақ мынадай болады. 
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Бұл таблицаның жоғары жолында белгі мәндері (варианталары), ал төменгі жолыда әрбір мәннің неше рет кездескені келтірілген. Осылай реттелген таблицаны вариациалық қатар деп айтады. Бұл термин орнына үлестіру қатары немесе белгінің эмпирикалық (тәжірибелік) үлестіруі деп те айтады. 

Әдетте белгіні кездейсоқ шамалар сияқты 
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 әріптерімен белгілеп, оның қабылдайтын мәндерін (варианталарды) 
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 арқылы  белгілейміз. Варианта қайталанып отыруы мүмкін. Ол қайталаулардың абсолютті санын (жиілігін)  
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 деп белгілесек, онда вариациялық қатардың жалпы түрін мына кестеде көресетеді. 

2 кесте
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Практикада варианта абсолютті жиілікпен қатар салыстырмалы жиілік түрінде де береді. Бұл жағдайда 2- кестеде былай жазылады. 
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мұнда 
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Егер вариация үздіксіз өзгеретін болса, онда вариациялық қатарды интервал бойынша құруға тура келеді. Жалпы түрде интервалдық қатар мынадай болады.

4 кесте
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5 кесте
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мұнда 
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 аралықтары – белгінің мүмкін мәндері жататын интервалдар. 
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 айырымдары интервал кеңдігін сипаттайды. Ал мұндағы 
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 мәндері әр түрлі болуы мүмкін. Біз келешекте  интервалдар ұзындығын бірдей деп қарастырамыз, яғни [image: image1992.wmf]m
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Статистикалық үлестірімді интервалдар тізбегі және оларға сәйкес жиіліктер түрінде де беруге болады. 


М.  Көлемі 20 болатын таңдама жиілігінің үлестірімі берілген.  
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Салыстырмалы жиіліктің үлестірімін жаз. 


Шешуі. Жиіліктерін таңдама көлеміне бөліп, салыстырмалы жиіліктерін табамыз
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Тексеру: 
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 сандық белгісінің жиілігінің статистикалық жиілігі белгілі болсын. Мынадай белгілеулер енгіземіз. 
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-тен болғанда кездескен байқаулар саны , 
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- сандық белгінің жалпы байқау (іріктеу көлемі).

2. Полигон және гистограмма.  Көрнекті болу үшін статистикалық таралудың әр түрлі графиктерін салады.
Жиілік полигоны деп 
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  нүктелерін қосатын сызықты айтамыз. Үлестіру полигоны деп 
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  мәндерін қосатын сынық сызықты  көпбұрышты айтады. Салыстырмалы жиіліктің полигонын салу үшін абсциссалар өсіне 
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 варианталарын, ал ординаталар өсіне 
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 жиіліктерін  саламыз. 
[image: image2011.wmf](

)

i

i

W

X

 нүктелерін кесінділермен жалғастырып салыстырмалы жиіліктің полигонын аламыз. 

Үздіксіз белгілер жағадайында  гистограмма салынған дұрыс. Ол үшін белгінің барлық мәндері орналасқан интеравлды ұзындығы 
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 болатын 
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 бөлікке бөлеміз.


Биіктігі 
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 ұзындығы 
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 болатын  тік бұрышты баспалдақтардан тұратын фигураны гистограмма деп атаймыз.  1 суретте үлестірімі мынадай 
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Салыстырмалы жиіліктің полигоны кескінделген.
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1 сурет

Гистограмма салу үшін абсцисса өсіне бөлік интервалдарды, үстіне кесінділерді 
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 аралықпен абсцисса өсіне параллель жүргізеді. 


2-ші суретте  үлестірім жиілігі 
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  болатын, 1кестеде келтірілген, гистограмма бейнеленген.
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2 сурет

	ұзындығы 
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 дрбес интервал
	Дербес интервалдар  
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 жиілігінің қосындысы
	Жиіліктің тығыздығы 
[image: image2023.wmf]h

n

i



	5-10

10-15

15-20

20-25

25-30

30-35

35-40
	4

6

16

36

24

10

4
	0,8

1,2

3,2

7,2

4,8

2,0

0,8


Сонымен гистограмманың ауданы барлық салыстырмалы жиіліктерінің қосындысына тең, яғни    1-ге 

Әдебиет: [3]:   129-173 беттер

                [22]:  538-559 беттер 

            Бақылау сұрақтары
1. Бас және таңдаулы жиынтықтар.

2. Полигон.

3. Гистограмма

14-ДӘРІС.  3.5 Үлестірім параметрлерінің статистикалық бағасы. 

1. Іріктемелік орта және дисперсия.  Әдетте үлестірудің көп сипаттамалары болады, ал бұл статистикалық зерттеулерді өте қиындатады. Сондықтан берілген статистикалық жиынтықтың негізгі қасиеттерін кеңейтілген түрде көрсететін сан жағынан аз сипаттамаларды (параметрлерді) анықтап алу мүлдем қажет. Мұндай параметрлер ықтиярымызда болғанда, біз тек эмпирикалық үлестіруді сипаттап қана қоймастан, оның теориялық үлестіруге қатысын да анықтай аламыз. 


Эмпирикалық үлестірулердің аса маңызды көңіл аударатын сипаттамаларына (параметрлеріне) әр түрлі орталар (арифметикалық орта, гармоникалық орта, медиана мода, квартильдер, децильдер т.т), сондай-ақ  түрлі ауытқу (шашырау) өлшеуіштерді (құлаш, абсолютті ауытқу, орташа квадраттық ауытқу, дисперсия, вариация коэффициенті т.т.) жатады. Осы аталған параметрлердің басым көпшілігінің атауларымен ықтималдықтар теориясынан таныспыз. Сондықтан ықтималдықтар теориясында қарастырылған параметрлерді (сипаттамаларды) теориялық деп атаймыз да, ал тәжірибеден алынған сәйкес параматрлерді  эмпирикалық немесе тәжрибелік немесе статистикалық параметр дейтін боламыз. 


Теориялық және тәжірибелік параметрлердің  құрылымы мен қасиеттері және сандық есептеулері бір-бірімен ұқсас екенін байқау қиын емес. Сондықтан тәжірибелік параметрлерді шолу ретінде қарастырып, есеп шығаруға пайдаланамыз, бұлардың теориялық параметрлерге қаншалықты жинақтауын бағалаймыз және әр түрлі гипотезаларды (болжамдарды) тексерудегі алып тұрғын орынын баяндаймыз.


2. Арифметикалық орта. Арифметикалық ортаны есептеу формулалары. Әр түрлі оталардың ішінде статистикада ең кең қолданылатыны – осы арифметикалық орта. Бұл басқаларына қарағанда мағынасы жағынан да және есептелу тәсілі жағынан да қарапайым. Арифметикалық ортамен ықтималдықтар теориясында сан рет кездесіп отырдық. Оның үстіне мұның қасиеттері математикалық күтім қасиеттеріндей болғандықтан анықтама беріп, қасиеттерін дәлелдеусіз келтірумен қанағаттанамыз. 

Белгінің (Х) арифметикалық ортасы 
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Бсым көпшілік жағдайда  белгінің дискретті үлестіруі 3 кесте түрінде келтірілген вариациялық қатармен беріледі. 

3 кесте

	Х
	
[image: image2026.wmf]1

x


	
[image: image2027.wmf]2

x


	...
	
[image: image2028.wmf]k

x


	
[image: image2029.wmf]å



	
[image: image2030.wmf]i

n


	
[image: image2031.wmf]1

n


	
[image: image2032.wmf]2

n


	...
	
[image: image2033.wmf]k

n


	
[image: image2034.wmf]n




 Мұнда  
[image: image2035.wmf](

)

k

,...,

,

i

x

i

2

1

=

 -варианталар (белгі мәндері), 
[image: image2036.wmf](

)

k

,...,

,

i

n

i

2

1

=

 - варианталар салмағы (жиілігі), 
[image: image2037.wmf]å

=

=

k

i

i

n

n

1
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Ал 
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Келешекте (2) және (3) формулалары мен өрнектелген арифметикалық ортаны топтастырылған немесе салмақтық арифметикалық орта деп атаймыз. 

Арифметикалық ортаның қасиеттері. 

1 қасиет. Тұрақтының арифметикалық ортасы сол тұрақтыға тең, яғни 
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2 қасиет. Варианталардың арфиметикалық ортадан ауытқулардың қосындысы нөлге тең, яғни 
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3 қасиет. Егер белгінің әрбір мәнін тұрақты А-ға  өсірсек (кемітсек), онда арифметикалық орта да сол тұрақтығы өседі (кемиді) яғни 
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5 қасиет. Х және Y белгілер қосындысының (айырымының) арифметикалық ортасы олардың арифметикалық орталарының қосындысына (айырымына) тең, яғни 
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6 қасиет. 
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 - тұрақты сан көбейткіш. 

Іріктеулі жиынның арифметикалық ортасын 
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Егер белгінің мәндері 
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 көлеміндегі 
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  сандық белгісінің кез келген мәндерін қарастырайық
белгінің мәндері   
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Қалыпты болу үшін 
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Белгінің мәнімен жалпы орта 
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М.Х сандық белгісінің үлестірімі берілген 




[image: image2079.wmf].

n

x

i

i

6

4

10

3

2

1
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Шешуі. Жалпы ортаны табамыз
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Ауытқумен сәйкес жиіліктерінің көбейтіндісінің қосындысын табалық:
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3. Орта квадраттық ауытқу. Квадрат ауытқудың арифметикалық ортасы бас дисперсия - 
[image: image2082.wmf]G

D

 деп аталады және  келесі формула бойынша есептеледі




[image: image2083.wmf]N

)

x

x

(

D

k

i

i

å

-

=

=

G

G

1

2

.
Егер белгінің мәндерінің 
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М.   Бас жиынтық үлестірімі кестесі арқылы берілген 
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Бас дисперсияны есептеңіз.
Шешуі.  Бас ортасын табамыз
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Бас дисперсияны табамыз:
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Бас дисперсияның квадрат түбірі бас орта квадраттық ауытқу  
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Егер белгінің мәндерінің 
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М.   Таңдаулы жиынтық мынадай үлестірім кестесімен берілген
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Таңдаулы дисперсияны есепте 

Шешуі.  Таңдаулы ортаны табамыз



[image: image2107.wmf]2

50

100

5

10

15

20

4

5

3

10

2

15

1

20

в

=

=

+

+

+

×

+

×

+

×

+

×

=

x

.
Енді таңдаулы дисперсияны есептейміз:
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Таңдаулы дисперсияның квадрат түбірі таңдаулы орта квадраттық  
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М. Берілген үлестірім бойынша дисперсияны есепте:
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Шешуі.  Жалпы ортаны табайық:
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Белгі мәндерінің квадраттарының ортасын табайық:
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Сонда дисперсия мынаған тең болады  
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Жоғарыда айтылған орталар, үлестірудегі варианта мәндерімен тығыз байланыста болатын. Ал қарастырайық деп отырған құрылымдық (структуралық) орта болса үлестіру ұштарында орналасқан варианта мәндеріне тәуелсіз болып реттелген варианталар қатарына, яғни  үлестіру құрылымының өзімен ғана байланысты. Құрылымдық ортаға медиана мен мода жатады. 

4. Медиана. Мода. Жиынтықты тең етіп екіге бөлетін белгі мәнін медиана деп айтамыз. Егер белгінің өзгеруші мәндері тақ болып, ұлғаю ретімен орналасса 
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1-мысал.   Х-тің кабылдайтын мәндері 1; 3; 7; 10; 14 болса, онда 
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=7, өйткені варианталар саны 5, сондықтан 5=2т–1 бұдан 
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2-мысал.   Егер   Х-тің   мәндері   1; 3; 6;  10;  14;  17 болса, онда  
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Мода (Мо) - Берілген вариациялық қатардың ең жиі кездесетін вариантасын мода деп атайды. Үлестіру дискретті болғанда моданы анықтау қиынға соқпайды. Бұл жағдайда ең жоғары жиілікке сәйкес варианта мәні мода болады (мода бірнешеу болуы да мүмкін).
Ал интервалды вариациялық қатар модасын анықтау күрделілеу. Бұл жердеде медиананы есептеген сияқты анықталады, яғни алдымен мода болатын интервалды, мұндай интервалдар бірнешеу болуы да мүмкін, анықтайды одан соң моданың сандық мәні табылады. Бұл жағдайда  мода мәнін,   моданың жуық мәнін, мына формуламен анықтаймыз. 
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 - модалық иитсрвалдың төменгі шекарасы  
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- модалық интервал ұзындығы, 
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-модалық интервалға сәйкес жиілік, 
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 модалық интервал алдындағы интервалға сәйкес жиілік 
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- модалық интервалдан кейінгі интервалға сәйкес жиілік.

Вариация құлашы. Ауытқу сипаттамаларының ішіндегі ең қарапайымы вариация құлашы. Мұның мәні (R) белгінің максимум және минимум мәнінің айырымына тең, яғни
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1 - мысал. 10 деталь салмагын өлшеу нәтижесінде төмендегі нәтиже алынған (граммен): 64; 68; 70; 71; 74; 75; 77; 79; 80; 82. Құлаш мәнін анықтау керек.

Шешуі.   
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Әрине вариация құлашы белгінің ауытқу дәрежесін өте жуық шамамен бағалайды. Ұшы шекті вариант салмағын есепке алмайды.

Сызықтық ауытқу. Ауытқудың  дәлірек бағасын белгі мәндерінің  
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 арифметикалық ортадан ауытқуын 
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 ескеріп те алуға болар еді. Бірақ 
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 таңбалары әр түрлі болып кездескендіктен, оларды  қосқан уақытта бір-бірімен жойылып қосындысы нөлге тең болады, яғни




[image: image2146.wmf](

)

0

1

=

-

å

=

n

i

i

x

x







    
Мұндай өзара жойылуды болдырмау ушін кездейсоқ ауытқу мәніне сол айырымдардың абсолютті шамасын 
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 алады. Сөйтіп ауытқудың абсолютті шамалары қосындысының арифметикалық ортасын сызықтық ауытқу мөлшері ретінде қабылдаймыз. Бұл ауытқу мәні топтастырылмаған вариациялық қатар ушін
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болады. 
Сызықтық ауытқу өлшемі қарастырып отырған белгі шама өлшеміндей. Ал статистикада өлшемдері бірдей белгіні ғана қарастырмастан өлшемдері әр түрлі белгілерді де салыстыруға тура келеді. Бұл мәселені шешу үшін вариация коэффициентін енгіземіз. 
Вариация коэффициенті. Ол
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формуласымен анықталады. Бұл формуладан вариация коэффициентіне сызықтық вариация коэффициенті абсолютті ауытқудың арифметикалық ортаға қатынасының орта проценті алынатынын байқаймыз.
М.  
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  қатары үшін құлаш  
[image: image2153.wmf]9

1

10

=

-

 құлаш вариациялық қатардың ең қарапайым  характеристикасы болады. 
Абсолют ауытқудың арифметикалық ортасын орта абсолют ауытқу деп аталады 
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Таңдаулы орта квадраттық ауытқудың таңдаулы ортаға қатынасының проценті вариация коэффициенті деп аталады.  
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Вариация коэффициенті вариациялық қатарларды салыстыру үшін қажет вариация 

коэффициенті көп болса, вариациялық таралуда  көп
Әдебиет:     [8]:  268-279 беттер 

                    [22]:  566-578 беттер 

Бақылау сұрақтары

1. Іріктемелік орта және дисперсия. 

2. Арифметикалық орта. 

3. Орта вкадраттық ауытқу. 

4. Медиана. Мода.

15-ДӘРІС. Таңдаулы орта мен  дисперсияны есептеудің көбейту әдісі.  Шартты вариант.

Айталық таңдама варианталары өспелі  түрде яғни вариациялық қатар түрінде берілсін. Айырмасы 
[image: image2159.wmf]h

 болатын арифметикалық прогрессия сияқты қатар бір алшақты  деп аталады..

Мына теңдікпен жинақталатын вариантаны шартты варианта деп аталады:
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мұндағы  
[image: image2161.wmf]C

 - жалған нөл,  (есептеменің жаңа басы);
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 - қатар екі вариантаның айырымы

Таңдама характеристикаларының жиынтығын есептеуді жеңілдету үшін алғашқы варианталарды шартты варианталармен ауыстырамыз.

Варианталық қатар 
[image: image2163.wmf]h

 арақашықтықты бірдей алшақты  варианталардан тұрса, шартты  варианталарды бүтін сан болатынын көрсетейік. Жалған нөл ретінде кез келген 
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 вариантасын алайық. Сонда 
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, 
[image: image2167.wmf]m

 -  сандары өздері бүтін сан болғандықтан олардың айырымы 
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да бүтін сан.  

1 ескерту. Жалған нөл  ретінде кез келген вариантаны алуға болады. Дегенмен, вариациялық қатардың орта деңгейінде тұрған вариантаны алса, есептеу ең қарапайым, жеңіл болады. 
2 ескерту. Жалған нөл ретінде алынған вариантаға нөлге тең шартты варианта сәйкес келеді.

Эмперикалық моменттер. Практикада бастапқы төрт моментті (нөл ретті моментті есептемегенде) қарастырады. Сондықтан солардың сәйкес бастапқы, центрлік моменттерінің формуласын дәлелсіз келтіріп, олардың арасындағы тәуелділікті көрсететін форулаларды жазайық. 

Қалаған тұрақты С-ға қатысты   
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 ретті момент





[image: image2170.wmf]å

=

-

=

k

i

h

i

i

h

)

C

x

(

n

h

M

1

1


форуласымен өрнектеледі. 
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 болса, бастапқы момент  
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 болса, центрлік момент 
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Бұдан 
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EMBED Equation.3[image: image2179.wmf]å
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EMBED Equation.3[image: image2181.wmf]å
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Бұдан 
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EMBED Equation.3[image: image2185.wmf]å
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EMBED Equation.3[image: image2186.wmf]å
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Ал центрлік моменттерді көрсетілген формулалармен есептеу көп уақытты алып жалықтырады. Сондықтан бастапқы моменттерді есептеу формуласын пайдаланған жөн. Олай болса, центрлік моменттер мен бастапқы моменттер арасындағы тәуелділікті көрсететін мына формулаларды пайдалануымыз керек: 
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М.  Статистикалық үлестірімінің шартты вариантасын тап 

варианталар   23,6   28,6   33,6   38,6   43,6

жиілігі              5       20     50       15     10

Шешуі. Вариациялық қатардың ортасында тұрған 33,6 вариантасын жалған нөл деп алайық.
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 айырымын табамыз.

Шартты вариантаны есептейік: 
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Шартты варианталар аса үлкен емес, бүтін сандар және олардың көмегімен есептеу әлдеқайда жеңіл Таңдаманың жалпы характеристикаларын есептеуге эмпирикалық моменттерді қолданған қолайлы. Қалыпты эмпирикалық моменттер мына формуламен есептеледі. 
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 - жалған нөл.  
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 ретті бастапқы моменті мына формуламен есептеледі 
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Жеке жағдайда    
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 ретті қалыпты моментті 
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 ретті орталық эмпирикалық момент деп аталады. 
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яғни 2-ші ретті орталық эмперикалық момент таңдаулы дисперсияға тең. Орталық моменттерді есептеу көп жағдайда қиыншылық туғызады. Шартты варианталар үшін  
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 ретті бастапқы момент 
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 ретті  шартты эмпирикалық момент деп аталады.                  
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Бірдей алшақтықтағы вариациялық қатардың әр түрлі ретті шартты моменттерін  есептеудің ең жеңіл тәсілі – көбейтулер әдісі. Шартты моменттерді тапқан соң, бастапқы, орталық моменттерді есептеу оңай. Жеке жағдайда көбейту әдісімен таңдаулы орта мен таңдаулы  дисперсияны есептеу жеңіл ол үшін төмендегідей құрылатын есептеу таблицасын қолданған тиімді: 

1-ші бағанға өсу ретіне қарай варианталар жазылады

2-ші бағанға варианталар жиілігі жазылады, бағанның ең төменгі клеткасына қосындысы (таңдама көлемі 
[image: image2215.wmf]n

) жазылады

3-ші  бағанға шартты варианталар жазылады 
[image: image2216.wmf]h
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, ең үлкен жиілік бар жерге С – жалған нөл жазылады, одан жоғары –1,-2,-3 ..., ал төмен 1,2,3 ... сандары жазылады.

4-ші бағанға, шартты варианталарды жиіліктеріне  көбейтіп 
[image: image2217.wmf]i
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 жазады. Бағанның ең төменгі клеткасына олардың қосындысын 
[image: image2218.wmf]å
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жазады 

5-ші жиіліктерін шартты варианталардың квадратарына көбейтіп жазады, бағанның ең төменгі клеткасына 
[image: image2219.wmf]å
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 қосындысын жазады.

6 Жиіліктің 1 қосылған шартты варианталарының квадраттына көбейтіндісін 6-шы бағанға жазады, барлық пайда болған сандардың қосындысын ең төменгі  клеткаға жазады. 

Есептеу таблицасы толтырылып, дұрыстығына тексерілгеннен кейін, шартты моменттер есептеледі: 
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Ең соңында, таңдаулы  орта мен таңдаулы дисперсия мына формуламен есептеледі:  
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М. Таңдаулы ортаны, дисперсияны көбейту әдісімен табу керек

	Варианталар
	10,2
	10,4
	10,6
	10,8
	11,0
	11,2
	11,4
	11,6
	11,8
	12,0

	Жиілігі
	2
	3
	8
	13
	25
	20
	12
	10
	6
	1


Шешуі.  Есептеу таблицасын жасайық 

Ол үшін: 1) варианталарды 1-ші бағанға жазамыз 

2)жиілігін 2-ші бағанға, ең төменгі клеткаға қосындысын (100) жазайық
3)   жалған нөль ретінде ең үлкен жиілігі бар 11,0 вариантасын аламыз, одан жоғары -1, -2, -3, -4, ал төмен 1, 2, 3, 4, 5 сандарын жазамыз;

4) жиіліктердің шартты варианталарға көбейтіндісін 4-ші бағанға, теріс және оң сандардың қосындыларын тауып қоссақ  (-46)+(103)=57  болады оны  бағанның ең төменгі клеткаға жазамыз.

 
5) жиіліктің шартты варианталарының квадратына көбейтіндісін 5-ші бағанға ал олардың қосындысын ең төменгі клеткаға 383 жазамыз. 


6)жиіліктің 1қосылған шартты вариантаның квадартты көбейтіндісін 6-шы бағанға, ал  олардың ең төменгі клеткаға 597 жазамыз

 Сонымен мынадай таблица жасадық

Таблица 1
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Тексеру:     
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Есептеулер дұрыс.

І-ші және ІІ-ші ретті шартты моменттерін есептейік 

                                M
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Айырымын (қадам) табайық:    
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Таңдаулы орта мен таңдаулы дисперсияны есептейік:
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Бақылау сұрақтары
1. І-ші және ІІ-ші ретті орталық моменттердің анықтамасы.

2. Көбейтіндісінің әдісінің алгоритмі. 

Сенімділік интервалы. Сенімділік ықтималдығы
Анықтама. Бір санмен анықталған бағалауды нүктелік бағалау деп атайды. 

Таңдама аз көлемде болғанда нүктелік бағалау белгісіз параметрлердің шын мәнінен алшақ болуы мүмкін. Ондай жағдайда аралық (интервальный) бағалауға көшеді.


Анықтама. Интервалдың екі шекті сандармен анықталған бағалауды интервалдық баға деп атайды. 


Айталық таңдама мәліметтері бойынша 
[image: image2254.wmf]a

~

 
[image: image2255.wmf]a

 белгісіз параметрінің бағасы болсын.  
[image: image2256.wmf]a
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 айырымының модулі мейілінше аз болған сайын баға нақты болады. Егер 
[image: image2257.wmf]0
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d

 және  
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 болса, онда  
[image: image2259.wmf]d

 қаншалықты аз болса, соншалықты  
[image: image2260.wmf]a

~

 бағасы нақты,  
[image: image2261.wmf]d

 саны  бағалаудың нақты лығын  сипаттайды.
Анықтама. 
[image: image2262.wmf]a

~

 параметрінің  
[image: image2263.wmf]a

 бағасының сенімділік ықтималдығы, сенімділігі деп 
[image: image2264.wmf]d
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  теңсіздігі орындалатындай  
[image: image2265.wmf]g

 ықтималдығын айтады. Яғни 


[image: image2266.wmf](

)

g

=

d

<

a

-

a

~

P







(1)


[image: image2267.wmf]g

 сенімділігі алдын-ала беріледі, оның мәні 1-ге жуық болады. 
[image: image2268.wmf]d
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 кеңсіздігін 
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 немесе 
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 деп те жазуға болады, олай болса (1) форумуланы    
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деп те жазуға болады.  Бұл 
[image: image2272.wmf](
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 интервалы белгісіз параметр 
[image: image2273.wmf]a

-ны қамтуының  ықтималдығы  
[image: image2274.wmf]g

-ға тең дегенді білдіреді.
Анықтама. Сенімділігі 
[image: image2275.wmf]g

 болатын белгісіз параметрді жабатын 
[image: image2276.wmf](
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 интервалын сенімділік интервалы деп атайды. 

Сенімділік интервалының шекті нүктелерін сенімділік шекаралары деп атайды.  Сенімділік шекараларды кездейсоқ шамалар, олар таңдама өзгерген сайын өзгеріп отырады.


Орта квадраттық ауытқуы 
[image: image2277.wmf]s

, математикалық күтімі  а  қалыпты таралаудың сенімділік интервалын қарастырайық. Айталық Х бас жиынтықтың сандық белгісі 
[image: image2278.wmf]s

-нің таралуы  қалыпты белгісізі 
[image: image2279.wmf]a

 болсын. Таңдаулы орта  
[image: image2280.wmf]B

X

- ның белгісіз параметрі 
[image: image2281.wmf]a

-ны бағалайық; а параметрін 
[image: image2282.wmf]g

  сенімділікпен жабатын сенімділік интервалын табайық. Таңдамадан таңдамаға дейін 
[image: image2283.wmf]B

X

 таңдаулы орта өзгеріп отырғандықтан, оны кездейсоқ шама деп қарастыруға болады.  Таңдаулы мәндер 
[image: image2284.wmf]2
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x

- де солай өзгеріп отырғандықтан олар  да кездейсоқ шамалар. Математикалық ауытқуы 
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 үлестірімді бірдей 
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Мына теңсіздік орындалсын 
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ХВ.  кездейсоқ шамасының үлестірімі  қалыпты болғандықтан 
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ХВ. және 
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 шамаларына қолдансақ, 
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   (5),    мұнда  
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Соңғы теңдіктен  
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  және оны (5) –ке қойсақ :
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    (7) ,  немесе   
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- таңдаулы орта.
Р  ықтималдығы берілген және 
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-ға тең болғандықтан 
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(8),

бұл  деген сенім интервалы  а белгісіз параметрін 
[image: image2302.wmf]g

 сеніммен жабады. (6)-шы  формуладан
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Бағалық нақтылығын табамыз.
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Бұндағы  
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 теңдігінен анықталады, ол үшін Лаплас функциясының таблицасынан табамыз.
Әдебиет:  [8]:  280-291 беттер

             [22]:  580-591 беттер 

Бақылау сұрақтары
1. Сенім интервалының анықтамасы.

2. Сенім ықтималдығының анықтамасы.

3.  Белгісіз математикалық күтімнің сенім интервалын жазыңыз.   

  Ең  кіші  квадраттар  әдісі 

Жазықтықтағы  
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 нүктелер  жиынын қарастырайық
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Бұл нүктелер бір түзудің бойында жуықтап орналасқан дейік. Олай болса Х пен У сызықты байланыста, яғни
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бұндағы  а және в – параметірлер, және олардың мәндерін анықтау керек.  (1) теңдікті  тағы да былай жазуға болады 
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 нүктелері жуықтап бір түзудің бойында алынғандықтан (1) формула да  жуықтап алынған. Олай болса (2)  формулаға 
[image: image2312.wmf]x

 пен 
[image: image2313.wmf]y

-тің   орнына 
[image: image2314.wmf]k

X

, 
[image: image2315.wmf]k

Ó
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мұндағы 
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 - аздаған ауытқулар немесе қателіктер. 

а және в коэффициенттерін осы қателіктер абсолют шамасы бойынша мейілінше аз болатындай етіп табу керек. Ең кіші квадраттар әдісі бойынша а және в  коэффициенттерін 
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Өте аз болатындай етіп табу қажет. Егер бұл қосынды мейілінше аз болса, ауытқулар да абсолют шамасы бойынша өте аз болар еді. 

(3) теңдіктерді (4) формулаға қойсақ 
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 айнымалысы а және в шамаларынан функция, а және в шамаларын анықтау керек. 
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 өте аз болатындай етіп а және в шамаларын ылайықтап алу керек
Ол үшін 
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а және в бойынша, 
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 функциясының дербес туындыларын тауып, нөлге теңестіріп мынадай теңдеулер жүйесін аламыз
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Одан а және в параметрлерін табамыз. 

М. Х және У шамаларының мынадай пәндерін аламыз:
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Осы шамалардың арасындағы тәуелділікті және эмперикалық формулалардың  параметрлерін анықта. Айталық 
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 қоссандары жуықтықтағы тік  бұрышты декарт координаталар жүйесіндегі нүктелердің координаталары деп  алайық, А(1; 2,1), В(1,5;2,2), С(2; 2,7), 
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(2,5; 2,8), Е(3; 2,85) нүктелерін салсақ, олар жуықтап бір түзуден аса алшақ болмайтынын көреміз. Олай болса, Х және У шамаларының арасында сызықтық тәуелділік барын көреміз, бұндағы а және в әзірге белгісіз.  Теңдеулер жүйесін пайдаланып эмпирикалық формуланың а және в параметрлерінің ең кіші квадраттар әдісі бойынша табамыз. Бұл жүйені пайдалану үшін оған қатысты коэффициенттерді табу үшін оған қатысты коэффициенттерді табу үшін мына таблицаны құрайық
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Таблицаның соңғы жолында  жүйенің мына түрдегі коэффициенттерін аламыз.  22,5a+10b=26,35; 10а+5b =12,65.
Бұл жүйені шешкенде  а =0,42, b =1,69 коэффициенттерін табамыз. Қорыта айтқанда   х және у арасындағы  тәуелділік жуық шамамен былай өрнектеледі  у = 0,42x+1,69.
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